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Résumé

Nous montrons un résultat d’existence des sélections approchées pour les applications multivoques définies sur les espac
métriques de dimension finie. Nous imposerons a ces applications d’étre semi-continues supérieurement et d’avoir des valeur
qui ont leurs voisinages proches contractileaur citer cet article: Y. Askoura, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abstract

Approximate selections in finite dimensional metric spaces/Ne prove an existence result of approximate selections for
multi-valued maps defined on finite dimémsal metric spaces. We impose to oppécations to be upper semi continuous and
to have a values having contractible small neighborhodd<ite this article: Y. Askoura, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339
(2004).
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1. Introduction et notations

Nous nous proposons dans cette Note de généraliser, daspkases métriques de dimension finie, le théoreme
d’existence des sélections approchées de Cellina ([&ik pd). Plus exactement, nous montrons un résultat d’exis-
tence des sélections approchées paaiafgplications multivoques définies sur les espaces métriques de dimension
finie dans des espaces normés. Nous considérons desagpis multivoques sembatinues supérieurement
ayant des valeurs possédant des voisinages proches contractiles. Les sélections approchées sont utilisables |
exemple dans la théorie des points fixes, en inclusions différentielles et en théorie des jeux. Pour la littérature, voir
[1,6,5,4,2,7,3].
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Sauf mention du contraire, dans toute la suite de ce payidésigne un espace métrique de dimension «topo-
logique » (covering-dimension) finie et strictement positive. Nous la désignons par&imNotons que, pour un
sous ensemble fermé d’'un espace normé de dimension (algébrique) finie, la dimension topologique est inférieur:
ou égale a la dimension algébrique. Nous notons/fdardistance décrivant la topologie deet parY un espace
normé muni de la normg - ||. On désigne pab la distance dans I'espace prodiitx Y définie comme suit :
D[(x,y), (x,y)] =d(x,x") + |y — y'|l. B désignera la boule unité ouverte #le Si A est un sous ensemble
d’un espace topologique donné,désigne I'adhérence dé. Soit 7: X — 2 (27 est 'ensemble de toutes les
parties non vides d&) une application multivoque et> 0, on noteB. T I'application multivoque qui associe a
x,B.Tx=Tx+¢B.GrH (resp. DoniH)) désigne le graphe (resp. le domaine de définition ) de I'applic&ion
Pour un sous ensemhlede X x Y ete > 0,onnoteV.Z = {r € X x Y, D(r, Z) < ¢}. Nous dirons que la fonction
f:X — Y est une sélectiop-approchée d& si Grf C V. GrT. Pour un ensemble donr#éfini, |J| désigne le
cardinal deJ. L'abréviations.c.s. signifie semi-continue supérieuremeltdésignera I'ensemble des entiers na-
turels. Un espace topologique (ou un sous ensemble d’'un espace topologique donné muni de la topologie induite
E est dit contractile si I'identité d& est homotope a une fonction constante.

2. Le principal résultat

Théoréme 2.1.SoitS: X — 2¥ une application multivoque semi-continugogrieurement a images non vides et
e > 0. Supposons quev/ e N, 1 </ <dimy X 41,

B¢ Sx est contractileyx € X. Q)

Alors,3f. : X — Y, continue tel qu&'x € X, D ((x, f:(x)), GrS) < e(3+ dimy X).
En d’autres termesr fe C Ve(3+dim,, x) GrS.

Démonstration abrégée.Vx € X, 35(x) > 0, tel que $(x) < ¢ etVx’ € B(x, 8(x)), Sx’ C Sx + B (S ests.c.s).
X peut étre donc recouvert pa¥ = {B(x, 5(x)/4),x € X}, ou §(x) Vvérifie la propriété précédente. Séitun
raffinement ouvert localement fini a&, U = {U;, i e I} ettel que( ;. ;; Ui #0 = || < dimeo X + 1.

Notons parN @) le nerf (the nerve) dé/ (la réalisation géométrique du nerf abstrait/demunie de sa
topologie naturelle). Pour éviter les confusions, on note les sommets (verticasiiflepar des lettres minus-
culesu;,i € I. Pout touti € I, 3x; € X tel queU; C B(x;, 8(x;)/4), prenonsy; € Sx;. Dans la suite de ce
papier, le simplexe d&/(I/) ayant 'ensemble des points,i € J comme sommets est noté pay. 3A; dé-
signe la frontiere deA ;. Pour toutJ C I, J fini, on poseO; =();.; U;. SoientA; un simplexe deV (i) et
B(x;,8(x;)/4),i € L des boules d&V telles que U; C B(x;, 8(x;)/4). Soitig € L tel que maxer §(x;) = 8(x;,)
(on prend urnp quelconque parmi ceux qui vérifient ce maximum s'il y en a plusieurs). Onxotex;,. On a :
Vi e L, B(xi,8(x;)/%NB(x1,8(x1)/4) # 0, carU;NU;, # B (AL estun simplexe d&/ (A)), U; C B(x;, 8(x;)/4)
etU;, C B(xr, 6(xz)/4). En tenant compte du fait qu&x;) < §(xz), Vi € L, on a les relations suivantes :

VieL, B(x;i,8(x;)/4) C B(xr,8(xr)) etU; C B(xr,8(xr)),

Vi e L, Sx; C Sx;, +¢B, en particuliery; € Sx;, + ¢B.

VieL,VxeU;, Sx C Sx;, +¢B.

Si maintenantd;, est un autre simplexe d& (/) tel queL C L’ (i.e. Ay est un sous simplexe d#&;/). On
aura d’'aprés ce qui précéde,

Sxp C Sx; +¢B. (2)
Nous montrons ensuite les quatre lemmes suivants :
Lemme 2.2. SoientF un sous ensemble fermé d'un espace topologigyé/ un sous ensemble contractile d'un

espace topologiquEs et f: F x dAx — M (Ag est un simplexe d& (1)) une fonction continue.
Alors f est prolongeable par continuité & x Agx dansM.
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Lemme 2.3.Soitf: X x dAx — Y (A est un simplexe d& (1/)) une fonction continue.
Supposons que,

VLG K, VxeOp, f(x,AL)CSx.+|L|eB. 3)
Alors, il existef, un prolongement continu déa X x Ag telle que
VLCK,VxeOp, f(x,Ar)CSx;+]|L|eB. (4)

Lemme 2.4. SoientAx un simplexe deN (), ip € I\K tel que Ay, est un simplexe deV () et
f:X x Ax — Y, une fonction continue. Poso& = K U {ig}.
Supposons que

VJCK,VxeOy, f(x,A;)CSx;+|J|eB. (5)
Alors,3f: X x Ags — Y un prolongement continu dg, vérifiant :
VJCK', VxeO0y, f(x,A;)CSxs+|J|eB. (6)

Lemme 2.5.1l existe une fonctiorf : X x N (4) — Y, telle que:

Pour tout simplexer ; de N (Uf), f est continue suk x Ay, et 7
Vxe Oy, f(x,A;)CSx;j+1|J|eB. (7)
Nous achevons la démonstration du Théoréme 2.1 comme sulit :
Soit une fonctiong : X x N'(UY) — Y vérifiant (7) et{¥;,i € I} une partitin continue de I'unité subordonnée
au recouvremerit. Soit¥ (x) =) _,.; ¥ (x)u;, I'application canonique d& dans\ (/). Soit en dernier lieu la
fonction f, définie de la fagons suivante :

fe:X—Y,
X g(x, lI/(x)).

Montrons quef, est continue.

Soit xg € X. Il existe Oy, un voisinage ouvert deg ne rencontrant gu’un nombre fini d'ouverts &de Soit
Io={i eI, Ox,NU; # 0}.

On a,¥(0xy) C (Ujer,
continue surX x Ay, Vj €l g est continue suX x (|J
sur Oy,, par conséquent sur toit

Verifions quef; verifie I'affirmation du Théoréme 2.1. Soite X et J(x) ={i € I, ¥;(x) #0}. Onax € Oy
etdoncf:(x) = g(x,¥(x)) € g(x, Ay)) C Sxy) + [J(x)|eB. Soity € Sx;(y) tel que|| fe(x) — yll < (|J(x)]
+De.Ona:D((x, fe(x), Xy, ) =dx, x500) + | fe(x) =yl <e +e(@iMp X +2) =e(B+diMs X). O

Ay;), tel queJ; C lo, Vj € I1, ou 1 est un ensemble d'indices fini. Comngeest

jen Au;), et donc, f:(-) = g(-, ¥ (-)) est continue

Remarque 1.Le théoréme précédent reste vrai si difi = 0. Pour le voir, il suffit de remarquer que dans ce

cas, nous avons uniquement besoin du dernier lemmerpoutrer le résultat. Comme il n y a pas de simplexes
de N (/) de dimension supérieure ou égale a 1, la preuveemier lemme nécessite uniguement de simples
prolongements de la fonction construite.

Corollaire 2.6. SoitS: X — 2¥, une application multivoque semi-continsigpérieurement a images non vides
telle que,
Jeg > 0, B.Sx est contractile Ve < &g, Vx € X. (8)

Alors, pour toute < &g, il existe une fonction continug : X — Y qui est une sélectionsapprochée de. Autre-
ment dit,Gr f, C V. GrS.
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La preuve suit immédiatement du Théoréme 2.1.

Remarque 2.Notre résultat généralise le ti@me de Cellina ([1], page 84) pour les espaces métriques de dimen-
sion finie. En effet, sb est a valeurs convexes dans le Théoréme 2d adrollaire précéddnalors, les conditions

(1) et (8) figurant dans leurs énoncés sont vérifiées. Car, dans céxcasX, pour tout nombre réel positif,

B;.Sx = Sx + AB est I'adhérence d’'une somme de deux ensemlolegaxes. Il est donc convexe, en conséquence
contractile.

Corollaire 2.7. SoientX un sous ensemble convexe et compact de dimefisfologiqué finie d’'un espace normé
donné etT : X — 2X une application multivoque semi-continue supérement a valeurs non vides et fermées.
Supposons qu'il existe) > 0, tel queB. T x N X est contractileye < o, Vx € X. Alors, T possede un point fixe.

Preuve. Considérons une suite, },cn C [0, eo] décroissante vers zéro.

On remarque que le Théoréme 2.1 et le Corollaire 2.6 restent vraisest simplement un sous ensemble
convexe et fermé d’un espace normé donné. Dans ce cas, on remplace tous les voisinages de sous engembles d
figurant dessus par leurs intersections a¥ePar exempleB,; Sx sera remplacé paB,; Sx NY, Sx + |J|eB par
Sx+|J|eBNY etB.Sx parB,SxNY.

Considérons pour tout € N, la fonction f;, : X — X telle que Grf,, C V., GrT. D’apres le théoréme du
point fixe de Schaudef,, admet un point fixe que nous notang. La suite{x,, },en admet alors une sous suite
convergente vers un point fixe de 0O
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