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Résumé

Nous étudions la propagation de la régularité héldérienne daaséquation de transport—diffusion relative a un champ
lipschitzien, généralisant un résultat déja établi pour les espaces deB};gg,vaveCp finiets € (—1, 1). Comme application,
nous montrons dans le cadre du systeme de Navier—Stokegi2-8l le tourbillon initial est une poche dont le bord est de classe
c1+¢ alors son transporté par le flot visqueux préserve pour tout temps cette régularité avec un contrdle uniforme par rapport 3
la viscosité. Nous prouvons également des résultats de limite non visgBeuseiter cet article: T. Hmidi, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Hdlderian regularity of the viscous vortex patches. We study the evolution of the Hélderian regularity for some convec-
tion—diffusion equation with respect to Lipschitzian vector field, generalizing an earlier result for the Besov&pggewith
p finite ands € (—1, 1). As an application, we show for the two-dimensional Navier—Stokes system that if the initial vorticity
is a vortex patch having @1t¢ boundary then its image through the viscous flow preserves this regularity for all time with
uniform control on the viscosity. We also show some results of inviscid lifoitite this article: T. Hmidi, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Les systémes de Navier—Stokes et Euler incompressibles décrivant I'évolution de la vitesse des particules consti
tuant un fluide homogéne et incompressible sont donnés respectivement par

orvy + vy - Vo, —vAv, =—-Vp,, ov+v-Vv=—-Vp,
(NS,) { divu, =0, et (E) {divv=0,
V=0 = 07, vjr=0 = 07,
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ouv est un parametre positif désignant la viscosité du fluide. Les scajairesp représentent la pression. Lors-
gu’on est en dimension deux d’espace alors il est souvent commode de travailler avec la formulation suivante
faisant intervenir la vorticité = 9102 — 9207 :

orwy, + vy, - va —vAw, =0,

Wy =0 =W

L
vu(x)—Zn/( y)|2 wy () dy.

Nous rappelons que le flot associé a un champ de veatenéys, est défini par :
t

Y, x)=x+ / v(r, v(r, x)) dr
0

En exploitant cette formulation Yudovich montre que lorsgifec L1 N L™ alors les systtmeeNS,) et (E)
possedent des uniques solutions globales a tourbillon essentiellement borné. Il prouve également I'existence d'ul
unique flot qui est continu dans les variables d’espace et de temps. Cela permet de montrer la stabilité des structure
de poches de tourbilon dans le cadre eulérien, mais iépond pas a la question de la stabilité de la régularité

du bord d’'une poche de tourbillon. Une réponse favorable est en fait apportée par Chemin [1] qui montre que si
le bord initial est de class€1*< alors & chaque instant le bord du tourbillon eulérien est de méme régularité. De
plus la vitesse correspondante est lipschitzienne. Ejuceoncerne le cas visqueux Danchin montre dans [3] que

le transporté du bord par le flot visqueux 65t Ve’ < . En outre la vitesse, est lipschitzienne avec une
estimation indépendante de la viscosité. L'objet de ce travail est de montrer que la perte de la régularité n'a pas liet

et pour ce faire nous avons établi de nouvelles estimations pour les équations de transport—diffusion :
dia+v-Va—vAa= f +vg,
(TD,) {a’ ; Jve

t=0=4a-.

Nous introduisons des opérateussldttiewood—Paley : il existe deux fonctions positives et réguligres¢ qui
sont supportées respectivement dans une boule et une couronne telles que,

XE+ Y 9@ %) =1 V&

q=0

On pose alors pour toute distribution tempéuée

A qu=FHx®a®): VYgeN, Au=F Yp@1&)a®) et Su= Y  Apu

—1<pgq-1
On définit les espaces de Besov inhomogénes par
def
BS o =B} = {u e S'®Y, flullgy .. L sup 22 aqullLr < +oo}.
g=>-1
Notons que pous non entierC* = B, .. Nous disons qu’une fonctiane L?;C(R+; B ) silona
déf

VT >0, ||M||L; (BS, o) = SUp 2qs||A M”Lr [0,7];LP) < +00.
-1

2. Effet régularisant

Nous établissons dans cette section le résultat suivant :

Théoréme 2.1. (Cas f = g = 0). Soientv un champ de vecteurs de divergence nulle et appartenant a
L%C(R+; Lip(R9)) eta une solution dgTD,) associée & une donnée initiad® € L?, p € [1, +00]. Alors on
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aura pour toutr € [1, +o00] et pour toutr > 0
! 1/r
ul/’||a||i735/éo < Clla®r (1+ vt +/||Vv(r)||Loo dr) ,

0

avecC une constante absolue.

Ceci montre dans le cas particulier 1 que la moyenne en temps induit un gain de deux dérivées et c’est effec-
tivement ce dont on a besoin dans I'étude de la propaghtititérienne de la régulariténgentielle du tourbillon.

I dées de la démonstration. La preuve de ce résultat est fondée sur la localisation en fréquences de I'Eg. (TD
qui devient

(0 +Sqg—1v -V —vA)a; = —[A4,v-V]a+ (S5—1v —v) - Vaqy

ou l'onaposé, = Aya. Nous soulignons que si le terme de convection est nul, alors on aura facilement le résultat
a l'aide de l'effet régularisant du semi-groupe de la chaleur [2].

_ 2q
VgeN; [|Aze"%a% 10 <Ce 2" |0 1. 1)

L'autre cas facile correspond a des estimatiéfs avec p fini, et qui s’obtiennent par une simple estimation
d’énergie utilisant un lemme d’analyse harmonique établi par Danchin dans [3]. Malheureusement le contrdle
qu’on obtient est explosif ep, ce qui rend hors de portée son extension par ces méthodes au cap hmitec.

Alors nous optons pour une stratégie qui consiste a suivre la solfitenlong des lignes de courant associees

au floty, du champ de vecteur,_1v ; en d’autres termes on introduit la fonctiogn(z, x) = a, (¢, ¥4 (¢, x)). Ce
changement de variables permet d’éliminer le termeafwection et de remplacer I'opérateur de Laplace par un
opérateur elliptique qui en reste «proche » sur un petit intervalle de temps; le pas de temps dépend seulement c
la norme Lipschitz de la vitesse. Mais le défaut principal de ce changement de variables est qu’on ne peut pas s
servir directement de I'estimation (1) car la nouvelle fonctigm’est plus localisée en fréquence. Donc, nous
relocaliser de nouveau son équation d’évolution sur des couronnes detaitle@us procédons a des estimations
classiques basées sur la formulation intégrale de Duharbesgmation (1) menant a un résultat convenable mais
pour des fréquences gesupérieures &a. Pour les basses fréquences on utilise un lemme de composition dyadique
dd a Vishik [4] :

Lemme 2.2. Soityr un difffomorphisme préservant la mesure de Lebesgue, alors
[Aj(Aqao)|, < C27H74|Vycia| o] Agall Lo,

avece;, =1,sij > q et—1sinon.

En conséquence, nous obtenons I'estimation désinéarspetit intervalle de temps qui ne dépend que de la
norme Lipschitz de la vitesse. De ce fait, la globalisation ne pose pas de véritables problémes.

3. Estimation a priori

Nous généralisons par le biais du théoreme suivant un résultat de préservation de la régularité Besov établ
dans [3].
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Théoreme 3.1. Soients € (—1, 1), p € [1, +00] etv est un champ de vecteurs lipschitzien et de divergence nulle.
Sia est une solution déTD,), aveca® € B, f € LL (Ry; Bj,) etge L (Ry; B;‘Z), alors pour tout temps

loc loc
BS dz .
I3

t

la®)] 5, < CeCV“)(naOuB;, + @+ DIl e g2 + / CRA FIC]
0

On a aussi I'estimation raffinée :

a5, < €&V (1N, + 1S Ny + VDl o py-2)-

La constante” ne dépend que de Nous rappelons qu¥ (¢) = fot [Vu(t)| Lo dr.

Idées de la démonstration. Nous nous inspirons de la niétde utilisée pour I'effet régularisant combinée avec
un lemme de commutation que nous avons établi et qui précise un lemme de commutation classique.

Lemme 3.2. Soitv un champ de vecteurs de divergence nulle. Alors on a

|[ag. v-Via||,, <ClIVul~ Y 27474 A al L. ()
qg'>2-1

4. Application aux poches detourbillon 2-D
Nous avons comme application des estimations obtenues pour les sy$t@mde résultat suivant :

Théoréme 4.1. Soiente € 10, 1[ et £2° un un ouvert borné dont le bord est une courbe simple de classe.
Désignons pan® le champ de vecteurs de divergence nulle et dont le rotationnel aet 1 0. Alors pour
toutv > 0, (NS,) possede une unique solution dalf§.(R; Lip(R?)). D’'une maniére plus précise, il existe une
constanteC ne dépendant que deet $2° telle que, pour toub > 0 et pour toutr € R, on ait

[Vou )] <C@+v)e.

De plus, si I'on désigne paf2,(r) le transporté de2° par le flot dev,, alors 362, () est une courbe simple
de classeCt¢. En outre, il existe une paramétrisation réguliépe de la frontiére de,(r) appartenant a
Lﬁ;C(RT; Cl+¢(Sh,R?)) telle que,Ye' < e, y, converge versg dans L (Ry; C1H (St R?)) lorsquev tend
vers z€ro.

La preuve repose essentiellement sur les Théorémes 2.1 et 3.1.
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