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Résumé
Cette Note traite d’équations de réactiorfftiion en milieu périodique intervenardugs la modélisation de la persistance et
des invasions d’espéces biologiques. Nous étudions l'influence de la répartition des hétérogénéités sur I'existence et l'unicité
de solutions stationnaires non triviales et sur I'existence de fronts progressifs puls&miresiter cet article: H. Berestycki
etal., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Reaction—diffusion equations and biological invasion modelsin periodic media. This Note deals with reaction—diffusion
equations in periodic media arising in the modelling of persistence and invasions of biological species. We investigate the
influence of the distribution of heterogeties on the existence and uniquess of nonzero stationary states and on the existence
of invading pulsating travelling front3o cite thisarticle: H. Berestycki et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abridged English version
This Note is concerned with the mathematical analysis of biological invasion models in periodic environments
(see [14]), which can be written as reaction—diffusion equations of the type

u = V- (A@)Vu) = f(x,u), xeR", (1)
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where the diffusiom and the reactiorf are periodic L1, ..., Ly are given positive numbers, and a functipis
said to be periodic it (x + k) = g(x) forall x e RN andk € L1Z x --- x LyZ). LetC = (0, L1) x --- x (0, Ly)
be the periodicity cell. One assumes tifak, 0) = 0 for all x e RV, and

(2)

vx eRN, s f(x,s)/s is decreasing with respect ta> 0
IMp >0, Vs > Mg, Vx e RN, f(x,5)<0

Examples of functions satisfying (2) aydx, u) = u(u(x) — k (x)u) (of Fisher type), wherg andk are periodic
and infy k > 0. The environment may be favourable (meanjng) > 0) in some regions and unfavourable
(meaningu(x) < 0) in others.

In this context, biological persistence of the species is interpreted as the existence of a godition

—V - (A®)Vp)=f(x,p), peL®®R"Y), p(x)>0, xeR". (3)

Let A1 = A1[u] be the first eigenvalue ofV - (A(x)V ) — u(x) with periodicity conditions, wherei(x) =
af/du(x, 0). We first give a simple condition for biological conservation:

Theorem 0.1. Assume thay satisfies(2). There exists a solutiop of (3) iff A1 < 0, and the solutiorp is then
unique and periodic. Lei(z, x) solve(1) with initial conditionug(x) > 0, ug(x) # 0, ug bounded. Ifi; < 0, then
u(t,x) — p(x)in C%C(RN) ast — +oo; if A1 > 0, thenu(¢, x) — Ounif. inx ast — +oo.

Note that the solutions of (3) are not assumed a priori to be periodic. The difficult part in the proof of uniqueness
is to show that any solutiop of (3) satisfies inf~v p > 0 (periodicity and uniqueness follow).

The next result states that a heterogeneous envieohis better for conservation than a homogeneous one with
the same average. On the other hand, there is an adverse effect of fragmentation:

Theorem 0.2. One hasii[u] < A1[im], wherem = fcu/|C| and |C| is the Lebesgue measure ©f If A =1
(identity), theni1[w*] < A1[u], whereu™ is obtained fromu by successive periodic Steiner symmetrizations with
respect tary, ..., xy. If m > 0andmaxgy 1 > 0, theni1[Bu] < 0 and decreases witB > 0.

The condition for biological conservatiofsa determines biological invasion through travelling fronts. Namely,
under assumptions (2) and < 0, let p be the unique solution of (3). A pulsating front travelling in a given unit
directione with speed- # 0 is a solutionu(z, x) (t € R, x e RV) of (1) such that(t —k - e/c, x) = u(t, x + k) for
all (r,x) e RVl andk € L1Z x --- x LyZ, andu(t, x) — 0 asx - e — 400, u(t, x) — p(x) > 0 asx - e - —00
locally in ¢ and uniformly in the directions which are orthogonakto

Theorem 0.3. (1) Under assumption@) and 1 < O, there isc* = ¢*[u] > 0 such that fronts: with speed: exist
if and only ifc > ¢*. Furthermorec* = min,-ok(1)/A, wherek(i) is the principal eigenvalue of - (A(x)V ) —
21 eA(X)V +[—AV - (A(x)e) + A2eA(x)e + u(x)] with periodicity conditions.

(2) Assume that is constant and’ satisfieg2). If m > 0, thenc*[u] > ¢*[m]. If m > 0andM = maxgny 1 > 0,
thenc*[Bu] is decreasing wittB > 0; moreoverc*[Bu]/v/B — 2/eAe m as B — 01 and

ES
«/eAe M < liminf \[/_H] I|msupc (B <2VeAeM.

B—+00 B B— 400 \/E

The existence part especially extends some earlier partial or formal results [11,14] in dimension 1. It also
generalizes the classical KPP formuta=2,/f/(0) if f = f(u) [12]. The result in part 2 indicates that the more
differentiated the environment, the higher the speed.

All the above results are proved in our forthcoming papers [4,5].
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1. Introduction

Cette Note traite de I'analyse mathématique de modéles d’invasion biologique en environnement périodique
fragmenté. Ces modeéles sont représentés par des équations de réaction—diffusion

u = V- (A@)Vu) = f(x,u), xeRY, (4)

ou le champ de matriceg et le terme non linéaire’ (-, s) sont périodiques. Plus précisément, on se donne
Li,...,Ly > 0; une fonctiong définie dansR¥ est dite périodique s¢(x + k) = g(x) pour toutx € RY et

ke L1Z x --- x LyZ. On noteC la cellule de périodicit&€ = (0, L1) x --- x (0, Ly). On suppose qu'il existe

v > 0 tel queA(x) > vI pour toutx, au sens des matrices symétriquegs$t la matrice identité). Enfimd est de
classeC?® (« > 0), et f est de class€1® en (x, u), C2 enu. On suppose qué(x, 0) = 0 pour toutx € RV. On
supposera éventuellement que

vx eRY, s f(x,s)/s est strictement décroissante par rapparta0 (5)
et/ou
IMo >0, Vs > Mg, Vx eRY,  f(x,s) <O0. (6)

Des exemples de fonctiong vérifiant ((5), (6)) sont donnés paf(x, u) = u(u(x) — k(x)u) ou simplement
S, u) =u(n(x) —u), olu etk sont périodiques avec igf « > 0.
L'exemple le plus simple d’équations du type (4) d&1S est I'équation de Fisher-KPP [8,12]

uy — Au= f(u) dansR". (7)

Pour des nonlinéaritég du type f(x) = u(1 — u) ou f(u) = u(1l — u?), cette équation a été introduite dans
des modéles de génétique de populations, mais intervighé@ent dans d’autres domaines, en écologie notam-
ment. Elle permet de rendre compte de la propagatiofiahts. Ceux-ci sont des solutions de la formtg x) =
U(x-e—ct) oue est la direction (normée) de propagation & vitesse (positive) d’invasion de I'état constant 0
par I'état constant 1 (la fonctiobi : R — (0, 1) vérifie U(—o0) = 1 etU (+00) = 0). Il est bien connu [1,12] que
de tels fronts existent pour toute vitesse ¢* = 2,/ f/(0). De plus, toute solution positive, non constante a 0 et
localisée a I'instant initial, converge vers 1 en temps grand, en s'étendant avec la vitesse asymgtotique

Le cas général ou les coefficients de diffusion et de réaction ne sont pas constants n'a été envisagé que re
lativement récemment. Suivant les modeles d’écologie proposés par Shigesada et al. [14], nous supposons gL
I'environnement varie péodiquement et qu'il peut étre favorable adarvie des espéces dans certains endroits,
et défavorable dans d’autres. Ceci signifie que le taux de croissance effectif agsocié) := df/du(x, 0), peut
changer de signe (plug, (x, 0) est négatif, plus le milieu est défavorable a la survie de cette espéce). Pour le
probléme (7) ave¢ s’annulanten 0 et 1, ces deux valeurs sont des états stationnaires. Pour le probléme (4), O est
toujours un état stationnaire, mais il n’y a pas en général de solutions évidentes strictement poditipesbléme
stationnaire :

—V-(A(x)Vp):f(x,p), p(x) >0, x eRV. (8)

Nous donnons ici des conditions simples assuramtdtence, et/ou I'unicité de solutiopsde (8) dans ce cadre
périodique général, et relions ces conditions a I'existadedronts décrivant I'invasion de I'état O par I'état
(en général non constant). Nous étudions également l'influence des hétérogénéités du milieu, en particulier |
répartition et I'amplitude des zones plou moins favorables ou défavorab] sur les conditions d’existence de
solutionsp de (8) et sur la propagation de fronts.
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2. Existence, unicité, comportement en tempslong et effets des hétérogénéités

Soit A1 la valeur propre principale de I'opérateatV - (A(x)V ) — f,(x,0) avec conditions de périodicité,
c’est-a-dire I'unique réel pour lequel il existe une fonctiprpériodique, de classg?, vérifiant

—V - (A V) — fulx,00¢ =114, ¢(x)>0dansR".

La solution 0 de (8) est dite instable’si < 0, et stable sinon. Linstabilité est vérifiée £i(x, 0) > 0, 0 (par
exemple sif’(0) > 0 dans le cas oy ne dépend pas dg, mais cette condition n’est pas nécessaire.

Théoréme 2.1. (1) Supposonsa. < 0. Si f vérifie (6), alors il existe une solution périodique de (8); si f
vérifie (5), alors il existe au plus une solution bornée(@& qui est alors périodique.
(2) Siar > 0 et f vérifie(5), alors il n’existe pas de solution bornée (8.

Le résultat d’existence de la partie (1) se généralidesaéquations plus généralesprenant éventuellement
des termes de transport (lorsqfieest du typef (x, u) = u(x)u — v(x)u?, ce probléme admet une interprétation
probabiliste et des résultats d’existence — avec des opérateurs plus généraux — ont été obtenus dans [6,7,13
Le résultat d'unicité est de type Liouville, et il conviethe remarquer que I'on ne suppose pas a priori que les
solutions sont périodiques. La difficulté est ici de montrer que toute solution strictement positive de (8) est bornée
inférieurement par une constante strictement positive.

Les conditions d’existence et d’'unicité des solutignde (8) induisent le comportement en temps grand des
solutionsu(z, x) de (4) avec donnée initialey(x) > 0, ug(x) # 0, bornée et uniformément continue :

Théoreme 2.2. Sous les hypothésgs) et (6), alorsu(z, x) — p(x) (unique solution bornée d8)) dansCFOC(RN)
quand: — +o0 si A1 <0, etu(t, x) — 0 uniformément em quandr — +oo siA1 > 0.

Ainsi, sous les hypothéses (5), (6), la conditian< 0 est équivalente a la persistance de I'espéce, la concen-
tration finale étant égale a I'unique solution bornéee (8), alors qu'il y a extinction si1 > 0.

Le signe de la valeur proprer, qui ne dépend que de et de f, (-, 0), joue donc un réle crucial, et nous
précisons dans la suite de cette section l'influence des hétérogénéités du milieu sur la valgugude nous
noteronsiy = A1[u] avecu(x) = f,(x, 0).

Nous rappelons que, pour toute fonctige= g(x1, ..., xy) périodique, la symétrisation de Steiner périodique
de g par rapport a la variable; est la fonctiong’ telle que, pour toutxa, ..., x;_1, Xi+1, ..., xy), &' est paire
et périodique de périodg; par rapport a la variable;, a méme distribution que (pourx; € [0, L;]) et est
décroissante par rapportsa pourx; € [0, L;/2]. Nous notong™* la fonction obtenue a partir de en effectuant
successivement des symetrisations de Steiner périodiques par rapport aux vatiables .

Théoréeme 2.3. (1) On aiq[u] < Aq[m], oUm = fCM/ICI et|C| est la mesure de Lebesgue@e
(2)SiA=1,alorsi1[u*] < A1[u].
(3) Sim > 0 etmaxgy > 0, alors A1[Bu] < O pour toutB > 0, et A1[Bu] est strictement décroissant par
rapportaB > 0. Sim <0, alorsi1[Bu] > 0 pour B > 0 petit. Simaxgy 1 > 0, alorsi1[Bu] < 0 au moins pour
B > 0 suffisamment grand et [ Bu] est strictement décroissant éndés quer1[Bu] < 0.

La partie (1) signifie que, @ moyenne égale, un taux de croissance hétérogéne (non cons}aaatgrius
favorable a la survie de I'espéce qu’un milieu homogene, et ceci quel que soit le type de diffusion.

La partie (2) signifie qu’'un environnemefragmenté, ou les zones favorables et défavorables sont éparpillées,
est moins bon pour la conservation des espéces (pougéedies espéces nuisibles, il est donc préférable que
I'environnement soit plus fragmenté). Ce type de résultat avait été observé par Shigesada et al. [14] en dimensiol
1 a partir de simulations numériquesur un milieu ou le taux de croissangedtait constant par morceaux et ne
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prenait que deux valeurs (ce cas est appelé modele de « patch »). Dans [4], nous prouvons ce résultat rigoureuseme
et I'étendons a la dimension quelconque et au cas est plus général. L'inégalité; [1*] < A1[u] implique que si

un environnement permet la survie des espéces, alorsoteleitaux de natalité est symétrisé le permet aussi. Mais

il existe des cas ou ce dernier permet la survie alors gnwifonnement de départ ne le permet pas (c’est-a-dire

A[p*] <0< Aqud).

3. Invasionsbiologiques

La condition de survie des especes, c’est-a-dire I'existence d’une sojutler(8) détermine également l'inva-
sion biologique sous la forme de solutions de (4) de type «fronts». Plus précisément, étant donné unepsolution
de (8) et un vecteur normédeR", on appelle front pulsatoire se propageant dans la direetirec la vitesse
effectivec (£ 0), une solutiont = u(t, x) (t € R, x e RV) de (4) telle que

N
k-
Vke[[LiZ. ¥x eR", u(t——e,x>:u(t,x+k),
i=1 ¢
u(t,x) — 0, u(l,x)—pkx) — 0.
X-e—>+00 X-e—>—00

(9)

Les limites dans (9) s’entendent localementregt uniformément dans les directions B& orthogonales .
Cette notion de front pulsatoire généralise celle de front progressif dutype) = U (x - e — ct) pour I'équation
homogéne (7).

Théoréme 3.1. Supposons qué vérifie (5), (6) et quer1 < 0. Soitp I'unique solution dg8). Il existec* > 0 tel
que I'Eq.(4) avec les condition®) admet une solutiotr, «) si et seulement 8i> ¢*. De plus, toute solution est
strictement croissante en Enfin,c* est donnée pat* = min,~ok(1)/A, oUk(A) est la valeur propre principale
de l'opérateurL; (avec conditions de périodicitééfini par

Ly =V - (AX)VY) — 24 eA)VY + [-AV - (A(x)e) + A2 A(x)e + fu(x, 0)]y.

Ce résultat généralise notamment la formeile= 2,/f7(0) pour 'Eq. (7) avec une nonlinéaritg telle que
0 < f(s) < f/(0)s pour touts € 10, 1[ et £ (0) = f (1) = 0. Hudson et Zinner [11] avaient montré pour le probléme
(4) en dimension 1 (lorsque > 0) qu'il existe des fronts pour toute vitesse> ¢*. Le Théoréeme 3.1 étend ce
résultat en dimension quelconque, et énonce, de plus¢ijest la vitessaminimaledes fronts pulsatoires. En
outre, nous établissons que tout front est croissant &rs deux premiers auteurs et Nadirashvili [2,3] avaient
étudié les fronts pulsatoires pour des équations périodiques plus générales que (4), dans un domaine périodiqt
plus général, mais pour des nonlinéarif&s, u) positives pour O< u < 1 et s’annulant em = 0 etu = 1 (voir
aussi[2,9,10,15] pour d’autres types de nonlinéarités). La positivifegiymettait de raisonner par approximation
par des nonlinearités s’annulant paue [0, 6] (avecd > 0 petit), pour lesquelles la vitesse de propagatign
unigque, tendait vers* quand® — 0. Une des difficultés du probléme (4) est gfi@eut changer de signe. Le
probléme (4) avec les conditions (9) est résolu dans notre article [5] par régularisation elliptique d’'une part, en
montrant d'autre part que I'ensemble des vitesspessibles est un intervalle minoré mais non majoré, et que sa
borne inférieure* est une vitesse admissible.

Sous les hypothéses du Théoréme 3*Ine dépend que dé, e et . (x) = f,(x, 0). Nous supposons que et
e sont fixés, et notons* = c*[u].

Théoreme 3.2. Supposons qug vérifie (5), (6) et queA est constante.

(1) Sim= [/ |C| >0, alorsc*[u] > c*[m] = 2/ eAe m.
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(2) Sim > 0etM = maxgy u > 0, alorsc*[ B ] est strictement croissante éh> 0. De plus,
2vVeAe Bim < c*[Bul<2veAe BM pourtoutB > 0,
1 L *IB . *[B
—veAeM < liminf B <lim supM < 2VeAe M,
2 VB VB

B—+o00 B B—>+00

etc*[Bul/~/B — 2v/eAe m quandB — 0.

A moyenne constante, la présence d’hétérogénéatas tenvironnement augmente la vitesse des fronts par
rapport au cas homogéne. De plus, ceitesse augmente avec I'amplitudedu taux de natalité et se comporte
en+/B pour B grand et petit. Pour un milieu trés différencig grand), la vitesse des fronts est de plus en plus
grande, méme si I'environnement peut ainsi étre a certains endroits trés défavorable.

La preuve du Théoreme 3.2 découle du Théoreme 3.1 et de propriétés de comparaison des valeurs propre
principales d’'opérateurs du tyge, .
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