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Résumé

Dans cette Note, nous montrons un théoreme sur I'extension d'un cduraégatif (ou positif) psh (i.e. tel quéd“T > 0)
avec condition sur les tranches relatives a certaines coogdsniCe théoreme généraligethéoréme d’extension pour un
courant positifZ-fermé avec condition sur les tranches, di a El MerB/Aessaoud. Pour cela, nousratrons une inégalité
de type Chern-Levine—Nirenberg pour un @nitrpositif (ou négatif) psh, qui généralides inégalitées obtenues par Bedford—
Taylor, Demailly et Sibony dans le cas de courants positiisiés: Nous démontrons enfin uimégalité de ype Oka pour un
courant positif psh, généralisant ainsi un résultat sérde Ben Messaoud—E|l Mir podes courant pdtifs ayant undd®
négatif.Pour citer cet article: M. Toujani, H. Ben Messaoud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Extension of negative plurisubharmonic current with condition on the dices. In this Note, we prove a theorem on the
extension of a negative (or positive) plurisubharmonic curieiiie. such that/d“T > 0) with condition on the slices with
respect to some coordinates. This theorem generalizes a result proved by El Mir-Ben Messaoud relativedd positive
currents with a condition on slices. The method consists first of proving a Chern—Levine—Nirenberg inequality for a positive
(or negative) psh current, which is a generalization of results obtained by Bedford—Taylor, Demailly and Sihbicjofed
positive currents. Also we prove an Oka type inequality for positive psh currents, thereby generalizing former results by Ben
Messaoud-EI Mir concerning positive currents with a negatiVé To cite thisarticle: M. Toujani, H. Ben Messaoud, C. R.

Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abridged English version

We first prove the following theorem generalizing the Chern—Levine—Nirenberg inequality [5] to a positive (or
negative) non necessarily closed current.

Theorem 0.1. Let T be a positive psh current of bidimensigp, p) on an open se®21 of C" such thatl < p <n,
and letvy, ..., vy be pshC? functions ons2; such thatl < ¢ < p. LetK, L be two compact subsets £ such

that K c L. Then there exists a positive constang ; independent of” andv; such that||T A ddvy A--- A
ddvyllk <Ck,LIT L ;’.:1 v lloocz) Whereoo(L) means sup norm oh.

The following is an Oka type inequality for a positive psh current. The case of a positive c@rreith
dd“T < 0 was proved by Ben Messaoud-EI Mir [2].

Proposition 0.2. Let T be a positive psh current of bidimensign p) on an open se® c C" suchthatl < p <n;
let v be a pshC? function,v > —1 on O such that0’ = {z € 0, v(z) <0} cC 0. Let K be a compact subset
of O such thatk C O’. Considercx = —supcg v(z), s an integerl <s < p andu a pshC? function onO’
with —1 < u < 0. We havefy, T A (dd“u)? < ci’ [ T A(ddv)* A(ddu)P™ +cy o lldd T || s llvll* ) where

oo(a
cx o 1S apositive constant which depends onlyorand O'.
Our main theorem is:

Theorem 0.3. Let A be a closed complete pluripolar subset of the open unit polytitsef C* and T a negative psh
current of bidimensiorip, p) on A™ \ A such thatl < k < p < n. Suppose that(i) there exists a non pluripolar
subsetF of A* such that for any: € F, the slice(T, 7, a) exists and is of locally finite mass in a neighborhood of
every point ofa; (ii) there exist® < r < 1 such thatT is of locally finite mass in a neighborhood of every point of

{Z — (Z/, Z//) c An; r < |Z//|}-
ThenT extends to a negative psh currdhbn A", and we haved T = ddT + S, whereS is a closed negative
current supported by.

We also prove a similar theorem for positive psh currents.
1. Introduction
Nous démontrons d’abord une inégalité de type Chern—Levine—Nirenberg [5].

Théoreme 1.1. SoientT un courant positif(ou négati) psh de bidimensiofp, p) dans un ouvert2; deC” tel
quel< p <netuvy,..., v, desfonctions psh de class€ danss2; avecl < ¢ < p. Soientk et L deux compacts

de 21 tels quekK C L. Alors il existe une constantg ;, indépendante d& et desy; telle que:

q
IT Add“vin---Addvgllk < Ck.LITIIL 1_[ lvjlloor) 1)
j=1
ol oo(L) désigne la norme du sup sir.

Ce théoréme généralise I'inégalité de [5] paarcourant positif non nécessairement ferme.

Remarque 1.

e (1) améliore une inégalité de Sibony [11] ou la quanfigd |, supposée finie, intervient dans le second
membre.



M. Toujani, H. Ben Messaoud / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 543-548 545

¢ |l semble que le cas ou les fonctionyssont psh localement bornées soit encore ouvert.
e L'inégalité (1) pour un courant positif fermé a été démontréeBedford—Taylor [4] (voir aussi Demailly [6]).
o Larticle [2] démontre I'irégalité (1) pour le potentidl d’un courant positif fermé.

2. Preuvedu Théoréme 1.1 et enoncé du théoréme principal

On se place dans un ouvert strictement pseudo-convexgz € £21, p(z) < 0} dans; tel quek C Lcc 2,
et oup est une fonction psli’®> dans un voisinage d€. Quitte a faire une récurrence sgyon peut supposer
qg=1.

Premier cas :p > 1. On peut supposer queM < v < —1 avecM > 1. Soientg = dd°p ets > 0 tel que
L C 2 :={p < —s}. SoientNx(| - [) un noyau régularisant stk?, max:(x1, x2) — max(xi, x2) et may :=
max#N2 ¢, avecNo . := E—lzNz(;) ; la fonction max est convexe et séparément croissante en ses variables. Posons

We = maxg(%p, v) ; we est pshC™ dans un voisinage d€, avecw, = v dans§2, etw, = %p danss2 \ Q%.

Ona: [y T AnddvABrt< [o T Addws ABPTE< [ T Addwe ABP~E Soit f e D(2,5 ), f <O et
2M

f:psurﬂﬁ.Ona: "

/ T Add“ws A BP™L = / T Addwe A BP72 NddE f

- / T Addws A BP™2 AddE f 1;4 / T ABPYAdA f
L \?
/wgddcf/\ddcT/\,B” 2_ / T/\,B”‘l/\ddcf
2 Q 27 o
c1llwe lloo (2 5 )Ildd“Tllm +czM||T|| s donc

\

T nddw, B <cxo(ITla, +1dd°Tlg, )M or

2 s
2M

||ddCT||gﬁ <c3|Tlle donc /T AddvABPTLS Cx oM | T o ie.
K
IT Addvlk < CkeMI|Tllge. (2)
Quitte & couvrir le compack par des boules3; CC B;. cc L, il suffit de démontrer1) pour deux boules

concentriques. Or dans ce c&$) n'est autre qu&2) ou v est remplacee paw/||v|looz)) — 2 qui est a valeurs
dans[—3, —1], et on prend” = 3.

Deuxieme casp =1. On se place dan®; x C. Soitrry la projection de1 x C sur 21 ; alors le courantr; (T')

est un courant de dimension 2, on appliqdg pour ce courant et la fonctiofi = v o 71 qui est pshC? dans

21 x C. On remplace le compadf par K x {|t| < 1} et £2 par un ouvert strictement pseudoconvexe a bord lisse
C 2 x {|t| < ro} et contenanK x {|t| < 1}, avecrg > 1 fixé. Par Fubini, on a encofé). O

On a l'inégalité de type Oka suivante :

Proposition 2.1. SoitT un courant positif pstii.e. dd“T > 0) de bidimensior{p, p) dans un ouverD c C" tel
quel < p < n, et soitv une fonction psh de clasgg?, v > —1 dans0, telle queO’ = {z € 0, v(z) < 0} soit
relativement compact dar@.
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SoitK C O’ un compact et soitx = —SUpx v(z) ; alors pour tout entierd < s < p et toute fonction: psh
C? dansO’ vérifiant—1<u <Oona
/T A (ddu)P < /T A (ddv)’ A(dd“u)P™ +cp 0'||ddCT||0/||”||oo(o/
K o’

ou ck.g7 Une constante positvne dépendant que dé et deO’.

Pour la suite, nous aurons besoin des notations suivantes : gdidatpolydisque unité d€" et T un cou-
rant de bidimensiofip, p) sur A" = AF x A" % avec 1< k < p < n. Pourz € A", on notera = (7, 7/) avec

= (20, ..., 2%) etz = (Zhs1, ..., 2n). SOitw: A" — A¥, 7(z) = z/. Soitas > 0 une fonction borélienne a
support compact dans la boule unité @fetelle quefck a1dr; = 1; on appelle tranche dE ena € AX et on
note (T, =, a), la limite faible, quand elle existe, dE A n*(gi%al(z/;“)ﬁ(ddﬂz/lz)") quande tend vers 0.
Soientay € D(A"F) une fonction positive telle qufc,, v a2dr,_; = 1. Poure > 0, on posex1 (7)) = 8%041(%/),
02(2") = i 2(3) etae (z) = a16(: )z, (2") eton notel, = T x a;.

On est malntenant en mesure de prouver le théoréme principal

Théoréme 2.2. Soit A un ensemble fermé pluripolaire complet du polydisgifeet T un courant négatif psh de
bidimension(p, p) dansA” \ A. Supposons que(a) Il existe0 < r < 1 tel queT soit de masse localement finie
au voisinage des points de e A”, r < |z”|}. (b) Il existe un ensemble non pluripolaife c A* tel que pour tout
a € F, latranche(T, , a) existe surA” \ A, et soit de masse finie au voisinage des pointd de

Alors I'extension trivialeT de T par zéro au dessus dé existe et c’est un courant négatif psh. De plus on a
dd°T = dd°T + S ou S est un courant négatif fermé porté par

Dans [2], on trouve un théoréme analogue pour un cdyrasitif fermé. Le lemme suivant est d0 a [3] (Propo-
sition 3.3).

Lemme 2.3. SoitT € D’ p(A") un courant positif ave@ > k et soita € A, Si(T, x, a) existe, alors la limite
faiblelim,_o(T;, 7, a) eX|ste etvautT, m, a).

3. Preuvedu Théoréme 2.2

On adapte les techniques de [2] au cas d'un courant négatif geiur lequel on ne sait pas défiai“v A T
quandv est psh localement bornée. Pour cela, nous utilisobsieme 2 qui est une conséquence du théoréme bien
connu d’Egorov. SoiB := {a € A%, (T, 7, a) existg > F. Pourx € r, 1[, soit F, = F Nx AF. Comme une réunion
dénombrable d’ensembles pluripolaires est pluripolaire, il exigtér, 1[ tel que F; est non pluripolaire. Soient
1>rg>r1>t;dapres [12] il existe une fonctiorf psh négative dang A”, de classe&C™ surri A" \ A telle
queriA" N A ={zerA", f(z)=—oo}. Pourj e N* soity; € D((roA") \ A) positive etyy; = 1 au voisinage
deriA" N{f > —2j} et telle que(y;); croit vers la fonction caractéristique deA”) \ A. Posongs = dde|z|?,
[i@) =T, m, )W BP75) et fo j (&) = (Te, 7w, 2) (Y BP7H).

Soit (e(m)),, une suite dao, 112 et lim,_ 40 £(m) = (0, 0).

Lemme 3.1. Avec les hypothéses du théoréme précédent, il existe un cofiacA* non pluripolaire etM e
N* tels que: (a) Pour toutz’ € K, | f;(z)| <M, (T, 7, z')|l <M. (b)Pour toutj € N*, la suite f, (), ; converge
uniformément SuK vers f;.
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Fin dela preuvedu Théoréme2.2. Par la formule de tranchage de [2] ou de Federer [10] on a

Toomy A (dd€u’ ) A 8P / (Tomy. 7. )W B7~) du
(roA"MN{f>-3j} K

= / femy, j (@) ik = ug(m),j — /fj (z)dukx < Mug (K) d’aprés I'hypothese (b)

Soit M1 > Mug(K); il existe m; > 0 tel queVm > mj, on alugm), ;| < My i.e. froAnm{f>—3j}_T€(mj) A
(dduip)* A y;pP~% < My et donc Sooanairs—2jy —Temp A (ddu)* A BP~% < Mi. Quitte & considérer
Te(mj) N BP~*, on peut supposep = k. D’autre part poura < b deux réels dangr, r1[, la fonctionv(z) :=
max(u’ (z), bzfaz(lz”lz — b?)) vérifie —1 < v < 0 dansh A" etv = u’, sur{|z”| < a} d’ou:

—Tom;) A (dd“v)*
bA'"N{f>—-2j}
= / —To(mj) A (dd uiy)* + / ~Temy) A (ddV)F .

bARX(|2"|<a)N(f>—2j) bAkx{a<|" |<b)N{f >—2])

1 J
On al < M; et par I'hypothése (a) onA< M’ avecM’ > 0 constante ; donﬁbmm{f>_2j} ~Tem) A (ddv)* <
M1+ M' = Mp. SoitK;=bA"N{f > —j}. D'aprés la Proposition (2-2) de [2] ON R pnrr( oy~ Temy A
(ddu)* < <Cy f{f> —2jyban —Temy) A (ddv)k < My carCg; = —Supg, v < < 1. Pour finir la démonstration, on
utilise le Iemme élémentaire suivant (cf. par exemple [7]).

Lemme 3.2. Soit (h,,) une suite de fonctions semi-continues supérieurement sur un gaver€” décroissante
vers une fonctiot. Soit(u,,), une suite de mesures positives qui converge faiblement vers une mesure.
Alors toute valeur d'adhérence faiblede la suite(h,, i) vérifie: v < hu.

Suite de la preuve du Théoreme 2.2. Ona(u; = —Te(mj) N (ddclzl)k)j est une suite de mesures positives, qui

converge faiblement vers la mesure posijive: —T A (ddu)* et (hj = Lpann(r>—3j)); est une suite de fonctions
scieth; / h=1,am4; donc d’aprés le Lemme 3.2 on a

—T A (ddu)* < liminf / —Te(my) A (ddu)* < My, (%)
]—) o )
bAM\ A bA"N{f>—3j}
Soit G CcC A" ; quitte a travailler avee’ > rg, on peut supposer qué C roA”. On applique anrs{*) avec
u(z) =1z/=1, on aurafG\A —T A (dd€|z]®)P < +oo; doncT est de masse localement finieZetexiste. Ceci

implique d’apres [9] quddCT existe eton @d°T = dd°T + S, avecS un courant négatif fermé porté par Par
conséquent est un courant négatif psh.o

Théoréme 3.3. SoientA un ensemble fermé pluripolaire completdé et T un courant positif psh de bidimension
(p, p) dansA™ \ A avecp > k + 1; supposons que(a) Il existe0 < r < 1 tel queT etdd‘T soient de masse
localement finie au voisinage des points{de A", r < |z”|}. (b) Il existe un ensemble non pluripolaife c A¥
tel que pour touts € F, les tranchesT, w,a) et (dd“T, m, a) existent surA” \ A, et soient de masse finie au
voisinage des points dé.
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Alors I'extension trivialeT de T par zéro au dessus dé existe et c’est un courant positif; de plus on a
dd°T =dd°T + S, ou S est un courant positif fermé porté par.

4. Preuvedu Théoreme3.3

D’aprés [2], I'extension trivialeld°T du courandd‘T existe et c’est un courant positif fermé daa’. Soit
U le potentiel local associé au couraht‘T dansA” ; posonsZ = U — T, alorsZ est un courant négatif psh en
dehorsded etona (Z,m,a)=(U,m,a) — (T, m, a. D’apres [1],(U~, 7, a) existe sauf sur un pluripolaire d&
doncZ vérifie les conditions du Théoréme 2.2 d'@lexiste et dond existe et il est positif; de plus d'aprés [9],
il existe un couranf positif fermé, porté paa, tel qued/c_i?? =dd‘T+S. O

Comme application, nous obtenons le théoréme suivant démontré par [8].

Théoréme 4.1. Soient0 < r < 1, A un ensemble fermé pluripolaire complet dé et v une fonction psh dans
(A" \ A)U{z € A", |Z"| > r}, telle qu'il existe un ensemble non pluripolaifec A tel que pour tout: € F, la
fonctionv(a, -) se prolonge en fonction psh suf*—* alors v se prolonge en fonction psh dans.
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