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Résumé

Le but de cette Note est de donner une formule de saut en cohomologie équivariante qui entraine les formules de saut d
Guillemin—Kalkman (J. Reinégnew. Math. 470 (1996) 123—142Four citer cet article: P-E. Paradan, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract
A Note on the formulas of Guillemin—Kalkman. The purpose of this Note is to give a jump formula in equivariant coho-
mology implying the jump formulas of Guillemin—Kalkmafo cite this article: P-E. Paradan, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let (M, £2) be a symplectic manifold equipped with a Hamiltonian action of a t@rusith Lie algebrat. We
denote by® : M — t* the moment map of this action. Let us assume thas proper, and that the' -action on
M is effective For every regular valué of @, we consider the reductiafvls := @~1(&)/ T which is a compact
symplectic orbifold. LetH7 (M) be theT-equivariant cohomology o#/. Associated to the dataV, T, @) we
have, for every regular valug of @, the Kirwan morphisnKir y ¢ : H}. (M) — H*(M:) [4]. We are interested
herein (M, n, &) = |s_15\ fMg Kir .6 (), n € H}. (M), where|S¢| is the cardinal of the generic stabilizer Bfon
>78).

We introduce for every e t* an equivariant conomology class with compact suppoxt P{;"f (M), and show
that (M, n, §) is computed by means of FIf £ is aregular value op, the integralf,, P: 7 is a generalized function
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on t supported at 0. The quantityM, n, §) is equal to the value of,, P: 7 against(—Zin)—d‘mTﬁ’fdm. The
study of the magg — P: gives a new way to recover two properties of the ap 1(M, n, £). First we show that
& — P% is locally constant on the open subset of regular values,ado& — 1(M, 5, £) is also locally constant.
After we obtain a formula for B — Pe- when&* belong respectively to two connected components of regular
values of® separated by an hyperplanetdf By this way we recover the formulas of Guillemin—Kalkman [2]. Let
us write down these formulas.

Let A be an hyperplane df, equipped with an orientatian and which separates two connected components
of regular values of. Let T, C T be the subtorus of dimension 1, with Lie algebfa={X e t| (£ — &', X) =
0, V&,& € A}. We make the choice of a decompositibr= T4 x T/Ta, WhereT /T, denotes a subtorus @f.
Let M7 be the submanifold of points fixed 8, and letM, be the open subset a7 N ®~1(A) on which
T /T, acts locally freely. The symplectic manifold , carries a Hamiltonian action af/ T, with moment map
DA Mp — A equal to the restriction ab on M 4.

Let& € A be aregular value ab 4 and let Fg‘ € H;ﬁM(MA) be the associated cohomology class.4®t t*
be two regular values ap belonging respectively to two connected components of regular valugsseparated
by A, with the condition that the linés ™+, £ ) intersectsA até andé~ — €T is compatible with the orientation
We prove in this Note that

P — P — (a0, (P25%) i H 1), W

Here (i)« 1 H7; 5 (Ma) — H7 (M) is the direct image map, amd € C~>(ta, H*(M 2)P2S) whereH* (M 4)Pas
is the sub-algebra of(*(M,) formed by theT -basic elements. With the help 8, one defines aesidue map
Res, 1 H7(M) — H 7, (M4), and from (1) we get the formulas of Guillemin—-Kalkman

(M, 0, 67) = 1(M,1,67) =1(Ma,Re (). §), ()
for everyn € 1. (M). The clas$9, and the map Ré&sare defined in Section 2.

1. Introduction

Soit (M, £2) une variété symplectigue munie de I'action hamiltonienne d’un Todalgebre de Liet. L'ap-
plication momentd : M — t* satisfait les relationgd(®, X) + 2(Xuy, —) =0, VX € t. On suppose dans cette
note qued estpropre et que I'action del” sur M esteffective Pour toute valeur réguliere de @, on consi-
dere la reduction symplectiquels := @~1(&)/T qui est uneV-variété différentiable compacte. Séit; (M) la
cohomologieT -équivariante dé/. Sur la variété hamiltonienn@/, T, @) nous avons le morphisme de Kirwan
Kir a6 - Hy (M) — H*(Mg), défini pour toute valeur réguliéée de @, comme le composé du morphisme de

restriction{%(M) — H% (¢ ~1(&)) avec isomorphisme de Chern-Weit. (& ~1(£)) —> H*(Me). Nous nous
intéressons ici alM, n, &) .= |s_1§\ fME Kir a6 (n), n € H; (M), ou | S¢| est le cardinal du stabilisateur générique

deT sur®—1(&).

On introduit a la Section 2 une cIass,gePH;ff(M) pour tout§ € t*, et on montre que(M, n, £) se calcule au
moyen de P. L'étude de I'applicatior§ — P: entreprise a la Section 3 permet @glémontrer deux propriétés de
& — (M, n,&). On montre tout d'abord quer Pg est localement constante sur I'ouvert des valeurs régulieres
de . On obtient ensuite désrmules de saytour les classes:Rjui induisent celles poucM, , &) obtenues par
Guillemin—Kalkman [2]. Ces formules s’énoncent ainsi.

Soit A un hyperplan de*, muni d’'une orientatiorv, séparant deux composantes connexes de l'ouvert des
points réguliers d@. Soit T4 C T le sous-tore de dimension 1, d'algebre detie={X et | (¢ — &/, X) =0,
V&,& € A}. Nous faisons le choix d’'une décompositibn= T, x T/Tx, ouT/T, désigne un sous-tore de
Considérons la sous-varié’2 des points fixés paf,, et 'ouvertT -invariantM , de®~1(A) N M T4 sur lequel
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T /T, agit localement librement. La variété symplectiqdg est munie de I'action hamiltonienne dg T, et a
pour application moment la restriction dea M 4, que 'on note®, : My — A.
Considérons une valeur réguliééec A de &, et la classe de cohomologie équivariante assoc?& P

;ﬁA (My). Soienté* e t* deux valeurs réguliéres d& appartenant & deux composantes connexes de va-

leurs réguliéres dé séparées pas : on suppose que le segmeat, £7) intersected en& et quet~ — £+ est
compatible avec 'orientation. On montre a la Proposition 3.3 que

PE* - Pg— = (lA)*(P{:A‘SZ) dans’H;OCO(M) (3)

Ici (iA)*:H;ff(MA) — H;ff(M) est le morphisme image directe associé a l'inclusign My— M, et 59
est une fonction généralisée suyr a valeurs dans la sous-algém{é(MA)basde H*(M ») formée des éléments
T-basiques. On déefinit au moyen d% on définit uneapplication résiduRes), : 1} (M) — H’;/TA (M), eton
déduit de (3) les formules de sauts de Guillemin—Kalkman

(M, 0, 60) = 1M, 1,§7) =1(Ma, Re$,(n), £), (4)
pour toutn € H7.(M). La fonctions?, et 'application Re§ sont définis a la prochaine section.

2. Cohomologie équivariante : localisation et définition de I'application Ref%

Rappelons le modéle de Cartan de la cohomologie équivariante a coefficients polynomiaux, et I'extension aux
coefficients généralisés définie par Kumar—Vergne [5]. Nous donnons ensuite un bref apercu de la méthode d
localisation développée dans [6, 7] d@nnons la définition dedpplication Re§ .

Soit K un groupe de Lie compact connexe, d’algébre detli@gissant de manié@&® sur une variété diffé-
rentiableM. On noteA(M) I'algebre surC des formes différentielle8> etd la dérivation de de Rham. On note
c(V): A(M) — A(M) la contraction par un champ de vectelrsl’action deK sur M détermine un morphisme
X — X det dans l'algébre des champs de vecteurdde

On considere I'espace des applicatioiséquivariantest — A(M), X +— n(X), muni de la dérivation
(Dn)(X) := (d — c¢(Xm)((X)), X € . Comme D? = 0, on peut considérer I'espace de cohomologie
KerD/Im D. Le modéle de Cartan [1,3] considere des applicatjpplgnomialeset I'espace de cohomologie
associe est not&} (M). Kumar et Vergne [5] ont étudiles espaces de cohomolo@i%o"(M) obtenus en consi-
dérant des applications — 1 (X) qui sontC*>°. Rappelons la construction e (M).

SoitC~*°(¢, A(M)) I'espace des fonctions généraliséestsarvaleurs dansl(M). C’est, par définition, I'es-
pace des application8-linéaires continues de I'espace des dendit€sa support compact dé dans.A(M).
Limage de la densité (X) dX parn € C~°°(¢, A(M)) est une forme différentielle s notéefE n(X)¢p(X)dX.

La différentielle D définie surC>® (¢, A(M)) se prolonge & ~>°(¢, A(M)), et on montre queD? = 0 sur le
sous-espac€~ (¢, A(M))X des élément -invariants [5]. Lespace de cohomologie associé est la cohomo-
logie K-équivariante a coefficients généralisésie que I'on noteH .°°(M). Si nous considérons des formes
équivariantes a valeurs dans I'espatg M) des formes différentielles a support compact on obtient I'espace de
cohomologieHI‘(ff(M). Dans cette note, on note vé&l, dX) le volume du groupe& pour la mesure de Haar
compatible avec H.

Procédé de localisationOn suppose désormais qué est munie d'une 1-forme K-invariante. On note
@, : M — £* I'application équivariante définie pa®; (m), X) = A(Xp1)m : oOnadoncAr(X) =dr — (P, X). Le
procédé de localisation développé en [6,7] repose sur I'existence d’'un ivEr$e! de la formek -équivariante
D) : c'est une formeK -équivariante fermée a coefficients généralisés définie sur I’oMerté;l(O). Un ouvert
K -invariant/ est ditadapté ax si (0U/) N 05;1(0) = (. Dans [7], on associe a tout ouvéftadapté a., la forme
K-équivariante fermée a coefficients généralisés

P = Y + dxY DA 0. ()
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Ici Y e C*°(M) désigne une fonctioK -invariante supportée paf qui est égale a 1 au voisinagelde <D;1(0).
La classe définie pa/;PdansH,}oo(M) ne dépend pas du choix o&. Siun <D;1(0) est compact, on considére
une fonctiony" & support compact : ainsf;’Pdéfinit une classe daﬂggff(M). La correspondandé — ij est
additivedans le sens suivant. &i contient deux ouver&?, /2 K -invariants tels qué?l NU2N q>;1(0) ={et
UL UUR) NP 1(0) =U N ®;L(0), alors ledd’ sont adaptés Aet B = P4" + P4 dansH; > (M). Pour 'étude
des classes de cohomologies définies parﬁéen?a le

Lemme 2.1[7]. Soientig, A1 deuxl-formesK-invariantes surM, et/ un ouvertK-invariant relativement
compact deM. S'il existe une application continug: M — ¢ telle que les fonction$®,,,, f) et (®,,, f) ne
s’annulent pas sudl{, alorsi/ est adapté aoetar, et F{{l = Fffo dansHI}ff (M).

Définitions des7, et de I'applicationRes, : H7.(M) — H7. ;. (M4). On revient au cadre de l'introduction. La
décompositionT = Ta x T/Tx, I'action triviale deT, sur M et I'action localement libre d&/Ta sur M
induisent les isomorphismeis, : H (M) —> S*(ta) ® My, (Ma) €teva:Hy 7, (Ma) 5 H*(M )P Ici
S*(tn) désigne I'algébre des applications polynomialestguet H* (M »)P251a sous-algébre d&* (M) formée
des éléments-basiques. On notéir 4 “H7 (M) — S*(ta) QH*(M 5)P2sle composé du morphisme de restriction
H; (M) — H;. (M) avec 'isomorphismev, o ja.

SoientN, le fibré normalT -equivariant deM 4 dansM, et Eu(N,) € H}.(M,) la classe d’Eulell -equi-
variante deV 4. A travers I'isomorphismev, o j4 on peut considérer EQV,) comme un élément d&* (t4) ®
H*(M »)P3S Suivant [6], on définit des inverses BN ,) € C~°(ta, H*(M )29 en posant EqQH(N,)(X) =
Mg oo m oupB ety — {0} est compatible avec I'orientatiande A. Comme le polynéme E(N »)
est inversible de manie®® surt, — {0}, la différence

89 := EulZ}(N,) — Eul Y (V,) (6)

est une fonction généralisée suyr qui est supportée en 0 (a valeurs dams(M,)°2. Soit rqiS*(ta) ®
H* (M 2)P35— H* (M 4)P2° définie parg (P) = =3 [, 33(X)P(X)Wj{dx). L'application Re§ : H%(M) —
H3 1, (M4) est définie par le diagramme commutatif suivant

M (M) K S%(t) @ H* (M 4)baS
Res, 4 (7)
Hi 1, (Ma) S H*(Mp)P3S.

3. Quelques propriétés de I'applicationt — | (M, n, &)

Nous revenons au contexte d’'uaetion hamiltonienne d’un toré sur une variété symplectiqu@/, 2). On
garde les mémes notations et hypotheses que dans l'introduction. On fixe un produit scakdicusurduit une
identificationt* ~ t. On fixe surM une structure riemannienginvariante, noté¢—, —),,.

3.1. Caractérisation d&M, n, &)

SoitH le champ de vecteurs hamiltonien de la foncti‘éﬂ@ |I2. Alors, pour tout € t*, le champ de vecteurs
hamiltonien de la fonction‘2—1||q> — &2 estH — £y. Considérons la 1-formg-invarianters = (H — &y, —),, €t
l'application®;, : M — t* associée (voir Section 2). Idi;él(O) coincide avec le sous-ensemblé @ — £]|%) C
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M des points critiques de la fonctidi® — £||2, et d’autre parin € Cr(||® — &||?) si et seulement i@ (m) — &) i
s’annule enn. Considérons la classe de cohomologie

P: € H;io(M) (8)

définie par &(5 oul/ est un voisinage ouveft-invariant relativement compact de~1(¢) tel quel/ N Cr(||® —

15 =o71®).

On rappelle maintenant le calcul de Brsqueg est une valeur réguliere de [6,7]. Soitw: € H> (M) @ tla
courbure dur-fibré principal® (&) — Me. Pour toute fonctiony € C*°(t), on désigne pay (wg) € H*(Me)
la valeur de 'opérateur différentiePd7x/0 contre la fonctionys. C'est la classe caractéristique associég.a
D’aprés [7, Proposition 3.11], la fonction généraligeeP: n est supportée en 0 pour toye H}.(M) et

—2im)dmTyol(T, dX .
/ / P (X)) dx = AT VOITLAX) - [ (e )
t M

ISt |
M
Pour une fonction généraliséec C~°°(t) supportée en 0, on défiréa multiplicité par rapport a la masse de
Dirac en0 comme la quantitﬁg(X)% € C. Commey (we) = 1 siy =1, on obtient

Lemme 3.1. Pour toute valeur régulier¢ de @, l'intégrale 1(M, n, &) est égale a la multipliciteé par rapport a la
masse de Dirac e@ de la fonction généralisée-2iz)~9M" [ Pey.

On ramene ainsi I'étude de I'applicatign— | (M, n, £) a celle de I'applicatio§ — Ps.
3.2. Deux propriétés de I'applicaticn— P

Fixonsé& e t* et considérons I'applicatioff = @ — &. Pouré’ € t* on a(@ks,, fl=MHM-§&, H-En),), =
IH — & 112+ (€ — &) H — Em),, CE QUi donne®;,, f) > IH — Emll(IIH —émll — 115 — g wml) (x). Soitd
un voisinage ouvert, relativement compacfeinvariant de® ~1(¢) tel queld N Cr(||@ — &%) = & ~1(¢) : alors
P: = F’Z{S dans’)—(;io(M). Suralf (une partie compacte de), le champ de vecteuf§ — £, ne s’annulant pas, on
a des encadrements de la foriité — &y7|| > c1 > O et]lay | < c2llall, Va € t. Finalement, ave¢x) on obtient sur
U la minoration(®;,,, f) > c1(c1 — c2ll§ —&')), etdonc(®;,,,, f) > c3 > 0, pourg” suffisamment proche de
Le Lemme 2.1 montre alors qégest adapté ag et que

plfs/ = szs =P dansH; % (M) pourg’ suffisamment proche de (10)

Considérons tout d’abord le cas &@st une valeur réguliére de. Alorsi/ C M peut étre pris dans I'ouvert des
points réguliers de. Ainsi pouré’ suffisamment proche dg U N Cr(||® — £'||?) = @ ~1(&') et dUd N Cr(||® —
£'1%) =9, ce qui entraine P = Fffg/ dansH;%°(M). On a démontré le

Lemme 3.2. Soit¢ une valeur réguliere de. Pour£’ suffisamment proche deon aP:r = P dansH;ff(M).

En utilisant les Lemmes 3.1 et 3.2, on constate q&& b, £&') = (M, n, &) si &’ et& appartiennent a la méme
composante connexe de valeurs réguliere® de

Considérons maintenant le cas®€& A est une valeur réguliere d2,. Ici A est un hyperplan séparant deux
ouverts connexes de valeurs régulieresidest (M, T/Ta, @ 4) est la sous-variété hamiltonienne définie dans
l'introduction. On choisit le voisinage ouvelt de @ ~1(¢) de telle maniére que tout € I/ a un stabilisateur
t soit égal a4, soit réduit a{0}. On a alord/ N Cr(||® — &'[|?) = @ ~(&') U @1 (¢),) pourg’ suffisamment
proche de, ou &), désigne le projeté orthogonal gésur A (voir la décomposition de Ck® — £'||%) obtenue
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dans [6, Proposition 6.8]). Soieat deux valeurs réguliéres d& qui sont séparées pav, choisies suffisamment
proches dé , et telles que leurs projetés orthogonauxawsont tous deux égauxiae A. Commeld N Cr(||® —
£5)2) = 071 U B 11 (%), la propriété d’additivitévue & la Section 2 donngR =Pe+ + P}, otV estun

ouvert adapteé a.+ tel queV N Cr(||® — %) = qbgl(g). Comme les formesﬁfé’i sont égales as(voir (10)),
on obtient R+ — P;- = P}’Ei — P}’ﬁ dansH;.% (M).

Rappelons I'expression dé{P obtenue en [6]. Sur |1&/ Tx-variété hamiltoniennéM s, @ 4), I'éléments € A
permet de définir la classe'Re H777,.(Ma). D'apres [6, Section 6.4], on aﬁa = (iA)*(PSAEuEl(NA)), ou les
inverses EUl(N4) € C~®(ta, H* (M )P sont définis & la Section 2 : le produit d§ B H;/o;M(MA) avec
Eulz'(N,) détermine une cIass@Eul;l(NA) € M7 (My). Enutilisant la class&), = Eul"*(N ) —Eul; ' (N »)
définie en (6) on obtient la formule de saut suivante

Proposition 3.3. P+ — P;— = (ia)« (PAS ) dansH; % (M).

Considérons leT/Tx-fibré principaln:qbgl(g) — Ms et la restrictioné’ |¢_1(§)
C™%(tpa, H*(M )P : on a s’ Ao Sl = n*(ag) ou Sg € C‘Oo(tA,H*(M?)) est supportée en 0. Pour tout
n € H}(M), la Proposition 3.3 donne aprés intégration

de la classes9 €

/ [ e = PoycOmEOv O A = 25 o 5[ Kirameon o an, (11)
ta MA

avecca = (—2im)™T=Ivol(T/Ta, dX2) et dX = dX1dX>. Ici Kir £ 1 HP (M) — HP (M) est le composé

du morphisme de restrictiol7° (M) — H‘;O(qbgl(g)) avec l'isomorphisme de Chern—Wéﬁ‘;"(dﬁZl(g)) AN
H‘;j(/\/lﬂ) L’'élément 8? détermine I'application Rgs™j, (M) — H*(M{) en posant R§$77) =
—2m ]tA 8¢ (Xl)n(Xl)m En prenanty = 1 dans (11) on obtient(M, n,£%) — (M, n,£7) = @ X
MEA Reg o Kir A(n) Pour s'assurer que cette formule de saut correspond a (4) il suffit de vérifier que

Re§ oKir 2 £F= Kir 41, o Re$, ouKir y, ¢ estle morphisme de Kirwan subf 5, T/ T4, P 4) et Re§, est I'appli-
cation résidu définie par (7).
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