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Résumé

Nous construisons un estimateur pour I'évolution d’un totaldaux occasions différentes en présence d’information auxi-
liaire. Un modéle de superpopulation est introduit afin d’expliquer la relation entre les variables d'intérét et les variables
auxiliaires. Les fonctions de régression sont estimées a I'aide de splines de régression et par la technique de Horvitz—Thompsot
Finalement, on construit un estimateur pour I'évolution qui est asymptotiquement sans biais et convergent et on donne une for-
mule pour la variance sous le plan de sond&ger citer cet article: C. Goga, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Finite population total evolution estimation using auxiliary information: a regression spline approach. We build an
estimator for the evolution of a finite population total betwéen periods of time when auxilig information is available.
A superpopulation model is introduced inder to explain the relatiohgp between the study and the auxiliary variables.
The regression functions are estimated by regression splines and Horvitz—Thompson technique. Finally, an estimator for the
evolution is derived and proved to be asymptotically unbiased and consistent and we compute a design-based variance formule
To citethisarticle: C. Goga, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Le probléme de I'estimation d’'une combinaison linéaire de totaux quand l'information provient de plusieurs
échantillons apparait dans beaucoup de situations pratiques. L'exemple le plus naturel est celui ou deux échar
tillons correspondent & des sondages effectués a destmstififiérents du temps. C'est un fait bien connu que
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le bon usage de l'information auxiliaire améliore la psimn des estimateurs dans les enquétes. Il existe dans
la littérature plusieurs approches pour utiliser l'infotroa auxiliaire dans la phaseabtimation : les approches
‘model-assisted’ [6] et ‘predictive’ [5] en introduisun modéle de superpopulatiou bien encore I'approche
‘calage’ [2].

On va se placer dans la suite dans le cadre de I'approche ‘nasdisted’ ol la relation entre la variable d'intérét
yi et la variable auxiliaire; est de la forme

vk = f(xx) + &k, 1)

la fonction de régressioyi étant inconnue. On propose d’étendre I'approche par splines de régression introduite
par [4] au cas de I'estimation de I'évolution d’un total sur deux périodes différentes de temps. L'estimateur ainsi
construit est asymptotiguement sans biais et convergent. Une formule de type Horvitz—Thompson pour la variance
sous le plan de sondage est obtenue.

2. Lemodee

On considére une population finié={1,...,k, ..., N} et on s’'intéresse a I'estimation de I'évolution du total
d'une variable d'intéré) mesurée a deux instants différeffiset 7. On note pour celd’; la variable mesurée
alinstantTy et )» a l'instant7, avecy, la valeur de); pour lek-éme individu et = 1, 2. Nous cherchons a
estimer

AY=Y1-Y2=) yia— Y iz
U U

On suppose connues les valeurs d’unealad auxiliaire unidimensionnell&@® pour toutes les uniték dans
U et pour les deux instants; on note ces valei,ﬁ% pourk € {1,..., N}. Un échantillon bidimensionnel, noté
s= (s1, 52), de taille fixens est sélectionné darf$ x U selon un plan de sondage bidimensionnel quelconque
p(S) [4]. Les échantillonss ets> ne sont pas nécessairement indépendants. La variable d’iptéeét observée
pour chaque unité de I'échantillons;. Relativement au plan bidimensionngls), nous avons lesrpbabilités
d’inclusion bidimensionnelles de premier degré notégs- Pr(k € s) pourk € U ets un des échantillons;, =
51N s2, 14 = 51 \ 512 0U 52, = 52 \ 512 et de deuxiéme degré notée§” = Pr(i € s,k € r) pour tousi, k € U et
5, T € {514, 512, s2+}. NOUs supposons dans la suite gtfe> O pour tousk € U et nl:‘k’f > 0 pourtous #keU.
Pour chaque individia dans la population, on nof¢ = 1<) la variable indicatrice d’appartenance a I'échantillon
s € {514, 512, 524} etng la taille des (pour plus de détails voir [4]). Pour alléger les notations, seuls les indices
1x, 12, 2« seront utilisés. L'espérance et la variance par rapport auzpkeront notée& , etV,,.

On suppose que la population firlie peut étre vue comme un éattillon dans uneuperpopulation infinié
dans laquelle la relation entre les variabygset x;, est donnée par un modeéle de type (1)/80 est une fonction
inconnue et les erreursét), k € U sont des variables aléatoires indépendantes, d’espérance nulle et de variance
V(Xgr) = v,ﬁ’). En revanch&,ﬁl) et e,ﬁz) ne sont pas obligatoirement indépendantes. On suppose que &g, 1]
pourke U etr=1,2.

3. L’estimateur B-splineset |’estimateur pour I’ évolution

On construit des estimateurs pofi¥) par splines de régression. Alors, paut 1, 2 définissons I'espace des
fonctions splines d'ordre:® (m® > 2) aveck  noeuds intérieurs équidistants=0}’ < & < ... < 51(;20 <

t
gé?,)ﬂ = 1. On note
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Sk mo ={u € c™”2[0,1]: u(x) est un polynéme de degné’) — 1 sur(s(’) 51( D}

L’espaceS‘K<,> 0 est un espace de dimensig? = K +m® dont une base est constituée des fonctions B-spli-
nes(B”)( ))q _, [3]. On estimef® par I estlmateur des moindres carré¥) (x) e Sk o pourt =1,2. Pour

f(’)(xk,) = fk( ' keUeth = (B (xt), .. q(,) ) (xx)), l'estimateur par B-splines dg”’ s'écrit pour chaque
Xkt keU:

O =p08", keu,
~ 2
(t) (Zb(t)bl(t)> (Z b(t)ykz) (2)
U

en supposant que la matriye,, 5b'® est inversible.

Pour estimer un totaf sur un seul échantillon [1] considérent I'estimateurgp la différence généralisdir =
2s ykn_kfk + >y fx avec fi donné par (1) et obtenu par la dﬂ‘férence entre I'estimateur de Horvitz—Thompson
YHT =) ;—’; et son biais par rapport au modéle. En particuli@gr; est p-sans biais ef-sans biais. Commg;
est inconnu, il est remplacé pdr estimé & I'aide du modéle (1) par splines de régression dans notre situation.
Malheureusement, lef donnés par (2) sont toujours inconnus, ils dépehdes valeurs de la variable d’intérét

dans toute la population. Par conséquent, ils sont estimé&phes estimateurs de Horvitz—Thompsonfiesurs.
Pour estimer la variation Y quand l'information provient de deux échantillanset so, [4] construit I'estimateur
composite pouw et 8 deux constantes entre O et 1,

y Ykl )’k2
51 512 Tk 524 512

ce qui nous donne facileme@diﬁ par soustraction du biais d&Y 1 par rapport au modéle. Ensuite, |¢§>
sont remplacés quk”) et on obtient

AY“'Z‘QJ—O‘ereg"i'(1 O‘) 1reg :3 2reg (1- :3) 2reg7 3)

o0 7§ og= s Yz fk + Y, £ avec /) donné par (2) et € {s1., s12). On construit de la méme maniére
?ireg avec /2 ets € {s12, s.}. L'évolution est finalement ¢isnée en remplacant dans (3) Ig¢’ par /" =

b8 =Y, b(t)b’(’))/n‘) L, 8 yi) /7)) pours € {siy, 512} Si t =1 ets € {sp, 512} Sit=2.0n

obtient poury;, = " %= fk +>y f”) * et notre estimateur de I'évolution

AYr=aV¥ + (1—a)Yi2 - BYZ — (1- B)Y32 (4)

4, Résultats

Nous présentons dans cette section les propriétés asymptotiques de I'estimateur. Pour cela nous devons suppo:
gue les tailles de la populatidn et des échantillons, s2 deviennent de plus en plus grandes [4].

Cl limyoo 5 =75 € (0, 1) pours € {s1., 512, 52}
C2 Lafonctionf" estm” fois continlement dérivable s{0, 1].
C3 & Y ey ¥2 < oo avec probabilité 1 [6].
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C4 miney mry > A >0, min; xey 77, = Ax > 0, My — sorts MaX «rey |73, — 7]} | < 00 pOUrs € {514, 512, 524}
C5 Il existe une fonction de répartitio”) (x) admettant une densité strictement positive [§ud] telle que

SUR, c{0,1] |Q§f,)(x) — 0D )| =o0(1/KD) ou Qj\’,) (x) est la distribution empirique dey,)._, pours =1, 2.

Lemme 4.1. Sous les conditions C1, C3et C4, I’ estimateur AY 7 est asymptotiquement sans biais et convergent
vers AY.

Lemme 4.2. Sousles conditionsC1, C3, C4et C5, I’ estimateur Z\Yreg est asymptotiquement sans biais et conver-
gentvers AY.

Proposition 4.3. SOit 711 i, = MiN(114, 112) € 12, min = MiN(124, n12). Sous les conditions C1-C5et pour K ) =

O(N), K® < /Mt,min

1, — —_— K@ K@
—(AYy — AYHT)=0 +0
N( i ) p( nl,min) b 12 min

et par conséquent, AY, est asymptotiquement sans biais et convergent vers AY .

1/3

Proposition 4.4. Sous|es conditions C1-C5et pour K = o(n, "),

1, — — 1 1

—(AY,; — AY =0, —— | +o0 (7)

N( " reg) p(«/”l,min) b A/12,min

Alors, la variance de AY , sous le plan de sondage p est asymptotiquement équivalente & la variance de AY reg,
cestadirepour ¢ = (¢E'D, —BE'®, (1—a)E'D — (1— B)E'?®) ot E sont les vecteurs des résidus dansla

population, de composantes E,Et) = Ykt — fk(t), ona

AYH_AY 2 1 AS,T 5, TE(S14,512,52+)

E ~ / kl

%) “n c
Tk / kleU
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