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Résumé

On examine un probléme de contrélabilitégro pour I'équation de la chaleur avesd®ntraintes linéaires (en nombre fini)
sur le contréle. L'outil essentiel pour i@sdre les problemes d’existence et de cogeace est une inélii@ d'observabilité de
type Carleman qui, ici, estdaptée aux contrainte®©n applique ensuite les résultats obtenus a la théorie des sentinelles de
Lions. Pour citer cet article: O. Nakoulima, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Null-controllability with constraints on the control. We study a problem of null-controllability for the parabolic heat
equation with linear constraints on the control. The main tool used to solve the problem of existence and convergence is an
observability inequality of Carleman type, which is ‘adapted’ to the constraints. We then apply the obtained results to the
sentinels theory of Lionslo citethisarticle: O. Nakoulima, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abridged English version

Let n € N* and 2 be a bounded open subsetRit with boundaryl™ of classC? and letT > 0. Letw be an
open and non empty subset@f We then denote b@ = 2 x (0,T7), ¥ =T x (0, T), and consider the parabolic
evolution equation:

dq
ot
whereA is a differential operator defined by

n
0 0
A=_— |, .
Z 0x; (al’J 8)Cj>

i=1,j=1

+Ag4+aog=h+vx, INQ, ¢g=0 onX, ¢(T)=0 ing, (1)
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with the coefficientsy; ;, ag satisfying:

n

aij€CXQ), aeLl™(Q), aij=aji, Y ai &k >aolél* withao>0, (2)
i=1,j=1

h € L%(Q), and where,, denotes the characteristic functionafThen, for allv € L2(w x (0, T')) the problem (1)
admits a unique solutiog which satisfieg; € C([0, T'1; L?(£2)) N L2(0, T; Ho(2)).
Let nowX be a real vector subspacebf(w x (0, T)). We assume that

KC is of finite dimension. 3)
Denote byK 't the orthogonal ofC in L?(w x (0, T)), and consider the following problem: look for a control
functionv € L%(w x (0, T)) such that

ve Kkt (4)
and that ifg = g (x, t; v) is the unique solution of (1), then

g(0)=0 ing (5)
with v of minimal norm inL2(w x (0, T)), i.e.

”U”Lz(wx(O,T)) = minimum (6)

This is called a problem of null-controllability with the constraints on the control
Remark 1. The problem (1) is a backward problem, and appears under this form in the Lions’ sentinels theory.

For the problem (1) and (4)—(6), we consider the following two questions. The first question is to look for an
optimal control, and the second one is to characterize the optimal control by an optimality system. This is well
known in the cas& = {0} (i.e. case without constraints), by the study of several authors using different methods.
A first method is used by Russel [7], and a second one is due to Lebeau and Robbiano [2]. A third approach is usec
by Fursikov and Imanuvilov [1]. We can refer also to Puel [5,6], who revisits these questions in order to clarify the
presentation.

In this Note, the two questions are considered in the generalicgs¢0}. We use the variational method to
establish the existence of optimal control and the method of penalisation to characterize it.

The following assumption will be needed throughout the Note

there are not non null elemerits /C such that

9k _ 7
k € L%(0, T; H(w))with PP + Ak +agk=0 inwx (0, T). 0

Then, we introduce a weight functiehwhich will be precisely defined in the following Lemma 1.2, but which —
for instance — is such that

hel?($2x(0,T)) and 6heL?(2 x (0,T)). (8)
We can now formulate our main result:
Theorem 0.1.Under the previous hypothegi8), (3) and (7), (8), and for any open subset of £2, andT > 0,

there exists a unique control solution of the problen(l) and (4), (5), of minimal norm inL2(2 x (0, 7)), i.e.
such that(6) holds.
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The main tool to prove Theorem 0.1 is an ‘adapted’ observability inequality to constraints. More precisely, let
L=2+A+aol,

V={peC>®Q), p=0o0nx}, ©)

and P = the orthogonal projection operator frabf(w x (0, T)) into K.
We endow the space with the bilinear formag p (-, -) defined by:

T T
a6.p(p, ) = / / LpLpdrdi + / / (p— Pp)(5 — Pp)drdr. (10)
0 0w

Then, thanks to (7) and the following Lemri&, this bilinear form is a scalar product &n

Let Vy_ p be the Hilbert space, completedWffor the scalar produety p(p, o) and the associated norm.

We give now the characterization of the optimal control by the optimality system. More precisely, the set of
functionsv such that (1), (4)—(6) hold (admissible controls), is not empty and it is immediately seen that it is a
closed convex set df2(w x (0, T)). Therefore, there exits a uniqdeof minimal norm inL?(w x (0, T)). Now,
let g the unique associated solution such that (1), (4)—(6) hold.

Theorem 0.2.Under the assumptions of Theordéni, the couple(v, g) is the optimal solution of problerfl),
(4)—(6)if only if there exists one functigh such that(v, g, o) is the solution of the optimal systdit6)—(18)

1. Introduction

On étudie dans cette Note I'existence et la caractérisation d’'un contr6le optimal pour le probleme (1), (4)—(6)
qui est un probléme de contrélabilité a zéro avec contraintes linéaires sur le contrdle. Le résultat principal est le
suivant :
Théoréme 1.1.0n suppos€?2), (3), (7)et(8). Alors pour tout ouvert non vide de 2 et pour toutT” > 0, il existe
un contrélev solution du problemél), (4), (5) De plus, il existe un unique contrélede norme minimale dans
L2(£22 x (0, T)), i.e. tel que(6) ait lieu.

La démonstration du Théoreme 1.1 passe par plusieurs étapes qui utilisent essentiellement le lemme suivant.

Lemme 1.2.0n supposé€2), alors il existe une fonction « poidghvérifiantd > 0, 6 de class&? sur Q, % bornée
sur Q et il existe une constante > 0 tel que

T T T

1
//ﬁlplzdxdtSC(//ILpIdedt—i—// |,0—P,0|2dxdt> Vpe. (11)
0 02 0w

La démonstration du lemme repose sur trois arguments : L'inégalité d’observabilité classique suivante :

T T T

1
//ﬁlplzdxdtSC(//ILpIzdxdt—i—// |p|2dxdt> VpeV,
0 02 0w

la compacité de I'opérateur assurée ici par la dimension finie deet enfin la continuité de. On trouvera le
détail de la démonstration dans [4].

Remarque 1.La relation (11) est encore vraie en incorporant dans les deux termes de droite les/péids 1
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Quant & la démonstration du Théoréme 1.1, voicigues indications. Le second membre de (11) induit sur
I'espaceV défini en (9) le produit scalaire (10) qui permet de construire I'espace de Hilpertcomplété dev

pour la norme associée a (10). Dans ce cadre, la forme Iinpfa#eforfg hp dx dr est continue su¥y p et ce,
grace a (11) et a I'nyphothése (8) surPar suite, le théoréme de Lax-Milgram assure I'existence d’'un unigue
dansVj, p solution du probléme variationnel :

T
ae,P(Pe,P)Z//thXdl Vo e Vyp.
08

On posevy = —(pg — Pooxw) X €tge = Loy . Alors le couple(vg, g») est une solution du probléme de contrbla-
bilité a zéro (1), (4), (5). Ce qui établit la premiere partie du Théoréeme 1.1.

On peut donc parler de I'ensemble des contrélemlutions du probléme de controlabilité (1), (4), (5). Cet
ensemble est non vide. Il est convexe et fermé d&i8, T, L2(w)). Par conséquent, il existe un unique controle
optimal & de norme minimale dans?(0, T, L?(w)). Ce qui etablit la deuxiéme partie du Théoréme 1.1; et donc
acheve sa démonstration.

On caractérise maintant le contrdle optimad du Théoréme 1.1. Sadt I'unique élément associéatel que
le couple(v, g) vérifie (1), (4), (6). On caractérigd, §) par un systeme d’optimalité a I'aide de la méthode de
pénalisation. Plus précisément, peus 0 on introduit la fonction pénaliség définie par :

1 1] a 2
Je(v7 ‘I) = E ”v”iz(a)X(O,T)) + = H _8_?

+Ag+aoqg —h —vxe
2¢

LZ(QX(O,T))’
ou les couplesv, z) sont tels que
ad

vekt, —a—‘t] +Ag+aog e L2(2 x (0.T)), q=0 surs, q(I)=0, q©0) =0 dans2. (12)
Le probléme de contrble optimal

inf{Je (v, q@) | (v, q)Vvérifie (12)} (13)
admet une solution uniguee, g.) que I'on caractérise par un systéme d’optimalité.
Proposition 1.3.0n se place sous les hypothéses du Théotemée couple(ve, g¢) est la solution optimale du

probleme(13) si et seulement s'il existe une fonctipn telle que le triplet(ve, ge, pe) Soit solution du systéme
d’optimalité

9
_% + Age +aoge =h + ve o +€pe dansQ, q.=0 surX, ¢g.(T)=0 danss2, (14)

ad
ge(0)=0 dansg, g + Ape +agpe =0 dansQ, pe=0 surX, ve=(pe— PpPexw)Xw- (15)

Remarque 2.0n n’a par contre aucune information sii0) et o (T') ; on n’en obtient pas moins la convergence
du triplet (ve, ge, pe) quande — 0 vers un triple{v, g, p) caractéristique de la solution optimale du probleme (1),

(4)-(6).
Plus précisément, on a
Théoreme 1.4.0n se place sous les hypothéses du Théorkthd e couple(?, ¢) est la solution optimale du

probleme(1), (4)—(6)si et seulement s'il existe une fonctiprtel que le triplet(v, g, ) soit solution du systéme
d’optimalité
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bekt, §eC(0,T1, LA@)NLA(0,T; Hy(R)), /€ Var, (16)

o5

—8—?+Aé+aoé=h+ﬁxw dansQ, ¢=0 surX¥, ¢g(T)=0 dans; a7
as

4(0)=0 dans: a—’;+Aﬁ+aOﬁ=o dansQ, $=0 SUrS: o=(p—Ppye)re. (18)

On trouvera la aussi le détail des calculs dans [4].

2. Applications aux sentinelles

On considére dans une premiére étape une équation d’'état qui, ici, est donnée par le systeme d’évolution pare
bolique suivant :
dy
ar
ol f:R — R est de class€?, et ol les données en (19) sont incomplétes au sens suivant : les forgchiods
y9 sont connues aveg dansL2(Q) et y° dansL2($2). Par contre, les termég et r3° ne sont pas connus. On
suppose que

1€l 200y <L 13°,2¢0) <1 et AeR, TeR sontassez petits.

+Ay+ f(y)=&+rE dansQ, y=0 sur®, y0)=)y°+73° danse, (19)

On fait alors I'hypothése qu'il existe une solution unigue= y(x,; 1, 7) = y(A, 1) € L%(0, T, H&(Q)) N
L®(0, T, L3(£2)).

On donne ensuite dans une deuxiéme étape une obseryagigae y sur un ouvert non vide® de £2, soit :
Yobs = Mo + Zf\’zlﬂimi ou les fonctionsng, m1, ..., my sont connues dans2(0 x (0, T)), mais les coeffi-
cients réels3; ne sont pas connus. On suppose queslesont « petits » et que les fonctioms sont linéairement
indépendantes.

On considére enfin dans une troisieme étape une fonctionfiélleéterminer a partir d’'une fonctidry de
L?(0 x (0, T)) et d’un ouvert non vide» tel quew C O C 2. Plus précisément, pour une fonction contréle
w e L%(w x (0, T)), on pose

T T
S(k,r)=//hoy(x,t;k,r)dxdt—i—//wy(x,t;A,r)dxdt. (20)
00 0w

Définition 2.1. On dit ques est la sentinelle discriminante définie gat » et O s'il existe un contrblew tel que
le couple(w, S) vérifie les trois conditions suivantes :

T T
//homidxdt—f-//wmidxdtzo, 1<i<N, 1)
00 0w
g(o, 0)=0 V5° 22)
lwll 1 2(x 0,7 = MiNiMum (23)

Remarque 3.Le casw = O correspond a la notion originelle de sentinelles telle que introduite par Lions dans [3]
pour une observation et un contrdle de supports dans un méme auxeft. On propose donc dans la définition
précédente une généralisation de liatode sentinelles au cas d’une observation et d’un contréle de supports dans
deux ouverts distincts # O.

L'existence d'un contrblev, et donc d’'une sentinell§, est en fait équivalente a un probléme de contrblabilité a
zéro avec contraintes sur le contréle. Pour le voir, on transforme les conditions (21) et (22). Pour la condition (21),
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on consideére le sous espace vectorieLdé» x (0, T')) engendré par les fonctions x.,. SoitK cet espace, alors
il existeko unique dan<C tel que

T T
//homidxdt—i—//komidxdtzo, 1<i<N.
00 0w

Si donc, on notéC le supplémentaire orthogonal iedansL?(w x (0, T)), alors la condition (21) est équivalente
aw — ko = v € K. On transforme ensuite la condition (22) en revenant d’une part a la définitiéﬁ(ﬂeO) et
en introduisant d’autre part un état adjojnt On montre alors que la recherche d’'un contrdleel que le couple
(w, S) vérifie (21)—(23) est équivalente a la recherche d’'un contwdlel que le couplgw, g) soit solution du
systéeme suivant :

0
vE ’CJ‘, _8_6: + Ag + f/(yO)‘] =hoxo + koxe +vxe. dansQ, (24)
g=0 sur¥, ¢q(T)=0 dans?, g0 =0 dans2, |[vll.2(mx(0,1) = Minimum

ol f'(yp) désigne la dérivée dg au pointyg et olyp est la solution du probléme

9
% Y Avo+ fyo)=& dansQ, yo=0 surZ, yo(0)=y° danse.

On reconnait alors dans le probleme (24) le probléme (1), (4)—(6)avect’ (yo) eth = hoxo + koxw-

3. Orientation

On trouvera dans [4] une étude détaillée de la notion deredie, en particulier des conditions suffisantes sur
ho etkp pour assurer I'existence d’une sentinelle. On trouvera aussi dans [4] d’autres exemples de sentinelles dan:
le casw C 0. lls conduisent a de nouveaux problémes de cdatbifité avec contraintes sur le contréle.
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