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Résumé

On examine un problème de contrôlabilité àzéro pour l’équation de la chaleur avec des contraintes linéaires (en nombre fin
sur le contrôle. L’outil essentiel pour résoudre les problèmes d’existence et de convergence est une inégalité d’observabilité de
type Carleman qui, ici, estadaptée aux contraintes. On applique ensuite les résultats obtenus à la théorie des sentine
Lions.Pour citer cet article : O. Nakoulima, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Null-controllability with constraints on the control. We study a problem of null-controllability for the parabolic he
equation with linear constraints on the control. The main tool used to solve the problem of existence and converge
observability inequality of Carleman type, which is ‘adapted’ to the constraints. We then apply the obtained result
sentinels theory of Lions.To cite this article: O. Nakoulima, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let n ∈ N∗ andΩ be a bounded open subset ofRn with boundaryΓ of classC2 and letT > 0. Let ω be an
open and non empty subset ofΩ . We then denote byQ = Ω × (0, T ), Σ = Γ × (0, T ), and consider the parabol
evolution equation:

−∂q

∂t
+ Aq + a0q = h + vχω in Q, q = 0 onΣ, q(T ) = 0 in Ω, (1)

whereA is a differential operator defined by

A = −
n∑

i=1,j=1

∂

∂xi

(
ai,j

∂

∂xj

)
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with the coefficientsai,j , a0 satisfying:

ai,j ∈ C2(�Q), a0 ∈ L∞(Q), ai,j = aj,i ,

n∑
i=1,j=1

ai,j ξj ξi � α0|ξ |2 with α0 > 0, (2)

h ∈ L2(Q), and whereχω denotes the characteristic function ofω. Then, for allv ∈ L2(ω× (0, T )) the problem (1)
admits a unique solutionq which satisfiesq ∈ C([0, T ]; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H0(Ω)).

Let nowK be a real vector subspace ofL2(ω × (0, T )). We assume that

K is of finite dimension. (3)

Denote byK⊥ the orthogonal ofK in L2(ω × (0, T )), and consider the following problem: look for a cont
functionv ∈ L2(ω × (0, T )) such that

v ∈K⊥ (4)

and that ifq = q(x, t; v) is the unique solution of (1), then

q(0) = 0 in Ω (5)

with v of minimal norm inL2(ω × (0, T )), i.e.

‖v‖L2(ω×(0,T )) = minimum. (6)

This is called a problem of null-controllability with the constraints on the controlv.

Remark 1. The problem (1) is a backward problem, and appears under this form in the Lions’ sentinels the

For the problem (1) and (4)–(6), we consider the following two questions. The first question is to look
optimal control, and the second one is to characterize the optimal control by an optimality system. This
known in the caseK = {0} (i.e. case without constraints), by the study of several authors using different me
A first method is used by Russel [7], and a second one is due to Lebeau and Robbiano [2]. A third approac
by Fursikov and Imanuvilov [1]. We can refer also to Puel [5,6], who revisits these questions in order to cla
presentation.

In this Note, the two questions are considered in the general caseK �= {0}. We use the variational method
establish the existence of optimal control and the method of penalisation to characterize it.

The following assumption will be needed throughout the Note


there are not non null elementsk ∈ K such that

k ∈ L2(0, T ; H 1(ω))with
∂k

∂t
+ Ak + a0k = 0 in ω × (0, T ).

(7)

Then, we introduce a weight functionθ which will be precisely defined in the following Lemma 1.2, but which
for instance – is such that

h ∈ L2(Ω × (0, T )
)

and θh ∈ L2(Ω × (0, T )
)
. (8)

We can now formulate our main result:

Theorem 0.1.Under the previous hypothesis(2), (3) and (7), (8), and for any open subsetω of Ω , andT > 0,
there exists a unique controlv solution of the problem(1) and (4), (5), of minimal norm inL2(Ω × (0, T )), i.e.
such that(6) holds.
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The main tool to prove Theorem 0.1 is an ‘adapted’ observability inequality to constraints. More precis
L = ∂

∂t
+ A + a0I,

V = {
ρ ∈ C∞(�Q), ρ = 0 onΣ

}
, (9)

andP = the orthogonal projection operator fromL2(ω × (0, T )) intoK.

We endow the spaceV with the bilinear formaθ,P (·, ·) defined by:

aθ,P (ρ, ρ̂) =
T∫

0

∫
Ω

LρLρ̂ dx dt +
T∫

0

∫
ω

(ρ − Pρ)(ρ̂ − P ρ̂)dx dt . (10)

Then, thanks to (7) and the following Lemma1.2, this bilinear form is a scalar product onV .
Let Vθ,P be the Hilbert space, completed ofV for the scalar productaθ,P (ρ, ρ̂) and the associated norm.
We give now the characterization of the optimal control by the optimality system. More precisely, the

functionsv such that (1), (4)–(6) hold (admissible controls), is not empty and it is immediately seen that
closed convex set ofL2(ω × (0, T )). Therefore, there exits a uniquev̂ of minimal norm inL2(ω × (0, T )). Now,
let q̂ the unique associated solution such that (1), (4)–(6) hold.

Theorem 0.2.Under the assumptions of Theorem0.1, the couple(v̂, q̂) is the optimal solution of problem(1),
(4)–(6)if only if there exists one function̂ρ such that(v̂, q̂, ρ̂) is the solution of the optimal system(16)–(18).

1. Introduction

On étudie dans cette Note l’existence et la caractérisation d’un contrôle optimal pour le problème (1),
qui est un problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes linéaires sur le contrôle. Le résultat princip
suivant :

Théorème 1.1.On suppose(2), (3), (7)et (8). Alors pour tout ouvert non videω deΩ et pour toutT > 0, il existe
un contrôlev solution du problème(1), (4), (5). De plus, il existe un unique contrôlêv de norme minimale dan
L2(Ω × (0, T )), i.e. tel que(6) ait lieu.

La démonstration du Théorème 1.1 passe par plusieurs étapes qui utilisent essentiellement le lemme s

Lemme 1.2.On suppose(2),alors il existe une fonction « poids »θ vérifiantθ > 0, θ de classeC2 surQ, 1
θ

bornée
surQ et il existe une constanteC > 0 tel que

T∫
0

∫
Ω

1

θ2
|ρ|2 dx dt � C

( T∫
0

∫
Ω

|Lρ|2 dx dt +
T∫

0

∫
ω

|ρ − Pρ|2 dx dt

)
∀ρ ∈ V . (11)

La démonstration du lemme repose sur trois arguments : L’inégalité d’observabilité classique suivante

T∫
0

∫
Ω

1

θ2 |ρ|2 dx dt � C

( T∫
0

∫
Ω

|Lρ|2 dx dt +
T∫

0

∫
ω

|ρ|2 dx dt

)
∀ρ ∈ V,

la compacité de l’opérateurP assurée ici par la dimension finie deK et enfin la continuité deP . On trouvera le
détail de la démonstration dans [4].

Remarque 1.La relation (11) est encore vraie en incorporant dans les deux termes de droite les poids 1/θ2.
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Quant à la démonstration du Théorème 1.1, voici quelques indications. Le second membre de (11) induit
l’espaceV défini en (9) le produit scalaire (10) qui permet de construire l’espace de HilbertVθ,P complété deV
pour la norme associée à (10). Dans ce cadre, la forme linéaireρ 
→ ∫ T

0

∫
Ω

hρ dx dt est continue surVθ,P et ce,
grâce à (11) et à l’hyphothèse (8) surh. Par suite, le théorème de Lax-Milgram assure l’existence d’un uniquρθ

dansVθ,P solution du problème variationnel :

aθ,P (ρθ , ρ) =
T∫

0

∫
Ω

hρ dx dt ∀ρ ∈ Vθ,P .

On posevθ = −(ρθ − Pρθχω)χω et qθ = Lρθ . Alors le couple(vθ , qθ) est une solution du problème de contrô
bilité à zéro (1), (4), (5). Ce qui établit la premiere partie du Théorème 1.1.

On peut donc parler de l’ensemble des contrôlesv solutions du problème de contrôlabilité (1), (4), (5). C
ensemble est non vide. Il est convexe et fermé dansL2(0, T ,L2(ω)). Par conséquent, il existe un unique contr
optimal v̂ de norme minimale dansL2(0, T ,L2(ω)). Ce qui etablit la deuxième partie du Théorème 1.1 ; et d
achève sa démonstration.

On caractérise maintenant le contrôle optimal̂v du Théorème 1.1. Soit̂q l’unique élément associé à̂v tel que
le couple(v̂, q̂) vérifie (1), (4), (6). On caractérise(v̂, q̂) par un système d’optimalité à l’aide de la méthode
pénalisation. Plus précisément, pourε > 0 on introduit la fonction pénaliséeJε définie par :

Jε(v, q) = 1

2
‖v‖2

L2(ω×(0,T ))
+ 1

2ε

∥∥∥∥−∂q

∂t
+ Aq + a0q − h − vχω

∥∥∥∥
2

L2(Ω×(0,T ))

,

où les couples(v, z) sont tels que

v ∈K⊥, −∂q

∂t
+ Aq + a0q ∈ L2(Ω × (0, T )

)
, q = 0 surΣ, q(T ) = 0, q(0) = 0 dansΩ. (12)

Le problème de contrôle optimal

inf
{
Jε(v, q) | (v, q)vérifie (12)

}
(13)

admet une solution unique(vε, qε) que l’on caractérise par un système d’optimalité.

Proposition 1.3.On se place sous les hypothèses du Théorème1.1. Le couple(vε, qε) est la solution optimale du
problème(13) si et seulement s’il existe une fonctionρε telle que le triplet(vε, qε, ρε) soit solution du systèm
d’optimalité

−∂qε

∂t
+ Aqε + a0qε = h + vεχω + ερε dansQ, qε = 0 surΣ, qε(T ) = 0 dansΩ, (14)

qε(0) = 0 dansΩ,
∂ρε

∂t
+ Aρε + a0ρε = 0 dansQ, ρε = 0 surΣ, vε = ( ρε − Pρεχω)χω. (15)

Remarque 2.On n’a par contre aucune information surρε(0) etρε(T ) ; on n’en obtient pas moins la convergen
du triplet(vε, qε, ρε) quandε → 0 vers un triplet(v̂, q̂, ρ̂) caractéristique de la solution optimale du problème
(4)–(6).

Plus précisément, on a

Théorème 1.4.On se place sous les hypothèses du Théorème1.1. Le couple(v̂, q̂) est la solution optimale du
problème(1), (4)–(6)si et seulement s’il existe une fonctionρ̂ tel que le triplet(v̂, q̂, ρ̂) soit solution du systèm
d’optimalité
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) ∩ L2(0, T ;H 1
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)
, ρ̂ ∈ Vθ,P , (16)

−∂q̂

∂t
+ Aq̂ + a0q̂ = h + v̂χω dansQ, q̂ = 0 surΣ, q̂(T ) = 0 dansΩ; (17)

q̂(0) = 0 dansΩ; ∂ρ̂

∂t
+ Aρ̂ + a0ρ̂ = 0 dansQ, ρ̂ = 0 surΣ; v̂ = (ρ̂ − P ρ̂χω)χω. (18)

On trouvera là aussi le détail des calculs dans [4].

2. Applications aux sentinelles

On considère dans une première étape une équation d’état qui, ici, est donnée par le système d’évolu
bolique suivant :

∂y

∂t
+ Ay + f (y) = ξ + λξ̂ dansQ, y = 0 surΣ, y(0) = y0 + τ ŷ0 dansΩ, (19)

où f : R → R est de classeC1, et où les données en (19) sont incomplètes au sens suivant : les fonctionsξ and
y0 sont connues avecξ dansL2(Q) et y0 dansL2(Ω). Par contre, les termesλξ̂ et τ ŷ0 ne sont pas connus. O
suppose que

‖ξ̂‖L2(Q) � 1, ‖ŷ0‖L2(Ω) � 1 et λ ∈ R, τ ∈ R sont assez petits.

On fait alors l’hypothèse qu’il existe une solution uniquey = y(x, t;λ, τ) = y(λ, τ ) ∈ L2(0, T ,H 1
0 (Ω)) ∩

L∞(0, T ,L2(Ω)).

On donne ensuite dans une deuxième étape une observationyobs de y sur un ouvert non videO deΩ , soit :
yobs = m0 + ∑N

i=1 βimi où les fonctionsm0,m1, . . . ,mN sont connues dansL2(O × (0, T )), mais les coeffi-
cients réelsβi ne sont pas connus. On suppose que lesβi sont « petits » et que les fonctionsmi sont linéairemen
indépendantes.

On considère enfin dans une troisième étape une fonctionnelleS à déterminer à partir d’une fonctionh0 de
L2(O × (0, T )) et d’un ouvert non videω tel queω ⊂ O ⊂ Ω . Plus précisément, pour une fonction contr
w ∈ L2(ω × (0, T )), on pose

S(λ, τ ) =
T∫

0

∫
O

h0y(x, t;λ, τ)dx dt +
T∫

0

∫
ω

wy(x, t;λ, τ)dx dt . (20)

Définition 2.1. On dit queS est la sentinelle discriminante définie parh0,ω et O s’il existe un contrôlew tel que
le couple(w,S) vérifie les trois conditions suivantes :

T∫
0

∫
O

h0mi dx dt +
T∫

0

∫
ω

wmi dx dt = 0, 1 � i � N, (21)

∂S

∂τ
(0,0) = 0 ∀ŷ0, (22)

‖w‖L2(ω×(0,T )) = minimum. (23)

Remarque 3.Le casω = O correspond à la notion originelle de sentinelles telle que introduite par Lions da
pour une observation et un contrôle de supports dans un même ouvertω = O . On propose donc dans la définitio
précédente une généralisation de la notion de sentinelles au cas d’une observation et d’un contrôle de support
deux ouverts distinctsω �= O .

L’existence d’un contrôlew, et donc d’une sentinelleS, est en fait équivalente à un problème de contrôlabili
zéro avec contraintes sur le contrôle. Pour le voir, on transforme les conditions (21) et (22). Pour la conditi
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on considère le sous espace vectoriel deL2(ω × (0, T )) engendré par les fonctionsmiχω. SoitK cet espace, alor
il existek0 unique dansK tel que

T∫
0

∫
O

h0mi dx dt +
T∫

0

∫
ω

k0mi dx dt = 0, 1 � i � N.

Si donc, on noteK⊥ le supplémentaire orthogonal deK dansL2(ω× (0, T )), alors la condition (21) est équivalen
à w − k0 = v ∈ K⊥. On transforme ensuite la condition (22) en revenant d’une part à la définition de∂S

∂τ
(0,0) et

en introduisant d’autre part un état adjointq . On montre alors que la recherche d’un contrôlew tel que le couple
(w,S) vérifie (21)–(23) est équivalente à la recherche d’un contrôlev tel que le couple(v, q) soit solution du
système suivant :{

v ∈ K⊥, −∂q

∂t
+ Aq + f ′(y0)q = h0χO + k0χω + vχω dansQ,

q = 0 surΣ, q(T ) = 0 dansΩ, q(0) = 0 dansΩ, ‖v‖L2(ω×(0,T )) = minimum,
(24)

oùf ′(y0) désigne la dérivée def au pointy0 et oùy0 est la solution du problème

∂y0

∂t
+ Ay0 + f (y0) = ξ dansQ, y0 = 0 surΣ, y0(0) = y0 dansΩ.

On reconnait alors dans le problème (24) le problème (1), (4)–(6) aveca0 = f ′(y0) eth = h0χO + k0χω.

3. Orientation

On trouvera dans [4] une étude détaillée de la notion de sentinelle, en particulier des conditions suffisantes
h0 et k0 pour assurer l’existence d’une sentinelle. On trouvera aussi dans [4] d’autres exemples de sentine
le casω ⊂ O . Ils conduisent à de nouveaux problèmes de contrôlabilité avec contraintes sur le contrôle.
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