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Résumé

On introduit un formalisme d'images directes pour les fonctions constructibles motiviques. On en tire une version trés géné-
rale de l'intégration motivique pour laquelle un théoréme de changement de variables est établi. Ces constructions admetten
une généralisation au cadre relatif, ce qui permet également de développer une version relative de I'intégration rRotivique.
citer cet article: R. Cluckers, F. Loeser, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abstract

Constructible functions and motivic integration 1. We introduce a direct image formalism for constructible motivic func-
tions. One deduces a very general version of motivic integration for which a change of variables theorem is proved. These
constructions are generalized to the relative framework, in which we develop a relative version of motivic integoatita.
thisarticle: R. Cluckers, F. Loeser, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abridged English version

In the present Note we fix a fielkl of characteristic zero and we consider for any fi&dcontainingk the
field of Laurent serieX ((r)) endowed with its natural valuation or&((r))* — Z. For x in K((t)) we set
aox) = xt~ %) modr if x # 0 andag0) = 0. We use the Denef-Pa%yp language which is a 3-sorted lan-
guage(Lval, Lres Lorg, Ord, a¢) with sorts corresponding respectively to valued field, residue field and value
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group variables. The languagksa and Lges are equal to the ring languaderings = (+, —, -, 0, 1), and for

Lorg we take the Presburger languager = {+,0,1, <} U {=, | n € N, n > 1}, with =, the equivalence re-
lation modulon. Symbols ord an@c will be interpreted respectively as valuation and angular component, so that
(K((1)), K,Z) is a structure forLpp. We shall also add constants symbols in the Val, resp. Res, sort, for every
element ofk((¢)), resp.k. Let ¢ be a formula in the languagépp with respectivelym, n andr free variables

in the various sorts. For evel in Fy, the category of fields containing we denote by:,(K) the subset of
hlm,n,r1(K):=K((t))™ x K" x Z" consisting of points satisfying. We call the assignmet — h,(K) a de-
finable subassignment and we define a category @hbse objects are definable subassignments. More generally
for S in Def;, we denote by Defthe category of objects of Degbver S. We denote by RDgfthe subcategory

of Defs consisting of definable subassignmentsSof %[0, n, 0], for variablen. We denote bys Ko(RDefs) the
corresponding Grothendieck semiring. We consider the sirgZ[L, L1, (ﬁ)»o]- Forg > 1 we denote by

¥, : A — R the morphism sending to g. We write A for the subset of elementsin A with ¥,(a) > O for

g > 1. We consider the subrirg(S) of the ring of functions from the set of points §to A generated by constant
functions, definable function$ — Z and functions of the formh.# with 8 definableS — Z. We write P, (S) for

the semiring of functions ifP(S) with values inA. If Y is a definable subassignment$ifwe denote byly the
function inP,(S) with value 1 onY and 0 outside. We denote m&(S) the sub-semiring 0P (S), generated by
such functions and by the constant functior 1. There is a morphisrﬁR(S) — SKo(RDefs) sendingly to the

class ofY and sendindg. — 1 to the class oK — S(K) x (K \ {0}). Finally we may define the semiring of positive
constructible motivic functions ofi by C+ (S) = SKo(RDefs) ®P2(5) PL(S).

To any algebraic subvariety of Af((t)) we assign the definable subassignmentof i[m, 0, 0] given by
hz(K)= Z(K((t))). The Zariski closure of a subassignmémf z[m, 0, O] is the intersectior of all algebraic
subvarietiesZ of A, such thatS C hz. We set din := dimW. More generally, ifS is a subassignment of
h[m,n,r], we define din® to be dimp(S) with p the projectiom:[m, n, r] — h[m, 0, 0]. One proves, using results
of [7] and [5], that two isomorphic objects in Defiave the same dimension. For every non negative intégee
denote b)Cfd(S) the ideal ofC.(S) generated bz with Z definable subassignment&faind dimz < d. We set
C+(S) =P, C4(S) with €4(8) :=cS4(5)/cS7HS).

Our main resultis Théoréme 3.1 which states existence and unicityaftield of characteristic zerg,in Defy,
andZ in Defy of a graded semigroug €. (Z) of C,(Z) together with pushforward morphisnfs: | sC+(Z) —
IsC4(Y) for every morphismf : Z — Y in Defs, satisfying a list of eight natural conditions (A1)—(A8). When
S is the final object:[0, 0, 0] and f is the morphismZ — S, f; corresponds to motivic integration. We give
(Théoreme 3.2) a very general version of the change of variables theorem in this new framework.

Finally, fix A in Def;. Replacing dimension by relative dimension, we may define relative analogues
Ci(Z— A) of C.(Z) for Z — A in Def,. Théoreme 3.1 may be generalized to this relative setting. In par-
ticular we construct a morphism

HA - |AC+(Z - A) —> C+(A) = |AC+(A — A)

which corresponds to motivic integration along the fibers of the morpHism A.

1. Préliminaires

1.1. Langage de Denef-PasDans ce travail on fixe un corgsde caractéristique zéro et on considére des corps

K contenank ainsi que le corps des séries de Laurgritz)) muni de la valuation naturelle or&:((z))* — Z.

Pourx dansk ((¢)) on poseao(x) = x¢~ %) modr si x # 0 etaq0) = 0. On utilise le langage de Denef—Rasp.

Il s’agit d’'un langage a trois sorte val, Lres L ord, Ord, a© correspondant respectivement a des variables d'un
corps valué, de son corps résiduel et du groupe de valuation. Pour la sorte de type Val, on prendra comme langag
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Lval le langage des annealigings= (4, —, -, 0, 1), de méme, on prendra le langagges= L rings pour la sorte
de type Res, tandis que pour la sorte de type Ord on prendra le langage de Presburger

LPR={+7O5 17 S}U{En |n€N7 n>1}a

avec=, la relation d'équivalence module. Les symboles ord €ic seront interprétés respectivement comme la
valuation et la composante angulaire. Aig&i((¢)), K, Z) est une structure poulpp. Les formules du premier
ordre dans le langagépp sont construites & partir des symbolestig ainsi que de variables, des connecteurs
logiquesA, v, —, des quantificateurs, V et du symbole de I'égalité-. En général on dispose également d'un
symbole de constante dans la sorte de type Val, resp. Res, pour tout élérkéinj)jeesp k.

1.2. Sous-assignementsSoit F:C — Ens un foncteur covariant d’une catégofié valeurs dans celle des en-
sembles. Rappelons qu’un sous-assignerhede F est la donnée, pour tout objétde C, d’un sous-ensemble
h(C) de F(C), cf. [4]. Les opérations et notations usuelles dehi&otie des ensembles s’étendent trivialement
aux sous-assignements. Airmsdur deux sous-assignemeritset 2’ d'un méme foncteur, on définit des sous-
assignementé U i/, h N 1’ et la relationh C 4/, etc. Sik C 1’ on dit quek est un sous-assignement de

Un morphismef :h — h’ entre sous-assignements de fonctearet F» est la donnée pour tod d’une appli-
cation f(C):h(C) — h'(C). On définit aisément le sous-assignemgi) de F» ainsi que le graphe dg, un
sous-assignement dg x F», cf. [4].

1.3. Sous-assignementsdéfinissabl&it F; la catégorie des corps contenantOn notei[m, n, r] le foncteur
Fr — Ens donné paki[m, n, r](K) = K((t))" x K" x Z". A toute formulep dansLpp a coefficients dank((r)),
resp.k, dans la sorte de type Val, resp. Res, ayant respectivemeintet r variables libres dans les différents
types, on associe un sous-assignemegries[m, n, r], en prenant pour, (K ) le sous-ensemble dgm, n, r1(K)
formé des points satisfaisa@t Un tel sous-assignement sera appelé définissable. On définit une catéggrie Def
en prenant comme objets les sous-assignements définissableg:d’un r]. Les morphismes dans Qefont les
morphismesf :h — h’ avech et h’ sous-assignements définissables:fle, n, r] et h[m’, n’, '] respectivement
dont le graphe est définissable.S$Sést un objet de Dgf on note Def la catégorie des morphismés— S dans
Defy. On écritS[m, n, r] poursS x h[m, n,r]. Un points de S est un couplésp, K) aveck dansF; etsg un point
de S(K). On pose aloré(s) = K et on note/S| 'ensemble des points d& Soit f: X — S un morphisme dans
Def; avecX et S des sous-assignements définissables[de n, r] et h[m’, n’, r'] respectivement. Soip(x, s)
une formule définissant le graphe dedansh[m +m',n +n', r +r’]. Sis = (sg, K) est un point de§, la formule
@(x, so) definit un objet de Degf. On définit ainsi un foncteur «fibre am i : Defs — Defy ).

1.4. Dimension. A toute sous-variété algébriq@deAf«t» on associe le sous-assignement définissaplde
h[m, 0, 0] donné panz(K) = Z(K ((t))). Ladhérence de Zariski d’'un sous-assignemede i[m, 0, 0] est I'in-
tersectionW des sous-variétés algébriqLLésdeAZ’(m) telles queS C hz. On définit la dimension d6§ comme
dimS := dimW. Plus généralement, §i est un sous-assignement bln, n, r], on définit dimS comme la di-
mension de I'image d§ par la projectiori[m, n, r] — h[m, 0, 0]. La démonstration de I'énoncé suivant n’est pas
triviale et repose sur des résultats de Denef et Pas [7] et van den Dries [5].

Proposition 1.1. Deux objets isomorphes d®ef, ont méme dimension.
2. Fonctionsconstructibles

2.1. Fixons S dans Def. On considere la sous-catégorie RPef Def formée des sous-assignements dé-
finissablesZ de S x k[0, n, 0], pourn variable, le morphism& — S étant induit par la projection su§. On
note SKo(RDefs) le quotient du semi-groupe libre sur les classes d’'isomorphisme d’'dldfets S1 de RDef
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par les relation$dd — S]=0et[(YUY) - S]+[(Y NY) = S]=[Y — S]+ [V — S], pourY etY’ sous-
assignements définissables d'fix [0, , 0], et Ko(RDefs) le groupe abélien associé. Noter que le morphisme
SKo(RDefs) — Ko(RDefg) n'est pas injectif. Le produit cartésien induit une unique structure de semi-anneau sur
SKo(RDefs) et d'anneau suko(RDefs). Pour tout morphism¢ : S — S’ dans Def, on dispose d’'un morphisme
f*:SKo(RDefs') — SKo(RDefs) induit par produit fibré. Sif : S — S’ est un objet dans RDgf la composition
avec f induit un morphismef; : SKo(RDefs) — SKo(RDefg). Ces constructions s’étendenk@a. On considére
lanneaud = Z[L,L 1, (ﬁ)»o]- Pour tout réel > 1 on notey, : A — R le morphisme envoyart surg. On
note A, le sous-semi-groupe dé formé des: tels qued, (a) > 0 pour toutg > 1. On noteP(S) le sous-anneau
de l'anneau des fonction§| — A engendré par les constantes, les fonctions définissble& et les fonctions

de la formel# avecp définissables — Z. On noteP.(S) le semi-anneau formé des fonctions7es) a valeurs
dansA,.

2.2. SiY est un sous-assignement définissableSden notely la fonction deP(S) valant 1 surY et 0
ailleurs. On noteP?(s), resp.P?r(S), le sous-anneau d@(S), resp. le sous-semi-anneau g (S), engen-
dré par de telles fonctions et par la fonction constdnte 1. On noteL et L — 1 la classe deS[O0, 1, 0]
etsS x hA%\{O} dansSKo(RDefs) et dansKo(RDefs). On a des morphismes naturé®®(S) — Ko(RDefs) et

P?r(S) — SKo(RDefs) envoyantly sur[Y — S] etL — 1 surL — 1. Finalement on définit le semi-anneau des
fonctions constructibles positives par(S) = SKo(RDefy) ®7>2(S) P+(S) etl'anneau des fonctions constructibles
parC(S) = Ko(RDefs) ®po(s) P(S). Si f:5 — S’ est un morphisme dans Qe morphismef* a une exten-
sion naturelle ery*:C,.(S") — C+(S). Si, de plus,f est un morphisme dans RRefle morphismef; admet une
extension naturelle efi : C. (S) — C4.(S'). Ces constructions s’étendent a

2.3. Soity une fonction dan®(S[0, 0, r]). On dit queyp estS-intégrable si pour tout > 1 et toutx dans|S| la
série) ;7 V4 (¢(x,1)) est sommable. On démontre quesstS-intégrable il existe une unique fonctipny (¢)
dansP(S) telle qued, (115(p)(x)) soit égale a la somme de la série précédente pougteut et toutx dans|S|.
On note kP (S[0, 0, r]) 'ensemble des fonctions-intégrables dan®, (S[0, 0, r]) et on posedC. (S[0,0, r]) =
C+(S) ®p, (5)1sP+(S[0, 0, r]). C'est un soug’, (S)-semi-module d€, (S[0, 0, r]) et s s’étend par tensorisation
en un morphismes :1sC(S[0, 0, r]) — C(S).

2.4. Pour tout entierd, on notecfd(S) I'idéal de C,(S) engendré par les fonctiors; avec Z sous-
assignement définissable deet dimZ < d. On poseC,(S) = @, CL(S) avecCi(s) := Cfd(S)/Cfd_l(S).
C’est un semi-groupe abélien gradué, ainsi quCyiS)-semi-module. Ses éléments sont les Fonctions construc-
tibles positives suf. Sig est une fonction appartenarﬂ?ﬁd(S), mais pas é’fd_l(S), on notel¢] son image dans
Ci(S). Si f:S — §" estun isomorphisme dans Rebn peut définir une fonction « ordre du jacobien » ordfjac
qui n'est définie que presque partout, et est égale presque partout a une fonction définissable, et en particulier o

peut définirl —ord ja¢/ dansCi(S), pourS de dimension, cf. [1]. On définit de méme (S) a partir deC(S).

3. Intégration motivique: lerésultat principal

Théoreme 3.1. Soit k un corps de caractéristique zéro et s@itdans Def;. Il existe un unique foncteur
Z+— 1sC,(Z) de Defg dans la catégorie des semi-groupes abéliens, le foncteur des Fonétimtégrables,

associant a tout morphismeé: Z — Y dansDefg un morphismef; : 15C+(Z) — 1sC+(Y) vérifiant les conditions
suivantes

(AO) Pour toutZ dansDefs, | §C(Z) est un sous-semi-groupe gradué@e(Z) ; sC+(S) = C(S).
(Ala) Si S — S’ est un morphisme darBef; et Z est danefs, alorslgC(Z) C IsC+(Z), et pourg dans
lssC1(Z), fi(p) estle méme, considéré daRsou dandlg.
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(A1b) Une Fonction positivep sur Z estS-intégrable si et seulement si elle éstintégrable etf,(¢) estS-inté-
grable.

(A2) Si Z est la réunion disjointe de deux sous-assignements définissZbles Z,, alors I'isomorphisme
C+(Z2) ~ Cy(Z1) ® C+(Z2) induit un isomorphismésC.(Z) ~ 15C(Z1) ® 1sC+(Z2), sous lequel on
a fi= fizu @ fiz,-

(A3) Pour touta dansC,.(Y) et toutg danslsC(Z), afi(B) estS-intégrable si et seulement gi* ()8 I'est et
dans ce cagi(f* () B) = afi(B).

(A4) Sii:Z < Z’ estlinclusion de sous-assignements définissables d’'un méme olijefde, est induit par
le prolongement par zéro en dehors dest envoie injectivememyC (Z) danslsC(Z').

(A5) Soit Y dans Defg et soit x la projection Y[0,n,0] — Y. Une Fonction[¢] dans C(Y[O,n,0]) est
S-intégrable si et seulement st ()] I'est (avec les notations d2.2) et dans ce cas:([¢]) = [ (p)].

(A6) Soit Y dans Defs et soitz la projection Y[0,0,r] — Y. Une Fonction[¢] dans C+(Y[0,0,r]) est
S-intégrable si et seulement si il exisgé avec[¢’] = [¢] qui soit Y-intégrable au sens d&.3 et telle
quelwy (¢')] soit S-intégrable. On a alorsr ([¢]) = [y (¢)].

(A7) Soit Y dans Defs et soit Z le sous-assignement dg[1, 0, 0] défini par ord(z — ¢(y)) = a(y) et
aduz — c(y)) =&(y), avecz la coordonnée sur le facteu!k,}((t ) et o, &, ¢ des fonctions définissables sur
Y respectivement a valeurs daBsh[0, 1, 0] \ {0} eti[1, 0, O]. On considéref : Z — Y induit par la pro-
jection. Alors[1,] estS-intégrable si et seulementlsi®*~1[1y] I'est et dans ce cag ([12]) = L *~1[1y].

(A8) SoitY dansDefy et soitZ le sous-assignement dg1, 0, 0] défini parz — ¢(y) = 0 avecz la coordonnée
sur le facteurA,%((t)) etc un morphism& — i[1, 0, 0]. On considéref : Z — Y induit par la projection.

Alors [17] estS-intégrable si et seulementisfordiacNe/ pest et dans ce cagi([1z]) = L ©daches

La preuve du théoréme utilise de fagon essentielle le théoréme de décomposition en cellules de Denef et Pas [7
On définit IsC(Y) comme le sous-groupe d&(Y) engendré par I'image dg € (Y). On démontre que si
f:Y — Y’ est un morphisme dans Qefle morphismef;: 1sC+(Y) — IsC,(Y’) admet une extension naturelle
enfi:lsC(Y)— IsCY").
L'énoncé suivant est une version générale des théorémes de changement de variable de [3] et [4].

Théoréme 3.2. Soit f: X — Y un isomorphisme entre sous-assignements définissables de dimén&iouar
toute fonctiony danscfd(Y) ayant une classe non nulle daﬁi(Y), [f*(p)] estY-intégrable etfi[ f*(p)] =
| (ord J'aCf)Of*l[(p]_

QuandsS est égal &[0, 0, 0], i.e. a I'objet final de Def, on écrit IC(Z) pour IsC (Z) et on dira intégrable pour
S-intégrable. On adopte des conventions similaires lorgfuest remplacé paf. Notons que . (#[0, 0, 0]) =
C4(h[0,0,0]) = SKo(RDef) ®njL-1) A+ et que C(h[0, 0, 0]) = Ko(RDef) ®zL1 A. Pourg dans C(Z), ou
dans C(Z), on définit l'intégrale motiviques(¢) par u(p) = fi() avec f le morphismeZ — k[0, 0, 0]. Les
relations de cette nouvelle construction avec les constngtntérieures de I'intégration motivique, tant dans sa
version géomeétrique, introduite dans [6] et développée dans [3], que dans sa version arithmétique [4], ainsi qu’avec
l'intégration p-adique seront explicitées ultérieurement.

4. Intégralesdépendant d’un paramétre

On fixe A dans Def qui joue le réle d'un espace de paramétres. RPbutans Def;, on considére I'idéal
Cfd(S — A) deC4(S) engendré par les fonctiods, avecZ sous-assignement définissabletieel que toutes
les fibres deZ — A soient de dimensiog d. On poseC4 (S — A) = @, CL(S — A) avecCL(S — A) =

Cfd(S — A)/Cfd_l(s — A). C'est un semi-groupe abélien gradué (et aus<C_uf)-semi-module). Si ap-
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partient acfd(s — A), mais pas ?af,'fd_l(S — A), on note[¢] son image dan§i(S — A). On a l'analogue

suivant du Théoreme 3.1.

Théoréme 4.1. Soitk un corps de caractéristique zéro, saitdansDef; et soitS dansDef,. Il existe un unique
foncteurZ — IsC(Z — A) de Defg dans la catégorie des semi-groupes abéliens, associant a tout morphisme
f:Z — Y dansDefg un morphismefi4 : 1sC(Z — A) — |sC (Y — A) vérifiant les analogues d@0)—(A8)
obtenus en remplagait, (_) par C4(_— A) etord jacpar son analogue relatibrd jac, .

Pour f:Z — A dans Def, on dispose ainsi d’'un morphisme, := fis : 14C(Z - A) - C4+(A) =
14C+ (A — A) quicorrespond a l'intégration dans les fibresAld’aprés 'énoncé suivant.

Proposition 4.2. Soitg une Fonction dan€', (Z — A). Elle appartient d ,C,(Z — A) si et seulement si pour
tout pointi de A, la restrictiong, deg a la fibre deZ ena est intégrable. L'intégrale motivique de. est alors
égale aij (u(p)), pour touta.

Bien entendu on peut également définir I'analogue retatlf — A) deC(S), et étendre la notion d’intégrabilité
et la construction d¢ 4 a ce cadre.
Les détails des constructions et des preuves seront donnés dans [2].
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