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Résumé

Nous démontrons un analogue du théoréme classique d’équidistribution de Brolin pour les applications rationnelles & une
variable définies sur le corpsadiqueC,. On construit une mesure invariante et mélangeante qui décrit la distribution (asymp-
totique) des préimages itérées d'un point donné. Cette mesure est a support dans I'espace ana[%@p)dau sens de
Berkovich, que I'on not@l(Cp). On démontre que le support de cette mesure est égale a I'ensemble de Juﬁé(@}s}ns
introduit par Rivera-Letelier. Nos résultats sont basés sur la notion d’opérateur de Laplace sur les arbres réels avec nombr
arbitraire de branchements construit dans (C. Favre, M. don3$ie valuative tree, Lecture Notes in Math., Springer-Verlag,
a paraitre)Pour citer cet article: C. Favre, J. Rivera-Letelier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Brolin’s equidistribution theorem in p-adic dynamics. We prove an analog of the famous equidistribution theorem of
Brolin for rational mappings in one variable defined over thadic fieldC,. We construct a mixing invariant probability
measure which describes the asymptotic distribution of iterated preimages of a given point. This measure is supported on the
Berkovich spac@l((Cp) associated t@’l(Cp). We show that its support is precisely the Julia seRafs defined by Rivera-

Letelier. Our results are based on the construction of a Laplace operator on real trees with arbitrary number of branching as don
in (C. Favre, M. Jonsson, The valuative tree, Lecture Notes in Math., Springer-Verlag, in poesg}.this article: C. Favre,

J. Rivera-Letelier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abridged English version

Iteration theory of rational maps with coefficients @), has recently received increasing attention, see for
instance [1-3,7-12,15]. The local dynamics is now well-understood, and the action of a ration&l omajts
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Fatou set has been studied in great details. Ergodic properties (topological entropy, existence of mixing measures
have raised however much less interest, except in connection with number theory, see [1,10]. In the complex case
some (mixing) invariant measures are constructed from potential theoretic considerations, but such a theory is no
available onC,, see however [14]. An essential problem lies in the fact @aendowed with itsp-adic norm is

not locally compact, and is totally discontinuous. In order to remedy to these problems, we follow the approach
of Berkovich, and add points 16, in order to obtain an arcwise connected compact topological space suited for
analysis. More precisely, one considers the set of valuatiofts,[¢] — R =R U {400}, such thav|c, = v, =

—log, | - |,. The planeC,, can be naturally embedded in this space through thewpgf) = —log,, | P(x)], for

P e Cp[t]. We shall also identify the poirb in the standard projective spa]Eé((Cp) with the function identically

+00 onC,[7]\ Cj,. With the topology of pointwise convergence (we shall call it the weak topology in the sequel),

this space of valuations becomes a compact space we delm%elb[)/). Its topological structure has been described
in great details in [4,12]P1((C,,) is anonmetric real treeén the sense of [6, Chapitre 3] (or a simply connected
quasi-polyhedron according to [4]). PointsI@’f((C,,) are end points in the tree, and we denote the “interior” of
the tree byH, = Pl((C,,) \]Pl((C,,). This set is again a real tree, which possesses a natural riefflus metric

is uniquely characterized by the facitfit is invariant by the action of PGR, C,), and for all valuations, v’ on

the segmen}0, +oo[ C H,, we haved (v, v') = [v(t) —V/(1)].

Any rational mapR with coefficients inC, admits a natural action d?tl(Cp) by duality: R,v(P) =v(P o R)
for all P € C,[t]. This action is continuous olhl(tcp), and we can extend the notions of Fatou/Julia set®,to
see [13]. A point lies in the Julia set oR, if and only if for all weak open sel/ C P1(<Cp) containingy, the set
Un>0 R™(U) containgHl,. Itis also the closure of the set of repelling periodic points (in a suitable sense for points
in H,, see [13]).

If Ris arational map ande ]Pl(C,,), we denote by, the Dirac mass dtz}, and we defingk*§; as the atomic
measure supported &t 1{z} whose mass at a pointe R~1{z} is equal to the local topological degree®fit w.
The total mass oR*3§, is always equal to the degréeof R.

Our main result is the following

Theorem 0.1. For any rational mapR of degreeD > 2 and defined ovet,, there exists a probability measusg
on P1(<Cp), which is invariant byR,, mixing, whose support equals the Julia seRqfin Pl(Cp), and such that
lim,— o D" R"™§, = pg , for each point; € ]P’l((C,,) which is not totally invariant byr or R?.

Although the measurgy appears for the first time in the present work, a weaker form of our distribution result
has been formulated and proved in [10].

Note that the sef of points of Pl(Cp) which are totally invariant byR or R? consists of at most two
points. Whené has two points, therR is conjugated by an element in P@&.C,) to z — P when€ is a
singleton,R is conjugated to a polynomial map. One can also prove a stronger version of the theorem, namely
lim,,—..c D" R™ p = pg for any probability measurg which does not chargg.

Following [9], we say thaR has good reduction when itsdection in the residue field f, (i.e. the algebraic
closure ofZ/ pZ) is well-defined and has the same degre® ad/hen it is the case, the valuatiop determined by
the conditionsig(r — z) = min{0, v,(z)} for all z € C,, is totally invariant byR,, so pr = é,,. Note that the Julia
set of R, is then reduced tfvp}, see [13]. This situation can be generalized to the case \hisrconjugated by
some elementin PGR, C)) to a rational map having good reduction.

Proposition 0.1. The measurgr does not charge points @F((Cp). Moreover,og{v} > 0 for somev € H,,, if and
only if one can fing € PGL(2, C,)) suchthatpo R o¢~1 has good reduction. In this casg(v) = vp andpg =4,

Details of proofs, more precise ergodic propertiep pf applications to the computation of normalized heights
in the spirit of [10], and to the distribution of points of small height will appear in a later work.
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1. Introduction

Litération des fractions rationnelles a coefficients dans le cprpsiqueC,, connait depuis quelques temps un
intérét croissant (voir par exemple [1-3,7—-12,15]). La dynamique locale au voisinage d’un point fixe est maintenant
complétement comprise, et le comportement d’une fraction rationRedler son domaine de Fatou a été étudié en
détail. Les propriétés ergodiques fig(entropie topologique, existence de mesures mélangeantes) ont cependant
attiré peu d'attention. Dans le cas complexe, on @iti€néralement des méthsd#analyse harmonique pour
construire des mesures invariantes, mais une telle théorie est tres peu dévelogpgévair cependant [14]).

Un probleme essentiel provient du fait que, muni de sa ngraglique| - |, le corpsC, n'est pas un espace
localement compact, et est de surcroit totalement discontinu. Pour remédier a cela, suivant Berkovich [4], on rajoute
aC, des points afin de le «connexifier» , ce quirpet de développer des outils d’analyse €yranalogues a

ceux existant sut. Plus précisément, on considere I'espace des valuatio@ig[r] — R = RU {400}, telles que

vlc, =vp=—log,|-|,. Le planC, se plonge alors naturellement dans cet espace par le morphisme d’évaluation
vy (P) = —log, | P(x)|, pour P € C,[t]. On identifiera aussi le poinfo de I'espace projectif standaﬁ&((cp)

a la fonction identiquementoo sur C,[r] \ C7%- Muni de la topologie de la convergence simple (on dira aussi
topologie faible dans la suite), cet ensemble de valuations devient un espace compact que I’d?ﬂ(t@;ﬁraﬁa
structure topologique a été décrite en grand détail dans [4,&?0@,,) est unarbre réel non métriquau sens

de [6, Chapitre 3] (ces espaces sont dénommeés aussigpighedre simplement conre dans [4]). Les points de
P1(C,) en constituent le bord (ce sont les bouts’dedre), et on notera son «intérieurt, = P1(C,) \ P1(C)).

Cet ensemble est & nouveau un arbre réel, et il posséde une métrique naturelle que I'eh Etiteeat caractérisée

par le fait d’étre invariante par I'action de PG. C)), et pour toutes valuations v’ sur le segmen, +oo[ C H,
onad(v,v') =|v(t) —v'(2)|.

Toute application rationnell® a coefficients dang, admet une action naturelle sBF((Cp) par dualité :
R.v(P) =v(P o R) pour toutP € C,[z]. Cette action est continue SEIiL(Cp), et I'on peut étendre les notions
d’ensembles de Fatou/Julia poRg, voir [13]. Un pointv est dans I'ensemble de Julia & si et seulement si
pour tout ouvert faible/ ¢ P1(C,) contenant, I'ensemblel J,~q R"(U) contientH,,. C’est aussi la cloture de
I'ensemble des points périodiques répulsifs (en un sens convenable pour les péints/de [13]).

Si R est une application rationnelle, g& Pl(Cp), on notes, la masse de Dirac supportée sy, et on définit
R*S5. comme la mesure atomique supportée But{z} dont la masse en un point € R~{z} coincide avec le
degré topologique local dB enw. La masse d&®*$, est toujours égale au degbéde R.

Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 1.1. Pour toute fraction rationnell&k de degréD > 2 et définie sulC,, il existe une mesure de proba-
bilité pr sur Pl(C,,), invariante parR, et mélangeante, dont le support coincide avec I'ensemble de Juka de
dansPl((C,,), ettelle qudim,,_,.c D™"R™§, = pg , pour tout point; € Pl((C,,) qui n’est pas totalement invariant
par R ou R?.

Bien que la mesurgg elle-méme apparaisse pour la premiére fois dans ce travalil, il convient de noter qu’une
forme plus faible du résultat d’équidistribution ci-dessus a été formulé dans [10, Section 5.4].

Notons que I'ensemblg des points d@l(Cp) totalement invariants pat ou R? consiste d’au plus deux points.
Lorsque€ en posséde deuR est conjugué par un élément de RGLC,) az — z=P ; lorsqueé en posséde un,
R est conjugué a un polynéme. On peut de plus démontrer que.lgnD~" R"™*p = pr pour toute mesure de
probabilitép ne chargeant pas.

Suivant [9], on dit queR a bonne réduction si et seulement si sa réduction dans le corps résidligl(de.
la cléture algébrique d&/pZ) est bien définie et de méme degré qRieLorsque c'est le cas, la valuatiog
déterminée pawo(r —z) = min{0, v, (z)} pourtoutz € C,, est totalementinvariante p&r;, etdongog = 8,,. Notons
que I'ensemble de Julia de est alors réduit au poirftp}, voir [13]. Cette situationesgénéralise immédiatement
au cas OtR est conjuguée par un élément de RG&IC,) a une fraction rationnelle ayant bonne réduction.
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Proposition 1.2. La mesurepg ne charge pas les points @é((C,,). De plus,or{v} > 0 pour un pointv € H,, si
et seulement si on peut trouvgre PGL(2,C,) tel quep o R o ¢! a bonne réduction. Dans ce casgv) = vg et
PR = 81}-

Les détails des preuves, ainsi que les propriétés ergodiques tes applications au calcul de hauteurs norma-
lisées dans I'esprit de [10], et & I'équidistribution des points de petites hauteurs paraitront dans un travail ultérieur.

2. Opérateur deLaplace

Nous allons donner les grandes lignesalednstruction d’'une classe de fonctidngléfinies suiH, a valeurs
réelles, et d’un opérateur note qui & chaque fonctiog de P associe une mesure borélienne signée définie sur
Pl((C,,), différence de deux mesures positives de masse égales. L'opénatstrappelépérateur de Laplace
et est un analogue de l'opérateur de Laplace standard sur un graphe fini B, agapté ici a la géométrie
d’arbre deH,. Pour les arbres finis, un tel opérateur se coristagilement; mais dans notre contexte les points
de branchements sont denses sur tout segment, et le nombre de branches est infini en chacun de ces points.
méthode de construction suit trés précisément [6, Chapitre 7].

Fixonsv, € H,. Un tel point marqué induit une relation d’ordre partelsurH, : v < v’ dés qugv,, v] C
[v«, V']. Il en est 'unique élément minimal. Dans ce contexte, on peut définir une notion de fonction a variations
bornées su(H,, <), voir [6, Definition 7.20]. On écrit alorg € P si l'on ag(v) = Cst+ fé’(”*’”) f(v,)dr avec f
a variations bornées, et oy dénote I'unique valuation de,, v] a distance dev,. On vérifie que la classP ne
dépend pas du choix dg.

Pour toute fonction a variations bornégsuffisament reguliére, il existe une unique mesure borélipnrsar
P1(<Cp) telle queps{ > v} = f(v) par [6, Theorem 7.36]. Poyre P, et en utilisant les notations précédentes on
pose alorsAg = f(v) - 8, — pyr. Cette mesure ne dépend pas non plus du choix de

On montre facilement quAg est une mesure réelle différence de deux mesures positives de méme masse, et
que réciproguement toute différence de mesures positieeméme masse peut s’écrire sous cette forme. Si par
exemplev e H, etV € Pl(Cp), et g est la fonction localement constante hors[dgv'] et valantd(-, v) sur ce
segment, alordvg =§, — §,.

Pour toutg € P, la masse de\g en un pointv € H,, est égale a la somme des dérivéesgdaur toutes les
branches partant de En un point deIE”l(Cp), cette masse est donnée par la limite de la dérivég gigand on
converge vers le long d’un segment.

On déduitde [6, Theorem 7.61], la propriété de continuité suivante. Fixari§,. Soitp, une suite de mesures
de probabilité, et fixonsg, € P telles quep, = 8, + Ag,. Si g, converge ponctuellement vegsdansH,, alors
g € P, etp, converge vaguement vess + Ag.

3. Construction delamesure

Fixons une application rationnelle de degréD > 2 a coefficients dan§,. Son action suPl((C,,), notéer,,
est faiblement continue, et chaque pointheé(C,,) possede au plu® préimages. En un point € Pl((C,,), on
définit le degré local, noté dedgx), comme 'ordre d’annulation de la dérivée Beplus une unité. Cette fonction
s'étend naturellementR(C,,) de telle sorte qu@_g, ,—, degr(w) = D, voir [13].

Soit f: P1(<Cp) — R une fonction continue. On définR, f (v) = ZRW:U degr(u) f (n). Cette fonction est
encore continue, voir [13]. Si est une mesure de masse finie BM(CP), on peut alors définiR*p par dualité en
posant/ f d(R*p) = [ R, f dp. On vérifie que pour tout point dee Pl((C,,), on aR*§, = ZRM:X degz (y)4y.
Par continuité, on en déduit que la masseRde estD fois la masse d@ pour toute mesure positive. Si£ x’ €
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}P’l((C,,), etg est une fonction telle quag = 8, — §,, il est facile de voir queR*Ag = A(g o R,). On vérifie que
cette formule reste valide pour n'importe quelle fonctgpont le laplacien est une mesure atomique, puis par
continuité pour toute fonctiop dans le domaine da.

Prenons maintenamtun point arbitraire déll,. Nous pouvons écrir®@1R*8, =48, + Ag avecg :H, — R.
Le support deR*§, est constitué d’au plu® points, donc I'enveloppe convexe de I'ensemble skRpy U {v} est
un arbre fini7” dont les bouts sont situés das. Le potentielg est localement constant en dehorsXdet est
borné sur7, il est donc borné sutl, tout entier. On obtient donc

1 n—1
ﬁR”*év =38, + Ag, avecg, =Y D ¥goRL.
0

La suiteg, converge uniformément siif,, vers une fonctiorz,, doncD~" R"*§, converge vaguement vers une
mesurepr. Cette mesure ne dépend pas du peirthoisi. Notons que pour tout € H;, nous pouvons écrire
or = 6, + Ag avecg bornée Ceci implique en particulier qyer ne charge aucun point @é(cp). Elle ne charge
donc pas I'ensemble exceptiondedle R. La mesurepy vérifie toujours les équations d’'invariancR*pg = D pg,
et R.pr = pg. En particulier, pour tout, v" € Pl((C,,) tels queR(v') =v on apgr{v'} = ddezgg),) pr{v}.
On déduit directement de ces propriétés la Proposition 1.2.

4. Preuve du théorémeprincipal

On a déja construit la mesupg et vérifié qu’elle était invariante. De I'invariance dg, du fait que son support
est métrisable et qu’elle ne charge pas les point@luj@p), on déduit que son support est égal a 'ensemble de
Julia.

Prenons un point € Pl(Cp) qui n’est pas totalement invariant pRrou R?, et écrivonss, = 8y, + Ag avec
g:H, — R.OnaalorsD™"R"™8, = D" R"8,, + A(D"g o R") pour toutn > 0, doncD™"R"*§, — pg des
queD"g o R" — 0 ponctuellement. On va démontrer que cette suite de fonctions tend vers zéro. Pour cela on va
estimer les vitesses de convergence des pointk,deers le bord de I’arbré’l((C,,) c'est-a-dire ver@l((c,,).

La fonctiong est supportée sur le segment reliard vg, et tends vers-oo enx, elle est donc uniformément
bornée inférieurement, et limidf—" g o R" > 0. Il nous suffit donc de montrer limsup " g o R” < 0. Notonsg
I'ensemble des points totalement invariantﬁméiecp) par R ou R?, et B(€) 'ensemble des points dé(@,,) dont
les itérés convergent vefs La fonctiong est bornée dans un voisinage&leDonc limD™ g o R? =0 surB(E).

Quitte & prendre un itéré, on peut supposer que le degré local en tout point besstistrictement inférieur
au degré de&k. Pour chaque point critique € ]P’l(Cp) d’ordrek(w) > 2, on fixe une petite boulB(w) C ]P’1(<Cp),
telle queR(B(w)) est & nouveau une boule, Bt B(w) — R(B(w)) est conjuguée ar— zX. On noterar (w) le
diameétre deB(w). La distance chordale s[ﬁ’rl(Cp) est ultra-métrique, elle se prolonge donc naturellement enune
métriqued sur IarbrePl((Cp) L’enveloppe convexe d8(w) dansPl((C,,) est encore une bouIB(w) pour la
métriqued de rayonr(w), et pour toutu € B(w), on ad (R(u), PX(C,)) > d (1, PX(C,))*. Hors de la réunion
des boulesB(w) pourw critique, on a par ailleurs

d(R(w),PX(Cp)) = Cd (1, P(Cp)) pour une constani€ > 0.
Hors du bassin dattractioB(£) des points exceptionnels, I'orbite d’un point ne peut jamais tomber dans une
boule B(w) ouk(w) = D. On a donc
d(RL(1). PH(C))) = (Cd (1. PX(C))))

Par ailleurs,g(u) < — Iogd(u,}P’l((C,,)) + O(1) pour touty € H,, doncg(R} () S (D — 1)" ce qui prouve
D™"go R} — 0 hors deB(&).

Finalement, le caractére mélangeant se déduit faciiehes propriétés d'équidistribution (voir par exemple
[5, Lemme 4.11]).

(D-1)" pour toutn.
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