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Résumé

L'utilisation d’'une méhode de décomp@®n de domaine sansecouvrement, dans le cadraude résolution par éléments
finis, nécessite un traitement particulier des degrés de liben#nuns a plus de deux sous-domaines. C'est le cas, par exemple,
lorsgu’on utiliseune méthode conforme déhents finis nodaux pour la résolution deguation de Laplace ou d’Helmholtz.
Par commodité, de tels degrés de liberté seront appeléstsuia jonction ». Nous développons ici une approche permettant un
tel traitement. A la différence d’une méthode décompositio de domaine au sens strict, celieequiert un post-traitement,
complétant chaque itération qui consiste en la résolution d’'un systéme de la taille du nombre de points de jonction. Nous
démontrons que l'algorithme ne peut pas s'arréter de fagon intempestive et qu'il corRargeiter cet article: A. Bendali,
Y. Boubendir, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Domain decomposition method and nodal finite element for solving Helmholtz equatioriThe utilization of a non-
overlapping domain decomposition method, in the framework of@uen by finite elements, tgiires a particular treatment
of the degrees of freedom shared by more than two subdomains. This is the case, for example, when solving a Laplace o
Helmholtz equation by means of a conformal nodal finite element method. For convenience, such degrees of freedom will be
called ‘cross-points’. We describe here an approach permitting such a treatment. In contrast to a domain decomposition metho
in the strict sense, our approach requires a post-processimgieting each iteration, which consists of solving a system whose
size is the number of cross-points. We prove that the algorithm cannot break down and that it coffeecgeshis article:
A. Bendali, Y. Boubendir, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

Consider the following model boundary-value problem set with the Helmholtz equation k%z = 0 in a
polygonal or a polyhedral domaif? whereu is subject to a Diriblet boundary conditiom =0 on I" and a
terminating boundary conditiodhu — iku = f on S such thav2 =T U S, I' N S = @. The data are the wave
numberk > 0 and the functionf, expressed from the incident wave. We are interested in solving this problem
by a non-overlapping domain decompogitimethod similar to those initiated by P.-L. Lions [9] and adapted later
for wave propagation problems by Després [5], but here in the context of a nodal finite element discretization.
The method consists of breaking up the initial domg&ninto several subdomain®,, (m =1, ..., Ng) such
that 2 = UZ"Zl 2, 2N 2, =0, it m+#n (m,n=1,..., Ng) and rewriting the continuity conditions, in an
equivalent form, at the interfaces, (€ =1,..., Ny), defined as the interior a®,, N 2, when itis non-empty (cf.

[5,9]). The solution then reduces to an iterative procedure. Each iteration is done by solving local problems posed
only in each subdomain and transmittimjdrmation through the interfaces.

A difficulty appears at the level of the cross-pointsigh are points common to several interfaces and thus to
several subdomains. Després [5] and Collino, GhanemiJoly [4] have used a mixed finite element method to
avoid nodes at cross-points. The disadvantage of this approach is that it imposes a special discretization which ca
be hard to develop for general systems. Another wayt@eed, mainly met in the context of FETI methods (see
e.g. [3,7]), consists of treating a cross-point like any oghant on the interface. It results in an overdetermined
system for the matching conditions thte cross-points and an underdetared one for the auxiliary interface
unknowns that join the formulation in these techniques.

The essential idea on which our method is based consists of keeping the finite elements unknowns and equation
related to the cross-points. In other words, a strong coupling is maintained for the degrees of freedom carried by
the cross-points for both the unknowns and the testing functions. In this way no nodal value is introduced for the
interface unknowns at these points. In contrast to atstdmain decomposition method, the local problems remain
coupled at these nodes. However, since their number is relatively small, even when compared to the size of the
local problems, a Schur complement procedure deals with the coupling as a simple post-processing completing
each iteration.

According to the dimension of the problem, 1" be a nondegenerate triangular or tetrahedral mesh that
induces a mesi” on each subdomaif?,,. To maintain coupling between the sub-domains at cross-points only,
we defineX” as the space of functioné LZ(Q) such thab” :=v"|g, € X" andv continuous at cross-points
whereX” := (v € CO(2,); vi|r € P1, VT € T, Introducmg a suitable space for the interface unknowhs
and adequate bilinear forna (-, -) on this space (cf. [1]), the domain decomposition algorithm can be written as
follows

W™ eXh vt eXh,
N, N,
g am (@)™ oly + Bl ()™ vy =30 (ch ((h) ™ vl + Lo,

with (yh) @ =0, an(u,v) := [o (Vi - Vv — kPuv) A2y — ik [ry0 wvdS, Lyv:= [g0 fvdS, B =—ifo
wherefo > 0 is a given parameter, arig” ) "+V := (1 — r)(y/)® 4 r(w )™ where(w” )™ is obtained using
()™ and the values ofu™)™ at the interfaces (cf. [1]). The parametex0 < 1 is introduced to improve the
convergence.

The following theorem ensures that (1) damsolved in an efficient and stable way.

1)

Theorem 0.1.Letus denote by, . the subspace of?, € X!, vanishing at all cross-points. Giverf: € {H(2,))’

m=1,..., Ny), there existdig > 0 and a constant such that for0 < i < hg both the following two problems
aeXt . vlhexh uh e X, woh e X",

Ng h h h (,h hy Ng h h
Clm(Zm, m)"f',BC (va m)—Xm m m:lam(um’vm)+ﬂcm(um’vm)_Zm 1 XmVm
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admit one and only one solution satisfying

HZZHmm sC  sup |Xr7,v£l1 ;
vk 111, 2, <1

Ny ) 1/2 Ny
{Zuuzumm} <3 sup il
m=1

m=1Iv} 112, <1
The next theorem establishes that the domain decomposition algorithm converges.

Theorem 0.2.The sequencé:”)™ converges towards the usual approximatioh by theP1-continous finite
element method of the above boundary-value problem with the following error bound

1/2

Al 2 v Al 0 2
{Z ” (“31)(”) - “iln ” 1,_Qm} < Cryl { Z ” (“iln)( )~ ”21”1.%} ’
m=1 m=1
whereC is a constant independent @t i < hg andky, is a constant 1.

Several tests confirming these tinetical conclusions are given in [2].

Remark 1. The same conclusions hold for the Laplace equation, that is,iwitld by takingg = Bo.

1. Introduction

Une des difficultés de la méthode de décomposition de dwesains recouvrement, introduite par P.-L. Lions [9]
dans le cadre de I'équation de Laplace et adaptée ensuite par Després [5] aux problémes de propagation d’onde
concerne le traitement des degrés de liberté communs a plus de deux sous-domaines. Par commodité, en réf
rence au cas d'une méthode d’éléments finis nodaux, muedlarons ce type de degrés de liberté des « points de
jonction ».

Després [5] et Collino, Ghanemi et Joly [4] utilisent udiscrétisation par une méthode d’éléments finis mixtes
ou hybrides qui, par nature, ne donne lieu a aucun point de jonction. Dans le cas des méthodes FETI, on choisi
d’appliquer le méme traitement aux points de jonction et aux degrés de liberté communs a deux sous-domaine
seulement [6,3,7]. Les méthodes mixtes ou hybrides/get étre difficiles a utilier dans certains cas comme,
par exemple, le systéme de I'élasticité. Le traitentird points de jonction dans les méthodes FETI conduit & un
systeme d’équations sur-déterminé pour les raccordmdesnues primales et sougtdrminé pour les inconnues
d’interface.

Nous présentons dans ce papier un traitement deggpde jonction qui consiste & conserver les inconnues
et les équations éléments finis pour les degrés de liberté communs a plus de deux sous-domaines. Nous nol
inspirons ensuite des algorithmes de P.-L. Lions [9] et de Després [5], ou encore des méthodes FETI [3,7] puisque
nous travaillons directement sur le systeme discret, palaker les conditions de raccord sur les interfaces. Les
problémes locaux dans chagque sous-domaine sont ainsi fortement couplés aux points de jonction. Cependant, gra
a l'utilisation d’'un complément de Schur, la différenavec une méthode de déqomsition de domaine au sens
strict [1,2] est réduite & un post-traitement effectué a chaque itération. Ce post-traitement consiste en fait a résoudr
un petit systéeme de la taille du nombre de points de jonction. Nous montrons que 'algorithme de décomposition de
domaine ne peut pas s'arréter de fagcon intempestive et que chaque itération peut étre effectuée de facon stable au
bien globalement que relativement a la résolution des problémes locaux. Tout comme pour les méthodes mixtes o
hybrides, et contrairement aux méthodes FETI, nous ranstque la résolution par approximations successives
du systéme de type point fixe sur les inconnues d’interface est alors convergente.
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2. Méthode de décomposition de domaine

Nous nous limitons ici au probleme modéle simple suivant en propagation d’'onde

Au+k%u=0 dans®, )
u=0 surl’, onu—iku=jf surs,

mais la méthode reste valable dans des @@uboup plus généraux [1]. Nous avons noté faun domaine
polygonal en dimension 2 et polyédral en dimension 3 tel@f@e= " U S avecl” NS =, k le nombre d’onde

et f est une donnée aux limites qui s’exprime a l'aide de I'onde incidente. Nous indiquerons par la suite les
adaptations a apporter a I'algorithme ptidguation de Laplace, c’est a dire pdug= 0. La théorie variationnelle,

le principe du prolongement analytique et I'alternative de Fredholm permettent de fagon classique de s’assurer qui
le probléme (2) est bien posé (cf., e.g., [8]).

Les méthodes de décomposition de domaine sans recoemteaposent sur 'utiligeon d’une partition sans
recouvrement d& en sous-domaines,, (m =1, ..., Ny), c’est a dire tels que = UZ"Zl Q2 2 N2, =0 si
m#n(m,n=1...,Ng). Linterface X, ({£=1,..., Ny) séparaQOyi de ng est l'intérieur (pour la topologie
induite sur le bord) de’?mﬁ N §m§ s'il est non vide. Les indices{ et m}, dans cet ordre et pour chaqde
constituent une table donnant les interfaces qui aéila dans la suite. On effectue ensuite un mailldde en

triangles ou tétraédres dans le cas présent, compatible avec la partition précédente dans leZSeirsdgitein
maillageZ,* sur chaque?,,. Il s'agit alors de résoudre le probléme discret suivant

ul e X", vl e X",
h o hy _ 7.k 3
a(u",v'") = Lv",

avec

a(u,v)::/Vu-Vvd.s?—/kzuvd.s?—ik/uvdf, Lv ::/fvd]",
Q Q r
X" = {v" € CO%2); v"|r € P, VT € T" etv”| = 0}.

La difficulté essentielle de I'analyse du probléme discret (3) est due a la non coercivité de la forme bilinéaire
a(-,-) qui ne satisfait qu’une condition inf-sup de Babuska. La solvabilité et la stabilité de la solution ne sont
assurées alors que paufparameétre de discrétisation) assez pé&tittte difficulté se retrouve dans la méthode de
décomposition de domaine que nous allons décrire.

La description de la méthode de décomposition de dontamgert toute une série detations et de définitions.

Tout d’abord,A,, est 'ensemble des numérésl'interfacesX, séparant2,, d’'un autre sous-domain@, et.\;
est 'ensemble des sommets du maillakfe appartenant @Jf:ff 9X,. Au sens strict V. n'est pas seulement
constitué de points de jonction. Cette distinction aurapendant alourdi inutilement I'exposé. On note Fr
la restriction des éléments dé* a £2,,. Contrairement & une méthode de déposition de domaine stricte ol
chaque itération est effectuée en résolvdipproblémes découplés posés chacun avec un esfjacen garde ici
un couplage entre les problémes locaux en utilisant I'espace suivant

X" =" € L2(2); v} :="|q, € X" etv" continu en chaque noeud daK).

Le maillage7” induit sur chaque interface un maillagézhz en segments ou en triangl€s selon la di-
mension. On note paEé’ le sous-domaine de&, formé desT’ qui n'ont aucun sommet dans;, par Yz” =
Ny .
" e L2(ZM); " € X" tel quey =" |51}, parY" =[], ,¥! x Y!' avec une convention sur les composantes
%, ¥4 d'un élémenty” € ¥” compatible avec la table ci-dessus des interfagdsest I'inconnue d'interface
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relative au domain&zf (i = 1, 2). On note enfin pay” := {yi}:nl}ze/]m, aveci,, =1 si m‘i =m eti, =2 sinon, et
parc’ (-, -) la forme bilinéaire définie sur les éléments précédents par
h(.h hY._ hoh h
o (Vs Uy ) o= Z /yimzvm dxy.
ZeAmEé,

m=Ng _h
m=1 > )

On se donne alorg = —ifp avecBo > 0. Le théoreme, énoncé plus loin, assure que Pbue {L,,}
donné dang =) {HY(£2,,)} " x Y, le probléme

ul e Xt woh e X",
(4)

Yoy @l vl + Bel il vy = S0 (ch (3, o) + Lvlh),
est bien posé i est suffisamment petit. Ceci définit un opérateur linéside [T/'=) {H(£2,,)}~* x Y” dans
Y" par
{S(. ")}, ==+ 2ﬁuﬁ1|2é, (LeAp; m=1,...,Ny).
On définit enfin 'opérateur linéair deY” dans lui-méme, d’échange entre sous-domaines, par
{Hyh}lz = Vo {Hyh}% =yl (=1 Np.
On peut alors établir (cf. [1]) que la résolution du probléme (3) se rameéne a celle du probléme de type point fixe
Y'=@=r)y"+ras(L,y") (5)

ou O0< r < 1 est un parametre de relaxation pour accélérer la convergence.

La méthode de décomposition de domaine sans reco@mgmeut s'interpréter comme une procédure de réso-
lution du probléme de point fixe ci-dessus par approxiomstisuccessives. En fait, on peut avoir intérét a accélérer
la convergence en utilisant une méthateKrylov qui va converger d’autant plus vite que I'application dont on
cherche le point fixe est contractante.

On a tout d’abord le théoréme, annoncé ci-dessus, ghligtjue I'algorithme d’approximations successives ne
peut pas s'arréter de fagon intempestive et que chaque itération peut étre effectuée en résolvant un probléme loc
dans chague sous-domaine, suivi d’un post-traitenes ceci d'une fagon stable par rapport au pas du maillage
dans les deux cas.

Théoréme 2.1 Notons paer .. le sous-espace formé dels € X" dont les valeurs nodales correspondant & un

noeud deN. sont nulles. Smerptm e {HY(2,)) pourm =1,..., Ny. |l existehg > 0 et une constant€ telle
que pour0 < h < hg les problémes

{z ex,’;”, vl eX,’},C, uh e XM, v e Xh,

N, N,
am(zm’ m)+IBC (Zm7 m)_Xm m» Z ¢ am(um’ m)+IBC (um’ m)_zmdl)(r}rlz }}:1
admettent une solution et une seule vérifiant

Ny 5 1/2
{Zuufzumm} e sup il
m=1

m=1 1V 11,2, <1

lenlig, <€ sup [xnun
[CATS!

Démonstration. Outre les techniques usuelles d’analyse desifdations non coercives, la démonstration s’ap-
puie de fagon fondamentale sur le fait des conditions de raccord aux noeuds\dedisparaissent apres passage
a la limite lorsques tend vers 0, autrement dit : pour taut L2(2) tel quev,, :=v|g,, € HX(2,) etv|r =0, il

existev” € X" tel que lim,_.o{Y", V) —vm||19 W2=0(cf.[1]). O
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On peut alors démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 2.2.Soit (") définie de fagon récursive comme étant la solution(dleavec y" = (y")™,
MO =0et (YHHD .= A —r)(YH® +rIIS(L, ()™). Alors, (u)™ converge vers la solution de (2)
avec I'estimation d’erreur suivante

1/2

Na 2 v M 0 2
Z ” (“31)(”) - “iln ” 1,92 < Cryl Z ” (“iln)( )~ “Hl.@m ’ (6)
m=1 m=1

ou C est une constante indépendantedde i < hg etk une constante: 1.

Démonstration. Les techniques de [4] raménentdémonstration & s’assurer que= I75(0, y") si et seulement
siy" = 0et||S©O, y")llyr < llg" lyn (cf. [1]). O

Plusieurs tests validant ces conclusions théoriques sont donnés dans [2].

Remarque 1.Pour le cas de I'équation de Laplace, tous lesrEés précédents restent vrais en prenant pour
parameétres = o > 0.
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