
aux

ts
mple,
.
nt un
t,
n. Nous

t
aplace or
m will be
n method
ose
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004) 229–234

Analyse numérique

Méthode de décomposition de domaine et éléments finis nod
pour la résolution de l’équation d’Helmholtz

Abderrahmane Bendalia,b, Yassine Boubendirb,c

a UMR 5640, MIP INSA-CNRS-UPS, INSA (G2M), 135, av de Rangeuil, 31077 Toulouse, France
b CERFACS, 42, avenue de Coriolis, 31057 Toulouse, France

c Laboratoire Jacques-Louis Lions (UMR 7598), université Pierre etMarie Curie (Paris VI), 175, rue du Chevaleret, 75013 Paris, France

Reçu le 24 octobre 2003, accepté après révision le 1er juin 2004

Présenté par Olivier Pironneau

Résumé

L’utilisation d’une méthode de décomposition de domaine sansrecouvrement, dans le cadre d’une résolution par élémen
finis, nécessite un traitement particulier des degrés de libertécommuns à plus de deux sous-domaines. C’est le cas, par exe
lorsqu’on utiliseune méthode conforme d’éléments finis nodaux pour la résolution de l’équation de Laplace ou d’Helmholtz
Par commodité, de tels degrés de liberté seront appelés « points de jonction ». Nous développons ici une approche permetta
tel traitement. A la différence d’une méthodede décomposition de domaine au sens strict, celle-ci requiert un post-traitemen
complétant chaque itération qui consiste en la résolution d’un système de la taille du nombre de points de jonctio
démontrons que l’algorithme ne peut pas s’arrêter de façon intempestive et qu’il converge.Pour citer cet article : A. Bendali,
Y. Boubendir, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Domain decomposition method and nodal finite element for solving Helmholtz equation.The utilization of a non-
overlapping domain decomposition method, in the framework of a resolution by finite elements, requires a particular treatmen
of the degrees of freedom shared by more than two subdomains. This is the case, for example, when solving a L
Helmholtz equation by means of a conformal nodal finite element method. For convenience, such degrees of freedo
called ‘cross-points’. We describe here an approach permitting such a treatment. In contrast to a domain decompositio
in the strict sense, our approach requires a post-processing completing each iteration, which consists of solving a system wh
size is the number of cross-points. We prove that the algorithm cannot break down and that it converges.To cite this article:
A. Bendali, Y. Boubendir, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

Consider the following model boundary-value problem set with the Helmholtz equation�u + k2u = 0 in a
polygonal or a polyhedral domainΩ whereu is subject to a Dirichlet boundary conditionu = 0 on Γ and a
terminating boundary condition∂nu − iku = f on S such that∂Ω = Γ ∪ S, Γ ∩ S = ∅. The data are the wav
numberk > 0 and the functionf , expressed from the incident wave. We are interested in solving this pro
by a non-overlapping domain decomposition method similar to those initiated by P.-L. Lions [9] and adapted l
for wave propagation problems by Després [5], but here in the context of a nodal finite element discret
The method consists of breaking up the initial domainΩ into several subdomainsΩm (m = 1, . . . ,Nd ) such
that �Ω = ⋃Nd

m=1
�Ωm, Ωm ∩ Ωn = ∅, if m �= n (m,n = 1, . . . ,Nd ) and rewriting the continuity conditions, in a

equivalent form, at the interfacesΣ� (� = 1, . . . ,Nf ), defined as the interior of�Ωm ∩ �Ωn when it is non-empty (cf
[5,9]). The solution then reduces to an iterative procedure. Each iteration is done by solving local problem
only in each subdomain and transmitting information through the interfaces.

A difficulty appears at the level of the cross-points which are points common to several interfaces and thu
several subdomains. Després [5] and Collino, Ghanemi and Joly [4] have used a mixed finite element method
avoid nodes at cross-points. The disadvantage of this approach is that it imposes a special discretization w
be hard to develop for general systems. Another way toproceed, mainly met in the context of FETI methods (
e.g. [3,7]), consists of treating a cross-point like any other point on the interface. It results in an overdetermin
system for the matching conditions atthe cross-points and an underdetermined one for the auxiliary interfac
unknowns that join the formulation in these techniques.

The essential idea on which our method is based consists of keeping the finite elements unknowns and
related to the cross-points. In other words, a strong coupling is maintained for the degrees of freedom ca
the cross-points for both the unknowns and the testing functions. In this way no nodal value is introduced
interface unknowns at these points. In contrast to a strict domain decomposition method, the local problems rem
coupled at these nodes. However, since their number is relatively small, even when compared to the si
local problems, a Schur complement procedure deals with the coupling as a simple post-processing co
each iteration.

According to the dimension of the problem, letT h be a nondegenerate triangular or tetrahedral mesh
induces a meshT h

m on each subdomainΩm. To maintain coupling between the sub-domains at cross-points
we definẽXh as the space of functionsvh ∈ L2(Ω) such thatvh

m := vh|Ωm ∈ Xh
m andvh continuous at cross-poin

whereXh
m := {vh

m ∈ C0( �Ωm); vh
m|T ∈ P1, ∀T ∈ T h

m }. Introducing a suitable space for the interface unknownsyh
m

and adequate bilinear formsch
m(·, ·) on this space (cf. [1]), the domain decomposition algorithm can be writte

follows{
(uh)(n) ∈ X̃h, ∀vh ∈ X̃h,∑Nd

m=1 am((uh
m)(n), vh

m) + βch
m((uh

m)(n), vh
m) = ∑Nd

m=1(c
h
m((yh

m)(n), vh
m) + Lmvh

m),
(1)

with (yh
m)(0) = 0, am(u, v) := ∫

Ωm
(∇u · ∇v − k2uv)dΩm − ik

∫
S∩∂Ωm

uv dS, Lmv := ∫
S∩∂Ωm

f v dS, β = −iβ0

whereβ0 > 0 is a given parameter, and(yh
m)(n+1) := (1 − r)(yh

m)(n) + r(wh
m)(n) where(wh

m)(n) is obtained using
(yh

m)(n) and the values of(uh)(n) at the interfaces (cf. [1]). The parameter 0< r < 1 is introduced to improve th
convergence.

The following theorem ensures that (1) canbe solved in an efficient and stable way.

Theorem 0.1.Let us denote byXh
m,c the subspace ofvh

m ∈ Xh
m vanishing at all cross-points. Givenχh

m ∈ {H 1(Ωm)}′
(m = 1, . . . ,Nd), there existsh0 > 0 and a constantC such that for0 < h < h0 both the following two problems{

zh
m ∈ Xh

m,c, ∀vh
m ∈ Xh

m,c,

am(zh , vh ) + βch (zh , vh ) = χhvh ,

{
uh ∈ X̃h, ∀vh ∈ X̃h,∑Nd am(uh

m, vh
m) + βch

m(uh
m, vh

m) = ∑Nd χh
mvh

m
m m m m m m m m=1 m=1
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∥∥zh
m

∥∥
1,Ωm

� C sup
‖vh

m‖1,Ωm�1

∣∣χh
mvh

m

∣∣, {
Nd∑

m=1

∥∥uh
m

∥∥2
1,Ωm

}1/2

� C

Nd∑
m=1

sup
‖vh

m‖1,Ωm�1

∣∣χh
mvh

m

∣∣.
The next theorem establishes that the domain decomposition algorithm converges.

Theorem 0.2.The sequence(uh)(n) converges towards the usual approximationuh by theP1-continous finite
element method of the above boundary-value problem with the following error bound{

Nd∑
m=1

∥∥(
uh

m

)(n) − uh
m

∥∥2
1,Ωm

}1/2

� Cκn
h

{
Nd∑

m=1

∥∥(
uh

m

)(0) − uh
m

∥∥2
1,Ωm

}1/2

,

whereC is a constant independent of0 < h < h0 andκh is a constant< 1.

Several tests confirming these theoretical conclusions are given in [2].

Remark 1. The same conclusions hold for the Laplace equation, that is, withk = 0 by takingβ = β0.

1. Introduction

Une des difficultés de la méthode de décomposition de domaine sans recouvrement, introduite par P.-L. Lions
dans le cadre de l’équation de Laplace et adaptée ensuite par Després [5] aux problèmes de propagatio
concerne le traitement des degrés de liberté communs à plus de deux sous-domaines. Par commodité
rence au cas d’une méthode d’éléments finis nodaux, nous appellerons ce type de degrés de liberté des « poin
jonction ».

Després [5] et Collino, Ghanemi et Joly [4] utilisent unediscrétisation par une méthode d’éléments finis mix
ou hybrides qui, par nature, ne donne lieu à aucun point de jonction. Dans le cas des méthodes FETI, o
d’appliquer le même traitement aux points de jonction et aux degrés de liberté communs à deux sous-d
seulement [6,3,7]. Les méthodes mixtes ou hybrides peuvent être difficiles à utiliser dans certains cas comm
par exemple, le système de l’élasticité. Le traitementdes points de jonction dans les méthodes FETI conduit
système d’équations sur-déterminé pour les raccords desinconnues primales et sous-déterminé pour les inconnue
d’interface.

Nous présentons dans ce papier un traitement des points de jonction qui consiste à conserver les inconn
et les équations éléments finis pour les degrés de liberté communs à plus de deux sous-domaines. N
inspirons ensuite des algorithmes de P.-L. Lions [9] et de Després [5], ou encore des méthodes FETI [3,7
nous travaillons directement sur le système discret, pourrelaxer les conditions de raccord sur les interfaces.
problèmes locaux dans chaque sous-domaine sont ainsi fortement couplés aux points de jonction. Cepend
à l’utilisation d’un complément de Schur, la différence avec une méthode de décomposition de domaine au sen
strict [1,2] est réduite à un post-traitement effectué à chaque itération. Ce post-traitement consiste en fait à
un petit système de la taille du nombre de points de jonction. Nous montrons que l’algorithme de décompo
domaine ne peut pas s’arrêter de façon intempestive et que chaque itération peut être effectuée de façon s
bien globalement que relativement à la résolution des problèmes locaux. Tout comme pour les méthodes m
hybrides, et contrairement aux méthodes FETI, nous montrons que la résolution par approximations success
du système de type point fixe sur les inconnues d’interface est alors convergente.
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2. Méthode de décomposition de domaine

Nous nous limitons ici au problème modèle simple suivant en propagation d’onde{
�u + k2u = 0 dansΩ,

u = 0 surΓ, ∂nu − iku = f surS,
(2)

mais la méthode reste valable dans des cas beaucoup plus généraux [1]. Nous avons noté parΩ un domaine
polygonal en dimension 2 et polyédral en dimension 3 tel que∂Ω = Γ ∪ S avecΓ ∩ S = ∅, k le nombre d’onde
et f est une donnée aux limites qui s’exprime à l’aide de l’onde incidente. Nous indiquerons par la s
adaptations à apporter à l’algorithme pourl’équation de Laplace, c’est à dire pourk = 0. La théorie variationnelle
le principe du prolongement analytique et l’alternative de Fredholm permettent de façon classique de s’ass
le problème (2) est bien posé (cf., e.g., [8]).

Les méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement reposent sur l’utilisation d’une partition sans
recouvrement deΩ en sous-domainesΩm (m = 1, . . . ,Nd ), c’est à dire tels que�Ω = ⋃Nd

m=1
�Ωm, Ωm ∩ Ωn = ∅ si

m �= n (m,n = 1, . . . ,Nd ). L’interfaceΣ� (� = 1, . . . ,Nf ) séparantΩm�
1

deΩm�
2

est l’intérieur (pour la topologie

induite sur le bord) de�Ωm�
1

∩ �Ωm�
2

s’il est non vide. Les indicesm�
1 et m�

2, dans cet ordre et pour chaque�,

constituent une table donnant les interfaces qui serautile dans la suite. On effectue ensuite un maillageT h, en
triangles ou tétraèdres dans le cas présent, compatible avec la partition précédente dans le sens queT h induit un
maillageT h

m sur chaqueΩm. Il s’agit alors de résoudre le problème discret suivant{
uh ∈ Xh, ∀vh ∈ Xh,

a(uh, vh) = Lvh,
(3)

avec

a(u, v) :=
∫
Ω

∇u · ∇v dΩ −
∫
Ω

k2uv dΩ − ik
∫
Γ

uv dΓ, Lv :=
∫
Γ

f v dΓ,

Xh := {
vh ∈ C0( �Ω); vh|T ∈ P1, ∀T ∈ T h etvh|Γ = 0

}
.

La difficulté essentielle de l’analyse du problème discret (3) est due à la non coercivité de la forme bi
a(·, ·) qui ne satisfait qu’une condition inf-sup de Babuška. La solvabilité et la stabilité de la solution n
assurées alors que pourh (paramètre de discrétisation) assez petit.Cette difficulté se retrouve dans la méthode
décomposition de domaine que nous allons décrire.

La description de la méthode de décomposition de domainerequiert toute une série denotations et de définitions
Tout d’abord,Λm est l’ensemble des numéros� d’interfacesΣ� séparantΩm d’un autre sous-domaineΩn etNc

est l’ensemble des sommets du maillageT h appartenant à
⋃�=Nf

�=1 ∂Σ�. Au sens strict,Nc n’est pas seulemen
constitué de points de jonction. Cette distinction aurait cependant alourdi inutilement l’exposé. On note parXh

m

la restriction des éléments deXh à Ωm. Contrairement à une méthode de décomposition de domaine stricte o
chaque itération est effectuée en résolvantNd problèmes découplés posés chacun avec un espaceXh

m, on garde ici
un couplage entre les problèmes locaux en utilisant l’espace suivant

X̃h := {
vh ∈ L2(Ω); vh

m := vh|Ωm ∈ Xh
m etvh continu en chaque noeud dansNc

}
.

Le maillageT h induit sur chaque interface un maillageT h
Σ�

en segments ou en trianglesT ′ selon la di-

mension. On note parΣh
� le sous-domaine deΣ� formé desT ′ qui n’ont aucun sommet dansNc , par Yh

� :=
{yh ∈ L2(Σh

� ); ∃vh ∈ Xh tel queyh = vh|Σh
�
}, parYh := ∏Nf

�=1Y
h
� × Yh

� avec une convention sur les composan

(yh
1�, y

h
2�) d’un élémentyh ∈ Yh compatible avec la table ci-dessus des interfaces :yh

i� est l’inconnue d’interface
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i (i = 1,2). On note enfin paryh

m := {yh
im�}�∈Λm , avecim = 1 si m�

1 = m et im = 2 sinon, et

parch
m(·, ·) la forme bilinéaire définie sur les éléments précédents par

ch
m

(
yh
m, vh

m

) :=
∑

�∈Λm

∫
Σh

�

yh
im�v

h
m dΣh

� .

On se donne alorsβ = −iβ0 avecβ0 > 0. Le théorème, énoncé plus loin, assure que pour(L := {Lm}m=Nd

m=1 , yh)

donné dans
∏m=Nd

m=1 {H 1(Ωm)}−1 × Yh, le problème{
uh ∈ X̃h, ∀vh ∈ X̃h,∑Nd

m=1(am(uh
m, vh

m) + βch
m(uh

m, vh
m)) = ∑Nd

m=1(c
h
m(yh

m, vh
m) + Lmvh

m),
(4)

est bien posé sih est suffisamment petit. Ceci définit un opérateur linéaireS de
∏m=Nd

m=1 {H 1(Ωm)}−1 × Yh dans
Yh par{

S
(
L,yh

)}
im�

= −yh
im� + 2βuh

m|Σh
�

(� ∈ Λm; m = 1, . . . ,Nd).

On définit enfin l’opérateur linéaireΠ deYh dans lui-même, d’échange entre sous-domaines, par{
Πyh

}
1�

= yh
2�,

{
Πyh

}
2�

= yh
1� (� = 1, . . . ,Nf ).

On peut alors établir (cf. [1]) que la résolution du problème (3) se ramène à celle du problème de type p

yh = (1− r)yh + rΠS
(
L,yh

)
(5)

où 0< r < 1 est un paramètre de relaxation pour accélérer la convergence.
La méthode de décomposition de domaine sans recouvrement peut s’interpréter comme une procédure de r

lution du problème de point fixe ci-dessus par approximations successives. En fait, on peut avoir intérêt à accé
la convergence en utilisant une méthodede Krylov qui va converger d’autant plus vite que l’application dont
cherche le point fixe est contractante.

On a tout d’abord le théorème, annoncé ci-dessus, qui établit que l’algorithme d’approximations successives
peut pas s’arrêter de façon intempestive et que chaque itération peut être effectuée en résolvant un prob
dans chaque sous-domaine, suivi d’un post-traitement, et ceci d’une façon stable par rapport au pas du maillah
dans les deux cas.

Théorème 2.1.Notons parXh
m,c , le sous-espace formé desvh

m ∈ Xh
m dont les valeurs nodales correspondant à

noeud deNc sont nulles. Soientχh
m ∈ {H 1(Ωm)}′ pour m = 1, . . . ,Nd . Il existeh0 > 0 et une constanteC telle

que pour0 < h < h0 les problèmes{
zh
m ∈ Xh

m,c, ∀vh
m ∈ Xh

m,c,

am(zh
m, vh

m) + βch
m(zh

m, vh
m) = χh

mvh
m,

{
uh ∈ X̃h, ∀vh ∈ X̃h,∑Nd

m=1 am(uh
m, vh

m) + βch
m(uh

m, vh
m) = ∑Nd

m=1 χh
mvh

m

admettent une solution et une seule vérifiant

∥∥zh
m

∥∥
1,Ωm

� C sup
‖vh

m‖1,Ωm�1

∣∣χh
mvh

m

∣∣, {
Nd∑

m=1

∥∥uh
m

∥∥2
1,Ωm

}1/2

� C

Nd∑
m=1

sup
‖vh

m‖1,Ωm�1

∣∣χh
mvh

m

∣∣.
Démonstration. Outre les techniques usuelles d’analyse des formulations non coercives, la démonstration s’
puie de façon fondamentale sur le fait queles conditions de raccord aux noeuds deNc disparaissent après passa
à la limite lorsqueh tend vers 0, autrement dit : pour toutv ∈ L2(Ω) tel quevm := v|Ωm ∈ H 1(Ωm) et v|Γ = 0, il
existevh ∈ X̃h tel que limh→0{∑Nd

m=1 ‖vh
m − vm‖2

1,Ω }1/2 = 0 (cf. [1]). �

m
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On peut alors démontrer le théorème suivant.

Théorème 2.2.Soit (uh)(n) définie de façon récursive comme étant la solution de(4) avec yh := (yh)(n),
(yh)(0) = 0 et (yh)(n+1) := (1 − r)(yh)(n) + rΠS(L, (yh)(n)). Alors, (uh)(n) converge vers la solutionuh de (2)
avec l’estimation d’erreur suivante{

Nd∑
m=1

∥∥(
uh

m

)(n) − uh
m

∥∥2
1,Ωm

}1/2

� Cκn
h

{
Nd∑

m=1

∥∥(
uh

m

)(0) − uh
m

∥∥2
1,Ωm

}1/2

, (6)

oùC est une constante indépendante de0< h < h0 et κh une constante< 1.

Démonstration. Les techniques de [4] ramènent ladémonstration à s’assurer queyh = ΠS(0, yh) si et seulemen
si yh = 0 et‖S(0, yh)‖Yh � ‖gh‖Yh (cf. [1]). �

Plusieurs tests validant ces conclusions théoriques sont donnés dans [2].

Remarque 1.Pour le cas de l’équation de Laplace, tous les énoncés précédents restent vrais en prenant
paramètreβ = β0 > 0.
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