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Résumé
A l'aide du résultat de rigidité de Besson, Courtois et Gallot, et aussi la notion d’intersection des métriques, nous comparons
les volumes des variétés riemanniennes a partir des longueurs de leurs géodésiques péRodigutes.cet article: H.-R. Fa-

nai, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Comparison of volumes of Riemannian manifolds. Using the rigidity result of Besson, Courtois and Gallot, and also
the notion of intersection of metrics, we compare volumes of Riemannian manifolds by means of lengths of their periodic
geodesicsTo citethisarticle: H.-R. Fanal, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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1. Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne compléte (que I'on suppose toujours lisse, connexe et sans bord). Il est
bien connu qu’on peut représenter chaque classe de conjuggaisdn groupe fondamental dd par une classe
d’homotopie libre de courbes dans. On notel,(y) la longueur d’'une courbe derigueur minimale dans cette
classe. On sait qu’'une telle courbe est toujours une gaquie périodique (qui peut étre réduite a un point) et
lorsque la métriqug est sans points conjugués, alors toutes les géodésiques périodiques dans cette classe d’homc
topie libre ont méme longuedt, (). De plus sig est de courbure négative, on a I'unicité d'une telle géodésique
périodigue dans chaque classe d’homotopie libre de courbes.

SoitC I'ensemble des classes de conjugaison du groupe fondamenikal Aors on définit le spectre marqué
des longueurs de la métriggecomme I'éléementé, (y)), ¢ du produit direcRC indexé par 'ensemblé. Il est
naturel de demander si une inégalité entre les specharqués des longueurs deud métriques implique une
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inégalité entre les volumes des variétés riemanniennes associées. Cette question a déja été posée dans [2], et a
étudiée (notamment en dimension 2) dans [3]. Dans cette Note, nous donnons une nouvelle application du résulte
de rigidité de Besson, Courtois et Gallot [1] et montrons le

Théoreme 1.1. Soit(M, go) une variété riemannienne compacte localement symétrique de courbure négative et
n=dimM > 3. Soitg; une autre métrique riemannienne de courbure négativeé\sutelle que pour toute classe

de conjugaisorfy ) du groupe fondamental d¥l, on alg, (y) > £4,(y). Alorsvol(M, g1) > vol(M, go). L'égalité

est atteinte si et seulementgiest isométrique go.

Le cas des métriques conformément équivalentes de courbure négative est déja résolu dans [3]. En utilisar
la notion d’intersection des métriques que nous avons étudiée dans [4] avec la méme démarche que [3], nou
présentons une version plus générale.

Théoreme 1.2. Soit gg une métrique riemannienne compléte sans points conjugués de volume fini sur une va-
riété M. Supposons que I'enveloppe convexe des mesures de Dirac, supportées sur des géodésiques périodiqu
est dense dans I'espace de toutes les mesures finies invariantes par le flot géodésique sur le fibré unitaire tan
gent S,,M. Soit g1 une autre métriqgue riemannienne sans points conjugués conformément équivalgnte a
sur M. Si pour toute classe de conjugais¢p) du groupe fondamental d&f, on a g, (y) > £4,(y), alors

vol(M, g1) > vol(M, go). L'égalité est atteinte si et seulemengsi= go.

2. Démonstrations

Tout d’abord, on montre le Théroéme 1.1. Dans [1], les auteurs prouvent un théoréme de rigidité qui dans le
cadre présent donne I'inégalité suivante :

h"(g1) vol(M, g1) = h" (go) vol(M, go)

avec égalité si et seulementgiest isométrique go. Rappelons que pour toute metrique riemannienser une
variété compactd/?, h(g) désigne I'entropie volumique dg associée a1 le revétement universel d& muni
de la métrique relevég. Il est bien connu que gi est de courbure négative, aldré) = htop(g) OU htop(g) st
I'entropie topologique du flot géodésique. On ngT) le nombre des géodésiques périodiques de péexofie
On peut maintenant conclure. Par hypoth&isdes spectres marqués des longueuggdd g1, il est clair que pour
toutT > 0, on a nécessairement,(7) > N, (T). Ceci avec un résultat connu [7] implique ddngo) > 1(g1).
En combinant avec I'inégalité de Besson, Courtois et Gallot, on@#,qd1) > vol(M, go) ce qui donne 'inégalité
recherchée. En cas d’égalité, on serait dans le cas d’égalité de [1], ce qui morghiesgtissométrique go. Ainsi
on termine la preuve du Théoréme 1.1.

Maintenant, on montre le Théroéme 1.2. Pour le faingpedons la définition de l'itrsection [5] : pour toute
mesure de probabilitg sur S, M invariante par le flot géodeésique d#, go), l'intersection degy par rapport a
goetu estégalea:

.1
1, (go, g1) = ,'2';? / a(v,t)du(v)
SegM

oua(v,t) = dgl(Ev (0, EU (1)) et pour tout vecteur € Sg M, 5v (t) désigne le relevé de la géodésique paramétrée
par la longueur d’arc, définie par dans le revétement universel ste

Soientyp et y1 deux géodésiques périodiques gleet g1 respectivement, donnant les longueurs minimales
dans une méme classe d’homotopie libre associge.a5oit §g la mesure de Dirac normalisée, associég aur
Se¢oM invariante par le flot géodésique d¥, go). Soientlq la go-longueur deyg et £y la g1-longueur dey,. Par
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hypothése; > £o. Exactement comme dans [4], nous calculdy$go, g1), I'intersection deg1 par rapport &o
etép et obtenons :

12
Is,(go, g1) = % > 1

Par conséquent, l'intersection ge par rapport &g et toute mesure de Dirac normalisée est. Soitu (go) la
mesure de Liouville normalisée sfig, M. L'hypothése sur la densité des mesures de Dirac, comme dans [4] nous
donne:

Iy (g0) (80, 81) = 1.

D’apreés [5], on sait que pour deux métriqugset g1 sans points conjugués et conformément équivalentes, on
a toujours :

vol(M, g1)\ /"
Vol(M, 20)

oun =dimM, avec égalité si et seulemenigsi= ¢ go pour une constante> 0. Ceci donne l'inégalité recherchée
sur les volumes :

Ly, (50)(80, 81) < (

vol(M, go) < vol(M, g1).

Dans le cas d’'égalité, on a nécessairenaeatl et doncgg = g1.

Remarque 1. Il est a noter que notre hypothése est vérifiée dans le cas particulier des flots d’Anosov (en courbure
négative par exemple). Il est difficile de prouver une sorte de densité des mesures de Dirac dans un autre cadr
que le cas habituel mentionné. Une question trés iss@rde est de savoir si cette hypothése est satisfaite pour
des variétés de rang 1, i.e. la courbure est nonposiiais il y a une géodésique hyperbolique, c’est a dire une
géodésique qui n'admet pas de champ de Jacobi parallgdenmdiculaire. Dans ce cadre, il est connu que [6] la
mesure d’entropie maximale est une limite des mesures de Dirac.
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