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Résumé

On explique comment il est possible d'obtenir des conditions nécessaires sur des fonctions définissant un germe de tissu plar
pour que celui-ci soit de rang maximal. On applique ensuite cette méthode a I'étude des 5-tissus plans de rang maximal. Or
montre I'existence d’'autres 5-tissus exceptionnels que le tissu de Bol, apportant ainsi une réponse au problemeRbaiChern.
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Abstract

On maximal rank planar webs and Chern’s problem. We explain how it is possible to obtain the necessary conditions on
functions defining a germ of planar web in order that it be of maximal rank. Then we apply this method to the study of maximal
rank 5-webs. We show the existence of many exceptional 5-webs non-equivalent to Bol's web, thus giving an answer to Chern’s
problem.To citethisarticle: L. Pirio, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abridged English version

For s = 1,2, we denote by®* and M* the space of holomorphic and meromorphic germq@j, 0),
respectively. Fold > 3, ad-web W, is the data of ai-uplet (F1, ..., F4) of foliation germsF; pairwise in
general position. For an introduction to web geometng can consult the books [3] (in German), [2,16], or the
papers [7,8].

Let W, be ad-web defined byl germs of regular foliatiotfy, . . ., 4. By the implicit functions theorem, there
existsU; € ©2 such that the (germs of) level curves@f define ;. Then we denotéV,; = W(Ux, ..., Uy) and
A[W;,] its space of ‘Abelian relations’. By a basic result of Bol in [4], we have the boubdses (d —1)(d —2)/2
for the rank rgV; := dim¢ A[W;,] of the web.

To any planar reduced algebraic cu@ef degreed, we can associate a linedrweb W, on the dual space
(CP?)*. The fact that Abelian sums of differentials of the first kind vanish (Abel's theorem) implies that these

Adresse e-mailpirio@math.jussieu.fr (L. Pirio).

1631-073X/$ — see front matterl 2004 Académie des sciences. Publié piaeffer SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.04.022



132 L. Pirio/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 131-136

‘algebraic webs’ are of maximal rank (see [8]). Inversely (by a result of Liedfer 4, see [10,7]), it can be
proved that/-webs of maximal rank are ‘equivalent’ to algebraic websdet 3, 4 (i.e. their image by a germ of
diffeomorphism is a wel for a certain algebraic cun@c CP?).

However, this is no longer true for 5-webs: in [5], Bol has given the example of theBnebV (x, y, x/y,
1-y)/A—x),x/y)(L—y)/(1—x)) which is of maximal rank although it is non-algebraic. Thus 5-webs of
maximal rank are of a particular interest and their classification (up to ‘equivalence’) is an engaging problem in
web geometry, as Chern asserted:

“[For planar webs]an important unsolved problem is whether there are other 5-webs of rank 6, besides the
algebraic ones and Bol's exampl€[6], page 27).

The first publication [1] of Abel consists in a description of a general method to solve certain functional
equations in two variables. The space of Abelian relations of a web can be interpreted as the space of solutions o
a functional equation associated to the web. Then we can apply Abel’s method which will giwg denotes the
projection(F, ..., F;) € ADW] — F; € O1/C)

Theorem 0.1. LetU = (Uy, Uy, ..., Uy) be ad-uplet of elements aP? defining a germ of webV. Then one can
construct a germ of differential polynomiRl, e Ml[az] such thatr, (A[W]) C Sol(Pyy). The coefficients of
Pyy are (non-linear) differential expressions in theg's.

A particular interest of this theorem is that its proof gives an effective way to con®gycfrom the U;’s,
although not in a canonical way (see part 2.2.2 of [13]).

From the obvious equality [V (Us,...,Uy)] = rgiW Uz, ..., Ui—1)] + dimc 7z (A[W]) comes the next
corollary

Corollary 0.2. A necessary condition in order thaV(Us, ..., Uy) be of maximal rank is that
1
OrdPyy] —1> 5(d —1(d -2 —rg[W(Us,...,Us-1)]
whereOrd[Pyy] is the degree oPy,, € M1[d.].

A simple study of the construction d?)y in Theorem 0.1 shows that the necessary condition given by
Corollary 0.2 corresponds to the vanishing of a finite number of (non-linear) differential expressiondjisthe
Thus if re(d — 1) :=rgiW(Uy, ..., Us—1)] is known, one can findd — 1)(d — 2)/2 — r,(d — 1) differential
equations that/; must satisfy in order thatV(Us, ..., Uy) be of maximal rank.

An important fact is that for a given case, all thessules can be made explicit: for instance, we can get an
explicit formula for the Blaschke curvature of a 3-web: (we nipte= (3,U;)0x — (3, U;)dy, 1 <i < 3)

Theorem 0.3. The Blaschke curvature & = W (U1, Uz, U3) is given by the formula

91(U2) |:31(U3):|
— X 07 .
01(U3)092(U3) 01(U2)

ThenW (U1, Uz, Us) is of maximal rank if and only i#3A = 0.

Ky = (03A)dx Ady whereA =

The real interest of this result consists in the simplicity of its formulation (compare with [9,11]).

We can get results about the characterization of 4-webs of thewype y, x + y, U) (see Théoreme 2.4).
But our most interesting results are for 5-webs of the foaWpy = W(x,y,x + y, ¥y + ax, U(x, y)) where
U(x,y) € ©? anda € C\ {0, 1}. Using the precedent results and the notations of Théoréme 2.5, we have

Theorem 0.4. The webW, p is of maximal ranl6 if and only ifU satisfiesdy[2;/A41=0 (i =1, 2, 3).
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If we takea = —1 andU (x, y) = A(x) + B(y), then the differential equations of Theorem 0.4 simplify, and one
can find some solutions. This gives new exceptional 5-webs:

Theorem 0.5. The following webs are pairwise non-equivalent exceptiénaktbs
oW(x,y,x+y,x—y,x2+y2) oW(x,y,x—}—y,x—y,e"—f—ey)
e WX, y,x+y,x—y,xy).

Although the list given by the latter theorem is not exhaustive, it already gives an answer to Chern’s problem
stated above. However, if the determination of all maxiraak 5-webs which admit a parallelisable 4-subweb is a
work in progress, the entire classification of exceptional 5-webs is still largely open. Again according to Chern [6],
this classification is a fundamental problem in web geometry.

1. Introduction et notations

Dans cette Notd désignera un entier plus grand que 3. On se place dans un cadre analytique complexe avec un
point de vue localisé en l'origine d&* (k = 1, 2). On notera®* (resp.M¥) 'espace des germds de fonctions
holomorphes (resp. méromorphes) en I'origineife Un d-tissu (ordonné) sera la donnée d’un d-uplet de germes
de feuilletage régulievV; = (Fi, ..., F4) deux a deux en position générale en l'origine. Pour une introduction a
la théorie des tissus, on renvoie aux livres [3] (en allemand), [2,16], ainsi qu’aux articles [7] ou [8].

Soit W, un d-tissu défini padl germes de feuilletages, ..., F;. Le théoréme d’inversion locale implique
qu’on peut trouverd (germes de) fonctions holomorphés, ..., U; telles que les lignes de niveau dg
définissent le germé;. On notera alor3V,; = W(Us, ..., Uy). Deux d-tissusV, et W, sont dit équivalents
s'il existe un germe de difffomorphisndetel que®, W, = W,. On cherche a classifier les tissus, modulo cette
relation d’équivalence.

A tout tissuW; = W(Us, ..., Uy) on associe I'espacel[W,] = {(Fy, ..., Fy) € (O1/C)¢| > Fi(U;) =0}
dont les éléments seront appelés «relations abélienne¥by; dein résultat fondamental de Bol [4], nous donne
la borne rgV,; < (d — 1)(d — 2)/2 pour le rang rgV,; := dimc A[W,] deW,. Cet entier est un invariant : deux
tissus équivalents ont méme rang.

SiC est une courbe algébrique plane réduite de dégo@ peut lui associer ugtissu linéaire/V: globalement
défini sur I'espace projectif dualCr?)” (voir [3]), et donc une famille & deux parametres de germes de tissus.
D’apres le théoréme d’'Abel, les sommes abéliennes asoeaiux différentielles de premiére espéce attachées a
la courbeC s’annulent. Cela nous donne un isomorphisme en?(éfHoé) et I'espace des relations abéliennes du
«tissu algébrique 3 (voir [8]). On en déduit que Ve = (d — 1)(d — 2)/2, et ainsi les tissus algébriques sont
de «rang maximal».

On montre assez facilement qu'inversement, les 3-tissus de rang maximal sont (équivalents a des tissus
algébriques. Enoncé dans le cadres derfaces de double translation, un résultat de Lie [10] s'interpréte en
géométrie des tissus comme le fait que les 4-tissus de rang maximal 3 sont algébriques également.

Par contre, on sait depuis 1936 qu'il existe des 5-tissus «exceptionnels» i.e. de rang maximal 6 mais non-
algébriques : dans [5], Bol donne I'exemple d'un tel tissu. Il s'agit du tiSsg W(x, y,x/y, (1 — y)/(1 —

x), (x/y)(A—y)/(1— x)) associé a I'’équation d’Abel du dilogaritte. Ce n’est que trés récemment, en 2001, que
Robert [15] et l'auteur [12,13], indépendamment, ont m&mfu’il existait d'autres d-tissus plans exceptionnels
pourd =6, 7, 8,9, encore liés a des fonctions polylogarithmiques. La détermination des 5-tissus exceptionnels est
un des problémes importants de la théorie, comme le dit Chern :

“[For planar webs]an important unsolved problem is whether there are other 5-webs of rank 6, besides the
algebraic ones and Bol's exampl€[6], page 27).

Dans la partie qui suit, on expligue comment trouver des équations différentielles que doit UErmur que
le 5-tissuW, .y = W(x, y,x + y,x + ay, U) soit de rang 6. En considérant différentes solutions de ces équations
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(poura = —1), on obtient plusieurs 5-tissus exceptionnels simples et non équivaléhta@portant ainsi une
réponse au probléeme de Chern.

PourlU (x, y) € O? etz = x ouy, on notera indifféremmerdt U ou U, la dérivée partielle d& par rapport &.
On considérera aussi le germe de champ de vectgurs U,d, — U, d,. Finalement, on désignera la projection
linéaire(Fu, ..., Fy) € ADW,] — Fy € OY/C parn,.

2. Application dela méthode d’ Abel ala caractérisation destisssus plans de rang maximal

La premiere publication d’Abel [1] consiste en lasdeption d’'une « méthode générale » pour résoudre les
équations fonctionnelles en deux variables, quandresrinues ne dépendent que d’'une variable. L'idée est de
dériver par rapport aux différentes variables afin de taire, & partir de I'équatio fonctionnelle, des équations
différentielles que doivent vérifier les différentes inconnues. L'espace des relations abéliennes d’un tissu s'’inter-
préte naturellement comme I'espace des solutions dégation fonctionnelle associée au tissu. L'application de
la méthode d’Abel permet d’étudier de fagon pratique les relations abéliennes et donc le rang des tissus plans.

Théoréme 2.1. SoitU = (Ug, Ua, ..., Ug) un d-uplet d’éléments d€? définissant un germe de tis$® en
I'origine. Alors on peut construire un germe d'opérateur différentigl, a coefficients méromorphes, tel que

4 (A[W]) C Sol(Pyy) dans un voisinage de tout point générique suffisamment proche de l'origine. Les coefficients
dePyy sont des expressions rationnelles enllest leurs dérivées partielles.

Dans la partie 2.2.2 de [13] , on montre comment la méthode d’Abel permet d’établir ce théoréme, dans le cas
ou les fonctiond/; sont rationnelles. La démonstration darotre cas plus général est identique.
De I'égalité rgW(Us, ..., Uy)] =rgiW(Ux, ..., Ug—1)] + dimmzs (A[W)]), il vient ensuite le corollaire

Corollaire2.2. Une condition nécessaire pour que(Us, ..., Uy) soit de rang maximal est que
1
OordPyy] —1> 5(d —1(d -2 —rg[W(Us,...,Us-1)]
ol Ord[Pyy ] désigne le degré dey, € M1[d.].

Une étude facile de la fagon dont est construit I'opérayr du Théoréme 2.1 montre que la condition
nécessaire donnée par ce corollaire correspond a I'annulation d'un nombre fini d’expressions différentielles
non-linéaires en led/;. Ainsi, si I'on connaitrg(d — 1) := rgDAV(Uy, ..., Us—1)] on peut trouver, du moins
théoriquement% (d —1)(d — 2) — re(d — 1) équations différentielles non-linéaires que doit véritigrpour que
W(U,, ..., Uy) soit de rang maximal. Dans la suite de la Section 2, on applique cette approche pour caractériser
certains d-tissus de rang maximal, padug 3, 4,5 : sous I'hypothése de I'existence d'un sous-tissu parallélisable,
on obtiend des conditions non seulement nécéssaires, mais également suffisantes.

2.1. Une caractérisation des 3-tissus de rang maximal

On donne ici une condition nécessaire et suffisante pour qu’un germe de B\Wigsy U», Us) soit de rang 1.
Dans le résultat suivant, on naie= dy, pouri =1, 2, 3.

Théoreme 2.3. On a la formule suivante pour la courbure de BlaschkeeissuWW = W(U1, Uz, Us) :

01(U2) 01(U3) 2
X 02 e 0.
01(U3)32(U3) 01(U2)
DoncW (U1, Uz, Us) est de rang maximal 1 si et seulemendsid) = 0.

Ky =03(A)dx Ady avecA =
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D’autres formules pour la courbure de Blaschke étaient déja connues (voir [9,11], par exemple). Bien que cette
nouvelle expression ne soit pas symétrique efleson intérét réside dans sa simplicité.

2.2. Une caractérisation de certains 4-tissus de rang maximal

Considérons maintenant un 4-tissu qui admet anss3-tissu hexagonal (pour un 4-tissu donné, ce fait
est aisément vérifiable en utilisant le Théoreme 2.3). Alors ce tissu est équivalent a un tissu de la forme
W(x,y,x + v, U(x, y)) avecU € O?. Pour les tissus de ce type, on a:

Théoréme 2.4. Le4-tissuW(x, y, x + y, U) est de rang maxima si et seulement si la fonctidii vérifie

Uyex — Uryy UexUy — UyyUy 42U,y (Uy — Uy)
du| =2 Y 10 et ay =0.
U, Uy (U, — Uy) U Uy (Uy — Uy)

Du fait bien connu que les 4-tissus de rang 3 sont togétalques (voir [10,14]), il découle facilement qu'un
4-tissu satisfaisant I'hypothése du théoréme est étpriva un 4-tissu formé de 4 pinceaux de droites dont au
moins trois des sommets sont alignés. Notre réswgercependant intéressant, d’'un point de vue pratique.

2.3. Une caractérisation de certains 5-tissus de rang maximal

Considérons un germe de 5-tissu plan, admettant un sous-4-tissu parallélisable. Alors ce tissu est équivalent
un tissu de la forméV, y :=W(x,y,x +y,x +ay,U) olia € C — {0,1} et U est un élément d&®? tel que le
discriminantA défini ci-dessous ne s’annule pas en l'origine.

Par la méthode décrite ci-dessus, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 2.5. Le 5-tissuW, y est de rang maximab si et seulement si la fonctiotl vérifie les équations
différentiellesdy [2;/A1=0 (i =1, 2, 3),0u0

AZUny(Ux_Uy)(Ux_aUy)s le(ax_aay)[A]s
§22=(Uy —aUy) x A+ (3x — 9y)[B], £23=(Uy —aUy) x B+ (3x — 9,)[C]

avecA = (0x — 0,)92,[U], B = (Ux — Uy)Uyy + (3 — 0,)[U,U,] tC = U U, (Uy — Uy).

Il ne semble pas possible de résoudre directement leragsdifférentiel précédenlans toute sa généralité.
On peut cependant chercher des solutions en demandantétre d’'une forme simple. Imposer qie s'écrive
U(x,y) = A(x) + B(y) est particulierement intéressant, puisque cela implique immédiatement e rg: 4,
tout en simplifiant considérablement les équatigng?; /A] = 0. Sous cette hypothéese, en utilisant un « solver »
d’équations différentielles, on peut établir I'existence de nouveaux 5-tissus exceptionnels :

Théoréme 2.6. Les tissus suivants sont exceptionnelsa@t équivalents entre eux ainsi qu’avéc
e &1=W(x,y,x+y,x—y,x>+y?)  e&=W([x,y,x+y,x—y,xy)
oSg:W(x,y,x—i—y,x—y,ex—i—ey).

Preuve abrégée. On vérifie que les fonctiongx, y) — x2 + y2 xy,e' + €' satisfont bien les équations du
Théoreme 2.5. On en déduit que les quatre tisSys. ., &3 sont bien de rang maximal. Aucun d’eux n’est
équivalent 33, puisque ce dernier n'admet pas de sous-4-tissallélisable. D’autre part, en utilisant la méthode
d’Abel, on construit les relations abéliennes pour chacun des tissus, vérifiant ainsi qu’ils sont de rang 6 (voir ci-
dessous). Cela nous permet de connaitre le rang de leurs sous-tissus. Des arguments simples de dénombremen
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nombre de soug-tissus de rang donné montrent que les tissus du Théoréme 2.6 sont deux a deux non-équivalents
D’autre part, un tissu algébrique qui admet un sous-4-tissu parallélisable est forcément hexagonal. Or, par exempl
en utilisant I'expression pour lkeourbure de Blaschke du Théoréme 2.3yérifie facilement qu’aucun des tissus
du Théoréme 2.6 ne I'est. Ces tissus de rang maximal ne sont pas algébriques : ils sont donc exceptionnels.

On donne ci-dessous «les » relations abéliennéd'de y, x + y, x — y, x2+ y?) :

D @O+ —-Gx+y)=0 4@ 2x)2+2(0)?—(x+y)2—(x—y)?=0
@ @©)-@-@x—y)=0 B) 404+ 404+ (x4 )4+ (r — ) — 6(x2+ y2)* =0
@ 24+ ()2—(x2+y)=0 (6) 8x)°®+8(»°+ (x+1°+ (x — )8 —10(x2+ y2)> =0.

Les relations 1), (2) et (3) sont également des relations abéliennes pour les autres fisses&s. On
donne ci-dessous neuf autres relations abéliennes nodges(5) et (6) (i = 2,3) telles que la famille
{(D), (2), (3), (4), (5), (6)} forme une base dd[&;] pouri =2, 3 :

pour€>: (42) log(x)+log(y) —logxy) =0  (52) (x+y)*—(x—y)*—4(xy)=0
62 20)*+20)*— @+ 0= @ —»*+12xy)?=0

pourfz: (43) e +e' —(e'+¢€)=0 (53) (y)+log(1+€“) —log(e* +€') =0
6) 4+ 128 (e +e)2=0. O

Si la classification des tissus de rang maximal admettant un sous 4-tissu parallélisable fait I'objet d'un travail en
cours, le probleme de la détermination des 5-tissus exceptionnels les plus généraux est encore largement ouvert.
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