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Résumé

Dans cette Note, on traite de la contréla® a zéro pour le probléme de chaleur a donivétale manquante, avec un terme
sourcev € L2. On cherche ensuite le meilleur des contraletans le sous ensemble convexe fermé des contréles admissibles
Uaq de L2 par le moyen de la notion de contréle & moindres regrets introduite par Lions. On obtient un systéme d’optimalité
singulier sans hypothése supplémentaireléyy Pour citer cet article: R. Dorville et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338
(2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
Abstract

Optimal control for the controllability of distributed systems of incomplete data. In this Note, we are concerned with
the null-controllability of the heat problem of incomplététial data with a source terme L2. Then, we look for the best of
controlsv in the closed convex set of admissible contialg of L2, By the mean of the notion of low-regret controls of Lions,
we obtain a singular optimality systemithout any supplemeary hypothesis ob/ag. To cite this article: R. Dorville et al.,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Contrdlabilitéa zéro pour un probléme a données manquantes

Soit £2 un domaine ouvert borné &V, N =1, 2 ou 3, de frontiére réguliéré. On noteQ = (0, T) x £2,
XY =(0,T) x 082, et on considére le probléeme de la chaleur suivant :

0

—y—Ay:v—}-G-lw dansQ,

ot (1)
y=0 surXx,

y(O)=¢g danss2,
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olv € L2(Q), w € £2 ouvert non videg € G, G sous espace vectoriel fermé H&(£2), et 1, l'indicatrice surw.
Pour tout(v, g, 9) fixé, le probléme (1) admet une solution unique y(v, g, 6). Le probléme de contrblabilité a
zéro pour (1) consiste & cherchies L2(0, T; L?(w)) tel que siy est solution de (1) alors

y(T)=0. (2

Ce probléme est bien connu et a été étudié par de nombreux auteurs (voir par exemple Puel [5] et les référence
dedans). De plus, il n'y a pas unicité de la solution.

Supposons alors avoir selectionné pour un critére donné une et une seule solution du probleme (1), (2). Plus
précisement, nous verrons plus loin qu’il existe un critére défini par une fonction ptédle que pour toutv, g)
donné, il existe un unique couple, yy) tel que

yo=y(,g;0) et yo(T)=0.

On posed = 6(v, g) et yg = yo(v, g). On peut remarquer qugy(0,0) = 0 ssi #(0,0) = 0. Cela étant, pour
(v, g) € L3(Q) x L%(Q), on considére la fonction coQt

2
T, 8) =y, 8) = za| 2.9, + NlIvlZ2 ) (3)
olizg € L%(Q) etN € R* sont donnés. On met alors en évidence deux problémes qui nous semblent nouveaux.

— Si G = {0}, alorsyg (v, 0) est connu. Le systéme (1) est alors a informations complétes et un probléme de
contrble est :

inf J (v, 0), (4)
v
ou dans (3)ys (v, 0)(T) =0.
— SiG # {0}, (4) n'apas de sens. Un outil d’'analyse de (3) est alors par exemple la notion de contréle & moindres
regrets de Lions [3].
Dans les deux cas considérés, les problémes posés ne sont pas standards. On trouvera leur étude détaillée dans
L'objet de cette Note est de présenter les résultats obtenus dansde£3}.

On commence par rappeler une méthode variationnelle pexistence et I'unicité d’'une sélection de solution
pour le probléme (1), (2). La méthode repose sur le résultat suivant :

Lemmel.l. SoitL =0/0t — A et L*=—3/9t — A son adjoint. Alorsil existe une fonction «poids» p de classe
C? et positive sur Q telle que 1/p soit bornéedans Q et il existe une constante C = C(£2, T, w, p) > O telle que

T
1 1 1
/—2|q|2dxdt+/|q(0)|2dx<C[/—2|L*q|2dxdt+//—2|q|2dxdt} (5)
P P P
0 2 0 0w

pour tout g € V= {p € C* ([0, T] x 2) tel que g, = O}..

Ce lemme découle d'une inégalité de Carlermpaar laquelle on pourra se référer a [2] et [5].
Le second membre de (5) amene a mahdu produit scalaire :

T
1 1
a(P,q)=/—2L*pL*qudt+// — pg dx dr. (6)
P P
0 0w
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On note| - |l = +/a(:, -) la norme su®’ associée. On considere donc I'espace de Hilbecomplété de’ pour
cette norme. Soit maintenafta forme linéaire suv définie part(q) = fQ vg dx dr + [, g¢(0) dx. Le résultat
suivant est alors une application immédiate du théoreme de Lax—Milgram.

Proposition 1.2. On suppose que || pv|l 2y < +oo. Alorsil existe un unique p € V solution du probléme :

a(p,q)=4(q) VYqeV. (7)
S on pose
1 .. 1.
Jo Jo

alorslecouple{y, 6} est solution du probléme (1), (2).

Remargue 1. On considére 'ensemble? (Q) = {w € L2(Q) tel quepw € LZ(Q)}, on note(-, ), = (p-. p-)12(p)

et|l-l,=+(,-),. D'apres la Proposition 1.2, pour tout cougle g) avecv € L%(Q) etg € L2(£2), il existe un
couple(d, yy :=y) solution du probleme (1), (2). On définit ainsi deux applications

{LZ(Q) x L2(2) — L*(0.T: L*(w)). {LZ(Q) x L3(2) — L*(Q).
(v, ) > 0(v, ) (v, 8) — y(v,8)

linéaires d’aprés (8). De plus les applicatians- 6 (v, 0) & valeurs dan&L2(0, T'; L?(w)), p dx dr) etv — y(v, 0)
a valeurs dan&2(Q) sont continues suk2(Q).

2. Systémed’optimalité pour le probléme de contrdlabilité
Pour simplifier, on suppose ici que= L2($2). Pour toutv € L2(Q), on définit la fonction cogpondérée:

Jp(v,g)zHy(v,g)—ZdHi—i-Nllvllz, 9)

olzg € L,%(Q) etN > 0. Soit maintenarttlgd un sous-ensemble convexe fermé non vidéLﬁl(aQ).
Par la Remarque 1, on obtient quév, g) = y(v,0) + y(0, g) etd(v, g) = 0(v,0) + 0(0, g). Ce qui permet
d'écrire J, (v, g) — J»(0,8) = J,(v,0) — J,(0,0) + Z(y(v, 0), y(0, g))p.

Lemme 2.1. Soit I’opérateur M : g — p(0, g) de L2(£2) a valeurs dans (L2(Q), %dx dr). Alors M est linéaire
continusur L2(£2), etona

Jp(vs g) - ‘IP(Ov g) = ‘IP(Uv O) - ‘IP(Ov O) + Z(S(U)s g)LZ(_Q)v (10)
ol S est un opérateur linéaire continu sur L2(Q) a valeurs dans L(£2) tel que
S() =M*(v - (1/p?) p(v,0) - 1,) + p(v, 0)(0), (11)

ou M* est I'adjoint de M.

La preuve est simple et découle de la formulation variationnelle (7) et la Remarque 1.
On présente maintenant le systeme d’optimalité du cont&di®indres regrets pour le probléme a donnée
initiale manquante (1), (2), et (9), défini pour> 0 par :

it sup (J,(v.8) = Jp(0.8) = ¥ lgllz2q)- (12)
adgeL4(82)
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En utilisant (10), ce probléme est équivalent au probléme de contr6le classique :

. N 1 2
inf 77 ouJ) (v) =J,(v,0) = J,(0,0) + —| S . 13
UGL%(Q) jp (U) jp (U) p(U ) p( ) y ” (U) ” LZ(.Q) ( )

qui admet une solution unique, € Z/{(fd (voir [4] et [1] pour plus de détails).

Théoréme 2.1. Le contrle a moindres regrets u, € U:fd est caractérisé par la donnée du quadruplet
{ty, vy, 0y, py} €Ubyx L2(Q) x V x L?(Q) solution unique du systéme

Ly, =uy+0@,,0)-1,, Lp,=y,—z4+6, -1, dansQ,

vy =0, p,=0 sur X, (14)
yw(©@ =py(0=0, y,(T)=py(T)=0 dans £2,
ol y, = y(uy,,0), p, = p(uy,0),0, =6(u,, 0), et de'inégalité variationnelle
(T*[Lpy =6y - Lol + Nouy + (1/¥)S*Sy), v —uy) 129y 20 Vv €Uy (15)

ou S* est I'adjoint de |’ opérateur S, et T* I'adjoint de |’ opérateur T : v — L*p(v, 0).

Démonstration. La condition nécessaire d’Euler—Lagrange satisfaite:patonne
1
(y)/ —2d> PZ)’(U - u)/7 O))LZ(Q) + N(pzuy, v— MV)LZ(Q) + ;(S(u)/)v S(U - u)/))LZ(Q) 2 O VU € uapd

On déduit par dualité :
(Lpy + (1/0%)0y - Lo, 02y (0 = 11, 0) 12 o) + N (0P + (L/¥)S*S(uy), v = uy) 12 ) 2 O,

ou oy, = o (uy, 0) est I'unique solution de (o, g) = fQ(yy — z4)q dx dr. On définit alors I'état adjoinp, =
pluy,0) = (1/p?)L*ay, vérifiantLp, = y, — z4 + 6, - 1, 006, = —(1/p?)a, dansQ, p, =0, etp,(0) =
py(T)=0.0n a par ailleurs

(Lpy =0y 10, 02y (0 =1y, 0)) 20y = (T*(Lpy =0y - L), v —1ty) 125y V0 €U,

ol T* est I'adjoint de 'opérateur linéaire contindie v i L* 5 (v, 0) de L2(Q) dans(L2(Q), p?dxdr). O

3. Conclusion

Pour ce probléeme de contréle non standard, le systeme d’optimalité a cependant la méme structure que le
systemes d’optimalité usuels. Plus précisement, omitlédi notion d’état adjoingouverné par un probléme de
contrdlabilité a zéro, comme I'étatdu systeme.
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