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Résumé

Dans cette Note, on traite de la contrôlabilité à zéro pour le problème de chaleur à donnéeinitiale manquante, avec un term
sourcev ∈ L2. On cherche ensuite le meilleur des contrôlesv dans le sous ensemble convexe fermé des contrôles admis
Uad deL2 par le moyen de la notion de contrôle à moindres regrets introduite par Lions. On obtient un système d’op
singulier sans hypothèse supplémentaire surUad. Pour citer cet article : R. Dorville et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338
(2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Optimal control for the controllability of distributed systems of incomplete data. In this Note, we are concerned wi
the null-controllability of the heat problem of incompleteinitial data with a source termv ∈ L2. Then, we look for the best o
controlsv in the closed convex set of admissible controlsUad of L2. By the mean of the notion of low-regret controls of Lion
we obtain a singular optimality system without any supplementary hypothesis onUad. To cite this article: R. Dorville et al.,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Contrôlabilité à zéro pour un problème à données manquantes

Soit Ω un domaine ouvert borné deRN , N = 1,2 ou 3, de frontière régulière∂Ω . On noteQ = (0, T ) × Ω ,
Σ = (0, T ) × ∂Ω , et on considère le problème de la chaleur suivant :

∣∣∣∣∣∣∣

∂y

∂t
− �y = v + θ · 1ω dansQ,

y = 0 surΣ,

y(0) = g dansΩ,

(1)
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ée dans [1].

on
où v ∈ L2(Q), ω � Ω ouvert non vide,g ∈ G, G sous espace vectoriel fermé deL2(Ω), et 1ω l’indicatrice surω.
Pour tout(v, g, θ) fixé, le problème (1) admet une solution uniquey = y(v, g, θ). Le problème de contrôlabilité
zéro pour (1) consiste à chercherθ ∈ L2(0, T ;L2(ω)) tel que siy est solution de (1) alors

y(T ) = 0. (2)

Ce problème est bien connu et a été étudié par de nombreux auteurs (voir par exemple Puel [5] et les r
dedans). De plus, il n’y a pas unicité de la solution.

Supposons alors avoir selectionné pour un critère donné une et une seule solution du problème (1),
précisement, nous verrons plus loin qu’il existe un critère défini par une fonction poidsρ telle que pour tout(v, g)

donné, il existe un unique couple(θ, yθ ) tel que

yθ = y(v, g; θ) et yθ (T ) = 0.

On poseθ = θ(v, g) et yθ = yθ (v, g). On peut remarquer queyθ (0,0) = 0 ssi θ(0,0) = 0. Cela étant, pou
(v, g) ∈ L2(Q) × L2(Q), on considère la fonction coût

J (v, g) = ∥∥yθ (v, g) − zd

∥∥2
L2(Q)

+ N‖v‖2
L2(Q)

, (3)

où zd ∈ L2(Q) etN ∈ R
∗+ sont donnés. On met alors en évidence deux problèmes qui nous semblent nouv

– Si G = {0}, alorsyθ (v,0) est connu. Le système (1) est alors à informations complètes et un problè
contrôle est :

inf
v

J (v,0), (4)

où dans (3),yθ (v,0)(T ) = 0.
– SiG �= {0}, (4) n’a pas de sens. Un outil d’analyse de (3) est alors par exemple la notion de contrôle à m

regrets de Lions [3].

Dans les deux cas considérés, les problèmes posés ne sont pas standards. On trouvera leur étude détaill
L’objet de cette Note est de présenter les résultats obtenus dans le casG �= {0}.

On commence par rappeler une méthode variationnelle pour l’existence et l’unicité d’une sélection de soluti
pour le problème (1), (2). La méthode repose sur le résultat suivant :

Lemme 1.1. Soit L = ∂/∂t − � et L∗ = −∂/∂t − � son adjoint. Alors il existe une fonction « poids » ρ de classe
C2 et positive sur Q telle que 1/ρ soit bornée dans Q et il existe une constante C = C(Ω,T ,ω,ρ) > 0 telle que

∫
Q

1

ρ2 |q|2 dx dt +
∫
Ω

∣∣q(0)
∣∣2 dx � C

[∫
Q

1

ρ2 |L∗q|2 dx dt +
T∫

0

∫
ω

1

ρ2 |q|2 dx dt

]
(5)

pour tout q ∈ V = {ϕ ∈ C
∞

([0, T ] × Ω) tel que ϕ|Σ = 0}.

Ce lemme découle d’une inégalité de Carlemanpour laquelle on pourra se référer à [2] et [5].
Le second membre de (5) amène à munirV du produit scalaire :

a(p,q) =
∫
Q

1

ρ2L∗pL∗q dx dt +
T∫

0

∫
ω

1

ρ2pq dx dt . (6)
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On note‖ · ‖a = √
a(·, ·) la norme surV associée. On considère donc l’espace de HilbertV complété deV pour

cette norme. Soit maintenant	 la forme linéaire surV définie par	(q) = ∫
Q

vq dx dt + ∫
Ω

gq(0)dx. Le résultat
suivant est alors une application immédiate du théorème de Lax–Milgram.

Proposition 1.2. On suppose que ‖ρv‖L2(Q) < +∞. Alors il existe un unique p̃ ∈ V solution du problème :

a(p̃, q) = 	(q) ∀q ∈ V. (7)

Si on pose

y = 1

ρ2L∗p̃, et θ = − 1

ρ2 p̃ · 1ω, (8)

alors le couple {y, θ} est solution du problème (1), (2).

Remarque 1. On considère l’ensembleL2
ρ(Q) = {w ∈ L2(Q) tel queρw ∈ L2(Q)}, on note(·, ·)ρ = (ρ·, ρ·)L2(Q)

et ‖ · ‖ρ = √
(·, ·)ρ . D’après la Proposition 1.2, pour tout couple(v, g) avecv ∈ L2

ρ(Q) et g ∈ L2(Ω), il existe un
couple(θ, yθ := y) solution du problème (1), (2). On définit ainsi deux applications{

L2(Q) × L2(Ω) −→ L2
(
0, T ;L2(ω)

)
,

(v, g) 	−→ θ(v, g)
et

{
L2(Q) × L2(Ω) −→ L2(Q),

(v, g) 	−→ y(v, g)

linéaires d’après (8). De plus les applicationsv 	→ θ(v,0) à valeurs dans(L2(0, T ;L2(ω)), ρ dx dt) etv 	→ y(v,0)

à valeurs dansL2
ρ(Q) sont continues surL2

ρ(Q).

2. Système d’optimalité pour le problème de contrôlabilité

Pour simplifier, on suppose ici queG = L2(Ω). Pour toutv ∈ L2
ρ(Q), on définit la fonction coûtpondérée :

Jρ(v, g) = ∥∥y(v, g) − zd

∥∥2
ρ

+ N‖v‖2
ρ , (9)

où zd ∈ L2
ρ(Q) etN > 0. Soit maintenantUρ

ad un sous-ensemble convexe fermé non vide deL2
ρ(Q).

Par la Remarque 1, on obtient quey(v, g) = y(v,0) + y(0, g) et θ(v, g) = θ(v,0) + θ(0, g). Ce qui perme
d’écrireJρ(v, g) − Jρ(0, g) = Jρ(v,0) − Jρ(0,0) + 2

(
y(v,0), y(0, g)

)
ρ
.

Lemme 2.1. Soit l’opérateur M :g 	→ p̃(0, g) de L2(Ω) à valeurs dans (L2(Q), 1
ρ

dx dt). Alors M est linéaire

continu sur L2(Ω), et on a

Jρ(v, g) − Jρ(0, g) = Jρ(v,0) − Jρ(0,0) + 2
(
S(v), g

)
L2(Ω)

, (10)

où S est un opérateur linéaire continu sur L2
ρ(Q) à valeurs dans L2(Ω) tel que

S(v) = M∗(v − (
1/ρ2)p̃(v,0) · 1ω

) + p̃(v,0)(0), (11)

où M∗ est l’adjoint de M.

La preuve est simple et découle de la formulation variationnelle (7) et la Remarque 1.
On présente maintenant le système d’optimalité du contrôleà moindres regrets pour le problème à donné

initiale manquante (1), (2), et (9), défini pourγ > 0 par :

inf
v∈Uρ

sup
g∈L2(Ω)

(
Jρ(v, g) − Jρ(0, g) − γ ‖g‖2

L2(Ω)

)
. (12)
ad
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En utilisant (10), ce problème est équivalent au problème de contrôle classique :

inf
v∈L2

ρ(Q)
J γ

ρ (v) oùJ γ
ρ (v) = Jρ(v,0) − Jρ(0,0) + 1

γ

∥∥S(v)
∥∥2

L2(Ω)
, (13)

qui admet une solution uniqueuγ ∈ Uρ
ad (voir [4] et [1] pour plus de détails).

Théorème 2.1. Le contrôle à moindres regrets uγ ∈ Uρ
ad est caractérisé par la donnée du quadruplet

{uγ , yγ , θ̃γ ,pγ } ∈ Uρ
ad× L2(Q) × V × L2(Q) solution unique du système


Lyγ = uγ + θ(uγ ,0) · 1ω, Lpγ = yγ − zd + θ̃γ · 1ω dans Q,

yγ = 0, pγ = 0 sur Σ,

yγ (0) = pγ (0) = 0, yγ (T ) = pγ (T ) = 0 dans Ω,

(14)

où yγ = y(uγ ,0), pγ = p(uγ ,0), θ̃γ = θ̃ (uγ ,0), et de l’inégalité variationnelle(
T ∗[Lpγ − θ̃γ · 1ω] + Nρ2uγ + (1/γ )S∗S(uγ ), v − uγ

)
L2(Q)

� 0 ∀v ∈ Uρ
ad, (15)

où S∗ est l’adjoint de l’opérateur S, et T ∗ l’adjoint de l’opérateur T :v 	→ L∗p̃(v,0).

Démonstration. La condition nécessaire d’Euler–Lagrange satisfaite paruγ donne

(
yγ − zd, ρ2y(v − uγ ,0)

)
L2(Q)

+ N
(
ρ2uγ , v − uγ

)
L2(Q)

+ 1

γ

(
S(uγ ), S(v − uγ )

)
L2(Ω)

� 0 ∀v ∈ Uρ
ad.

On déduit par dualité :(
Lpγ + (

1/ρ2)σγ · 1ω,ρ2y(v − uγ ,0)
)
L2(Q)

+ N
(
ρ2uγ + (1/γ )S∗S(uγ ), v − uγ

)
L2(Q)

� 0,

où σγ = σ(uγ ,0) est l’unique solution dea(σγ , q) = ∫
Q

(yγ − zd)q dx dt . On définit alors l’état adjointpγ =
p(uγ ,0) = (1/ρ2)L∗σγ , vérifiantLpγ = yγ − zd + θ̃γ · 1ω où θ̃γ = −(1/ρ2)σγ dansQ, pγ |Σ = 0, etpγ (0) =
pγ (T ) = 0. On a par ailleurs(

Lpγ − θ̃γ · 1ω,ρ2y(v − uγ ,0)
)
L2(Q)

= (
T ∗(Lpγ − θ̃γ · 1ω), v − uγ

)
L2(Q)

∀v ∈ Uρ
ad,

oùT ∗ est l’adjoint de l’opérateur linéaire continueT :v 	→ L∗p̃(v,0) deL2
ρ(Q) dans(L2

ρ(Q),ρ2 dx dt). �
3. Conclusion

Pour ce problème de contrôle non standard, le système d’optimalité a cependant la même structur
systèmes d’optimalité usuels. Plus précisement, on définit la notion d’état adjointgouverné par un problème d
contrôlabilité à zéro, comme l’étaty du système.
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