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Résumé

On établit pour les centralisateurs dans une PD(3) paire des résultats analogues a ceux connus pour les centralisateurs da
un groupe fondamental de variété de dimension 3. Comme dans le cas des groupes fondamentaux de variétés de dimension
la preuve de ces résultats repose sur une décomposition JSJ poD3@p&ires obtenue a I'aideeda théorie des voisinages
algébriques réguliers de Scott et SwarBur citer cet article: F. Castel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abstract

Centralizers in PD(3) groups.We prove for centralizers in PD(3) pairs some results known for centralizers in 3-manifold
fundamental groups. As ihé 3-manifold case, the main ingredient of theqds is a JSJ decomposition for PD(3) pairs obtained
by mean of the Scott and Swarup regular neighborood th&orsite this article: F. Castel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338
(2004).
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Abridged English version

A duality group of dimensiom (PD(r) group) is a group with the same homological duality properties as the
fundamental group of an aspherical closedhanifold. A long standing question was to determine if a BD(
group is always the fundamental group of such a manifoldA~er2 it was shown that a PD(2) group is always
the fundamental group of a closed surface (see [7])sFRr4, Davis has constructed in [5] a PD(group which
is not finitely presented and so which is not the fundamental group of a cleseghifold. The question is still
open forn = 3. Bowditch has shown in [3] that a PD(3) group with a normal infinite cyclic subgroup is isomorphic
to the fundamental group of a Seifert fibered 3-manifold. A group @&jr2) is the data of a grou together
with a set$2 of subgroups of5. A PD(n) pair is an algebraic analogue of the fundamental group of an aspherical
n-manifold with boundary, wher@ corresponds to the set of fundamental groups of boundary components. PD(
Pairs are defined and studied in [2]. The purpose of this Note is to prove for PD(3) pairs the following results known
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for 3-manifolds groups. As in the 3-manifold case, the main ingredient in the proof of Theorems 0.1 and 0.2 is a
theorem of JSJ decomposition for PD(3) pairs along fteslian groups of rank 2. This theorem is obtained by
means of the Scott and Swarup regular neighborood theory.

Theorem 0.1.Let (G, £2) be aPD(3)pair. Letk be a nontrivial element aff and C¢ (k) its centralizer inG. If h
is not infinitely divisible therCs (k) has one of the following three properties

(i) Cg(h) is infinite cyclic.
(i) Cg(h) is free abelian of rani2 or isomorphic to the fundamental group of a klein bottle.
(iii) Cg(h) is conjugate to a subgroup of index at mash one of the Seifert pieces of the JSJ decompositich of

If h is infinitely divisible thenC¢ (k) admits a subgroup of index at mdatwhich is isomorphic to a noncyclic
subgroup of additive rationals.

Theorem 0.2.Let (G, £2) be aPD(3) pair. Leta and/ be nontrivial elements af . If there exists integery| and
lg| such thawh?a= = h4, then|p| = |q|.

Jaco and Shalen [11] have proved Theorems 0.1 and 0.2 in an Haken 3-manifold group. Kropholler [15] has
generalised Theorem 0.2 to all 3-manifold groups.

1. Introduction

Un groupeG de type FP est dit a dualité de Poincaré de dimensi@lit groupe PD4)) si pout tout entief £ n
H(G,7ZG) =0 et siH"(G, ZG) est infini cyclique en tant que groupe abélien. Un groupe & dualité de Poincaré
de dimensiom est donc un groupe ayant des propriétés homologiques analogues a celles du groupe fondamenta
d’une variété de dimensionfermée et asphérique. Un groupe PD(2) est toujours isomorphe au groupe fondamental
d’'une surface fermée (voir [7]). Pour> 4, Davis [5] a construit des groupes RID(ui ne sont pas de présentation
finie et ne peuvent donc pas étre des groupes fondamentaux de variétés fermées de dimeasjprestion de
savoir si un groupe PD(3) est toujours le groupe fondamental d’'une variété fermée de dimension 3 reste ouverte
On sait toutefois qu’un groupe PD(3) possédant un sous-groupe normal infini cyclique est isomorphe au groupe
fondamental d’une variété de Seifert de dimension 3 (voir [3]). paiee de groupesG, £2), est la donnée d'un
groupeG et d’un ensembleé? de sous-groupes de&. Une PDg) paire(G, §2) est une paire de groupes telle que
le double deG le long des2 est un groupe PR{. Une PDg) paire (G, £2) est donc I'analogue algébrique du
groupe fondamental d’une variété compacte, a bord et asphériqge anrrespond aux groupes fondamentaux
des composantes connexes du bord. Cette définition implique ([2] et [1]) que les élémehtodedes groupes
PD(x — 1), queG est sans torsion et ne se scinde pas en produit libre.

Les résultats principaux de cette Note concernent le centralisateur et le commensurateur d’un élément dan
une PD(3) paire. Tout comme dans le cas des variétés de dimension 3, la preuve de ces résultats s’appuie sur |
théoréme de décomposition JSJ pogr®(3) paires (voir Chapitre 2).

Théoréme 1.1. Soit (G, £2) unePD(3) paire. Soient: un élément non trivial dé& et Cg (h) son centralisateur
dansG. Sih n'est pas infiniment divisible, aloi6g (k) est nécessairement d’un des trois types suivants

(i) Cg(h) estinfini cyclique.
(i) Cg(h) est abélien libre de rang ou isomorphe & un groupe fondantal de bouteille de klein.
(iii) Cg(h) est conjugué a un sous-groupe d'indice au fudun des morceaux de Seifert de la décomposition
JSJ deG.
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Si h est infiniment divisible alor€ ¢ (h) contient un sous-groupe d’'indic2 isomorphe a un sous-groupe non
cyclique des rationnels additifs.

Théoréme 1.2.Soit(G, £2) unePD(3)paire. Soient eth deux éléments non triviaux d&, p etq des entiers. Si
a eth sont liés par une relation du typeh?a—t = h? alors |p| = |q/|.

Remarque 1.Jaco et Shalen [11] ont montré les Théorémes 1.1 et 1.2 dans le cas du groupe fondamental d'une
variété Haken. Dans [15] Kroppholler a étendu le Théoréme 1.2 a tous les groupes fondamentaux de variété d
dimension 3.

2. Une décomposition JSJ pour les PD(3) paires

Soit (G, £2) une PD(3) paire. On suppose qgGeadmet une décomposition en un graphe fini de grodpes
que les groupes associés aux arétes dent virtuellement abéliens libres de rang 2. $ain sommet d&”. Soit
G, le groupe associéa Alors G, est le groupe de base d’'une PD(3) pditg, £2,). Introduisons pou¢G,, £2,)
la terminologie suivante :

(i) Si G, estisomorphe au groupe fondamental d’'une variété de Seifert de dimené&lpr8t dit de type Seifert.
Dans ce cas est dit Seifert.

(i) Si G, n'est pas virtuellement abélien et si chaque groupe abélien libre de ran§ 2 el conjugué dans a
un sous-groupe de,, G, est dit atoroidal. Dans ce casest dit atoroidal.

La théorie des voisinages algébriques réguliers développée par Scott et Swarup [17] permet de prouver le
théoréme suivant :

Théoreme 2.1(décomposition JSJ)Soit (G, £2) unePD(3) paire. Alors il existe une décomposition deen un
graphe fini de grouped;, telle que:

(i) Chaque sommet dE est soit Seifert, soit atoroidal.
(i) Les groupes associés aux arétes/dsont virtuellement abéliens libres de rafg
(i) Chaque sous-groupe abélien libre de rahde G est conjugué a un sous-groupe d’'un des groupes de sommet
der.

De plus siI” a un nombre minimal de sommets Seifert parmi 'ensemble des graphes de décomposi@ions de
vérifiant les propriétéd a 3 ci-dessus, alorg™ est unique aG-isomorphisme de graphe de groupes prés.

Démonstration. On prouve d'abord ce théoréme dans le cag;oest un groupe PD(3). Le cas des PD(3) paires

(G, £2) dont le bords2 est non vide s’en déduit en amalgamar dle long de chaque élément d2, le groupe
fondamental d’une variété hyperbolique de dimension 3 de volume fini et & bord connexe. Le produit amalgamé
ainsi obtenu est un groupe PD(3) dont la déposition JSJ induit une décomposition JSIén suppose donc

queG est un groupe PD(3). Modulo quelques adaptatidgaadées par Scott et Swarup, le Théoréme 12.5de [17]
montre I'existence d’une décomposition@een un graphe fini de groupé¥ vérifiant, entre autres, les propriétés
suivantes :

(i) Les sommets d€”’ sont de deux types; les sommet de typeet les sommets de type. De plus deux
sommets de méme type ne peuvent étre adjacents.
(i) Les groupes d’arétes d&’ sont virtuellement abéliens libres de rang 2.
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(iif) Tout sous-groupe abélien libre de rang 2 @eadmet un sous-groupe d’indice fini conjugué dahs un
sous-groupe du groupe d’'un sommet de typele I'’.

(iv) Les sommets de typ&i de I’ sont simples dans le sens ou la décomposifidme peut étre raffiné en
scindant un sommet de ce type le long d’un sotam4ge virtuellement abélien libre de rang 2.

Cette décomposition dé sera appelée décomposition de Scott et Swaru@.dee théoreme de Bowditch [3] et

les méthodes de Dunwoody et Swenson [6] permettent de montrer que les sommetsi@edigpe sont Seifert.

Soit I" le graphe de décomposition deobtenu a partir dé&’ en supprimant les sommets de tyfagpour lesquels
I'inclusion des groupes d’arétes dans le groupe de sommet est un isomorphisme. Le reste de la preuve du théorén
de décomposition JSJ d'un groupe PD(3) dstesa établir les points suivants :

Les sommets simples de sont atoroidaux.

Les sous-groupes abéliens libres de rang & dent conjugués dans des groupes de sommelfs de

Le graphd™ a un nombre minimal de sommet Seiferts.

Toute décomposition d€ vérifiant les propriétés (i) a (iii) de I'énoncé et possédant un nombre minimal de
sommets Seifert esi-isomorphe .

Pour les détails complets de cette preuve, nous renvoyons a [4] (voir aussi la Section 12 de [17]).

Ce théoreme est I'analogue algigjore de la décomposition JSJ desigt¥s de dimension 3 compactes et
irréductibles le long de tores incompressibles établie par Jaco et al. ([11], [12], voir aussi [18]). Le Théoréme 2.1
a été établi par Kropholler [14] dans le cadre de Ppairesn > 2 vérifiant I'hypothése supplémentaire (max-c)
que toute suite croissante de centralisateurs est stationnaire. Cependant certains groupes PD(4) ne vérifient p
cette hypothése [10]. Il découle de nos résultats quesdes PD(3) paires possédent la propriété max-c.

3. Centralisateurs dans une PD(3) paire

Définition 3.1. SoientG un groupe ef{ et K des sous-goupes de.

(i) OnditqueH et K sont commensurables lorsqien K est d’'indice fini dand{ et K.
(i) Le commensurateur d&f dansG, noté Comng (H), est le sous-groupe de défini de la maniéere suivante :
Comny (H) = {g € G tels quegHg ! et H soient commensurables

Le résultat suivant se déduit de la preuve du Lemme 2.12 de [19].

Lemme 3.2. Soit H un sous-groupe abélien libre de ra@glu groupe de bas€& d’'unePD(3)paire (G, 2). SiG
n’est pas virtuellement abélien libre de raBgalors [Comny; (H) : H] < oo.

Une PDg) paire (G, £2) est orientable lorsque I'action dé sur le groupe infini cyclique sous-jacent a
H"(G, 2; ZG) est triviale. On commence par étudier le cahsateur d’'un élément dans une PD(3) paire
atoroidale et orientable.

Lemme 3.3. Soit (G, £2) une PD(3) paire atoroidale et orientable. Solt € G un élément non trivial. Alors le
centralisateurCg (h) deh dansG est un sous-groupe abélien demaximal pour la propriété d'étre abélien.
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Démonstration. Remarquons dans un premier temps que corfne2) est orientable, les éléments virtuellement
abéliens de? sont abéliens car orientables ([2]). Soientet ap des éléments d€g (k). PosonsA1 = (ag, h) et
Ao = {(ap, h). On considére les cas suivants.

CAS 1. Les sous-grouped; et A, sont abéliens libres de rang 2. Skitle groupe engendré par; et A,. Si
K n’est pas abélien, le Théoréeme 8.8 de [1] implique ua un centre infini cycliqu& (K) et queK /Z(K) est
I'extension d’un groupe libré& par un groupe fini. En utilisant le fait qU&, £2) est atoroidale on peut montrer que
commeA; et A2 ont une intersection non triviale contient un groupe non libre (voir [4]). Ce n’est pas possible
donckK est abélien.

CAS 2: Le groupeA; est abélien libre de rang 2 e, est infini cycliqgue. Commé € agAlaz_l N Az, le

cas 1 implique quezAlaz‘l et A1 sont commensurables et donc ques Comny;(A1). D'aprés le Lemme 3.2,
Commy; (A1) est abélien libre de rang 2, d'eg commute aveas.

CAS 3: Les groupesA1 et A, sont tous deux infinis cycliques. Considérons le grokpe (a1, az, h). Si K
n'est pas abélien, le Théoreme 8.8 de [1] implique &ua un centre infini cyclique engendré par un élément
et quekK/(t) est I'extension d’'un groupe libré par un groupe fini. Le groupk n’est pas trivial, sinork serait
virtuellement infini cyclique et sans torsion et donc infini cyclique. Le grokigé) a donc un élément d’ordre
infini y. Six est un antécédent dedansk, alors(x, r) est abélien libre de rang 2. Commag a» etx commutent
avect, le cas 2 montre que commute aveae; etay, et donc que appartient au centrg) de K. Ceci contredit le
choix dex qui se projette sur un élément d’ordre infini B¢ (¢). Donc K est abélien.

Lemme 3.4. Soit (G, £2) unePD(3) paire dans laquelleG n’est pas virtuellement abélien libre de raBgSoit
I' la décomposition JSJ d@ et T I'arbre de Bass—Serre associé. On suppds@on réduit a un sommet. Soit
¢ un chemin dang tel que les stabilisateurs de chacune des arétes dient un élément non trividgl de G en
commun. Alors la longueur deest inférieure &.

Démonstration. On raisonne sur la configuration de 3 sommets successifs fixés Sate sommeb du centre

est atoroidalz est commun a deux groupes du bord de la PD(3) p@ite £2,). D’aprés le cas 1 de la preuve du
Lemme 3.3 ces groupes sont commensurables. Cela camgréadi que dans un groupe PD(3), chaque sous-groupe
PD(2) a au plus un représentant deksse de commensurabilité sur lequebcoupe se scinde (Corollaire Al de
[16]). Si deux sommets successifet v’ sont Seifert, on montre que le groufle= (G, G,/) est de type Seifert

en prouvant qué est normal dan&l . Cela contredit le fait qué” a un nombre minimal de sommets Seifert.

Preuve du Théoreme 1.1.0n suppose qué n’est pas virtuellement abélien libre de rang 3 car le résultat est clair
dans ce cas. Par passage a un sous-groupe d’indice au plus 2, on se raméne @i,Ga$ est une paire orientable.
Soit 2 un élément non trivial et non infiniment divisible d& Si Cg (k) n'est pas infini cyclique on montre que
Cg (h) fixe un sommet de I'arbre de Bass—Sefrassocié a la décomposition JSJ@eConsidérons une suite de
générateursy, ..., a,, ... deCg(h). Lhypothése de divisibilité faite sur permet de montrer qu’au moins un des
sous-grouped; = {(a;, h), i € N, mettonsA,, est abélien libre de rang 2. La propriété 3 du Théoréme 3 implique
queA; fixe un sommeb deT. Le Lemme 3.4 permet de montrer gde (k) déplacev & une distance inférieure

a 2 de lui méme, et fixe donc un sommetTeSi ce sommet est Seifert, les Propositions 11.4.5 et 11.4.7 de [11]
permettent de conclure. Si ce sommet &oroidal, le Lemme 3.3 implique qag; (k) est abélien. En particulier
Cg(h) € Commyg (A1), etle Lemme 3.2 montre qu&; (k) est abélien libre de rang 2.

Soit 2 un élément infiniment divisible d&. Alors 4 fixe un sommet d&" sinonh aurait un axe invariant sur
lequel il agirait par translation de longueur finie, codtsant ainsi I'hypothése déivisibilité. Le Lemme 3.4
permet alors de montrer qués () fixe un sommet d&'. Ce sommet n’est pas Seifert car cela contredirait
les Propositions 11.4.5 et 11.4.7 de [11]. Ce sommet est datocoidal et le résultat suit du Lemme 3.3 et de la
classification des groupes résolubles de dimension cohomologique 2 donnée dans [8].

Une utilisation similaire des Lemmes 3.3 et 3.4 permet de montrer :
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Proposition 3.5.Soit (G, £2) unePD(3) paire. AlorsG posséde la propriéténax-9 que toute suite croissante de
centralisateurs devient stationnaire.

Preuve du Théoréme 1.2.0n se raméne au cas ou la paire, £2) est orientable. Noton& = (a, i) le sous-
groupe deG engendré pad et . Alors H vérifie I'égalité Comny (k) = H. Il existe donc pour chaque élément

¢ de H des entiersp(g) etq(g) tels quegh?®g—1 = h?(®). On en déduit en utilisant le Lemme 3.4 que soit
Ipl = |ql, soit H fixe un sommety de I'arbre de Bass—Serfe associé a la décomposition JSJ@eSi v est
Seifert le Théoréme VI.2.1 de [11] impliqye| = |¢|. Siv est atoroidal, on considére I'applicatisnde H dans
(0T, x) définie par¥ (g) = |%|. Cette application est un homomorphisme [15]. On montre en employant le
Lemme 3.3 que kéw) est abelien, d’'olH est résoluble. En utilisant [3] et [9] on montre gHeest de dimension
cohomologique 2. D’aprés [8H est un groupe de Baumslag—Solitar de présentgtion: yxy—1 = x"). Or
Kapovich et Kleiner ont montré [13] que || # |q/|, le groupe de Baumslag—Solit&(p, q) ne peut se réaliser
comme sous-groupe d’un groupe PD(3).
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