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Abstract

We develop a new method to uniquely solve a large class of heat equations, so called Kolmogorov equations in infinitely
many variables. The equations are analyzed in spaces of sequentially weakly continuous functions weighted by proper
(Lyapunov type) functions. In this way, for the first time, the solutions are constructed everywhere without exceptional sets
for equations with possibly non-locally Lipschitz drifts. Apart from general analytic interest, the main motivation is to apply
this to uniquely solve martingale problems in the sense of StroamlaeNian given by stochastic partial differential equations
from hydrodynamics, such as the stochastic Navier—Stokediensaln this Note this is done in the case of the stochastic
generalized Burgers equation. Unigueness is shown in the sense of MarkovTitogite this article: M. Rockner, Z. Sobol,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Résumé

Une nouvelle approche aux équations de Kolmogorov en dimensionfinie et des applications a I'équation stochastique
de Burgers. Nous proposons une nouvelle méthode de résoudre une large classe d'équations de chaleur, c’est-a-dire,
d’équations de Kolmogorov en dimension infinie. Nous cofisids ces équations dans les espaces des fonctions faiblement
séquentiellement continues et subordonnées aux fonctions du type de Liapounoff appropriées. Nos résultats donnent la premie
construction d’une solution qui existe partout dans le cas de coefficients non lipschitziens. Ces études sont motivées par de
applications aux problémes de martingales au sens de Strooektar pour les équations stochastiques aux dérivées partielles
de I'hydrodynamique du type de Navier—Stokes. En particulier, I'équation stochastique de Burgers est analysée. L'unicité est
établie au sens des flots markovieRsur citer cet article: M. Rockner, Z. Sobol, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.
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Version francaise abrégée

On considére suk := L2((0, 1), dr) ol d- est la mesure de Lebesgue I'équation différentielle stochastique

dx (r) = (Arx, (r) + V& (x0(r)) + @ (r, x, (1)) At + VA dw, (1),
xo=x € X,

1)

ou A, dénote le Laplacien avec conditions au bord de Dirichlet(8ut), (w;);>0 €st un mouvement Brownien
cylindrique surX et A, ¥ et @ vérifient les conditions suivantes :

(A) A est un opérateur linéaire symmeétrique, positif et & trac&XddansX tel que Ay := Py APy soit un
opérateur inversible représenté par une matrice diagonaleflapsur toute valeuN € N, Ey étant I'espace
engendré par leN premiéres valeurs propres deet Py le projecteur orthogonal d€ sur E . On pose

(@) ¥ e CLL(R) (¥ est différentiable avec une dérivée localement Lipschitzienne) et il existg0, co) et une
fonction Borélienne et bornée: [0, co) — [0, co) tendant vers zéro a l'infini telle que

W |(x) < C +/|xw(|x])  pour dx p.p.x € R.

(1) @ est Borel mesurable dans la premiére variable et continue dans la seconde et j§ existe0, 1) avec
q1 € [2, 0] etgz € [1, 00) tels que

|®(r,x)| < g(r)(1+ [x]%) pourtoutr € (0,1), x € R.
(®2) Il existehg, h1 € L}L(O, 1), |h1]1 < 2, tel que pour presque tout (0, 1)
@ (r, x)signx < ho(r) + h1(r)|x| pour toutx € R.
(@3) Il existe pg € (0, 1], go € Li(o, 1, g€ LT(O, 1) avecp; € [2, o] et une fonctionw: [0, co) — [0, o)
vérifiant @) telle que, en posamt(r, x) := \/% oua
2-1
D(r,y) — @(r, x) < [go(r) + g1(r)|o (r, x)| /plw(o(r, )]y —x)
pour toutx, y e R, 0< y — x < pp et presque tout € (0, 1).

L'operatéur de Kolmogoro¥. dans (1) est défini par

1 2 d
Lu(x):= ETr(AD u(x)) + (Ax + YO+ P, Du(x)),

ueD:={u=goPy|NeN,geCHEN))}.

Notre objectif est d’abord de résoudre I'équation de Kolmogorov (1) c’est a dire le probléme de Cauchy en
dimension infinieu, = Lu, et obtenir les probabilités de transitia’'un processus de Markov. Apres quoi nous
montrons que ce processus de Markov admet des trajectoires faiblement continues et obtenons une solution de (.
au sens du probléme de martingales de Stroock—Varadhan.

Théoreme 0.1(Resultat principal)SupposongA), (¥) et (P 1)—(P3) vérifiées. Soitg := %}’01'1 (avecag comme
dans(A) et i1 comme dang®?2)) et p € [2,00) N (g2 — 3+ q—zl, o0) (avecqi, g2 comme dang®1)). Posons
X, :=LP((0,1), dr) et, pourk >0, @, (x) := M2 (L+ [x[D)(L+ |x'[2), x € X.
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(a) Il existe un et un seul semigroupg;);~o de noyaux de mbabilité surX, qui vérifie les conditions suivantes.
(i) Pourtoutu € D etx € X, la fonctions — p;(|Lu|)(x) est localement Lebesgue intégrable Biroo) et
prut(x) —u(x) = [ ps(Lu)(x) ds.
(ii) Il existex € (0, kg) etA > Otels quefooo e‘“ps(@p,,{)(x) ds soit fini pour toutx € X .
(b) Il existe un et un seul processus de Markov conserVati& (2, F, (F1)r >0, (x1)r>0, Px)xex,) dansX, tel
que
(i) M est solution du probléme de martingales p@i; D) c’st a dire que pour tout: € D et toutx € X,
la fonctiont — |Lu(x;)| est localement Lebesgue integrable §0roco), P, presque sirement et; :=
u(x:) —u(x) — fé Lu(xs)ds, t >0, est une((F;); >0, P,) martingale partant dé (cf. [11]).
(i) 1l existex € (0, kg) etA > Otels qUEE,[ 6’0 e‘“‘(@p,,{)(xs) ds] soit fini pour toutr € X ,.
(c) M est un processus de Markov au sens fort & trajectoires continues pour la topologie faiklg t&l que
(p1)r>0 €St son semigroupe associé.
(d) Pourt > 0 etu € D, la fonction p;u peut se prolonger de maniére univoque en une fonction continue
localement Lipschitzienne s, que I'on désignera encore par, f, telle quepsi,u(x) — psu(x) quand
t — O pourtouts € [0,00), x € X, etu € D.

1. Introduction

Consider the following stochastic partial differential equationXm= L2(0, 1) = L2((0, 1), dr) (where d
denotes the Lebesgue measure)

dx, (r) = (Arx, r)+ Vrlll(xt (r)) + @(r, X (r))) dr + v/ Adw, (r), @)
xo=x € X.
HereA, denotes the Dirichlet Laplacian @@, 1), (w;);>o is a cylindrical Brownian motion oX, A: X — X isa
positive symmetric linear operator of trace class #ndR — R and® : (0, 1) x R — R are real-valued functions.
This type of equation contains classical stochastic reactfurstbn equations as well as the well-studied stochastic
Burgers equations (see, e.g., [3]) as special cases and atotiearalled generalized stochastic Burgers equations.
The Kolmogorov operatak for (2) is defined as follows.

Lu(x):= %Tr(ADzu(x)) + (Ax + V¥ (x) + @ (-, x), Du(x)), @)

ueD:={u=goPy|NeN, geC3Ey)}.

Here D and D? denote the first and second Frechét derivatives, respectivglis the space spanned by first
eigenfunctions oA and Py : X — Ey is the orthogonal projectio®y € N.

Our aim is to solve the Kolmogorov equations corresponding to (2), i.e., solve the partial differential equation in
infinitely many variables given by, = Lu, gaining the transition probabilities of a Markov process. Then we show
that this Markov process has weakly continuous sample paths and solves (2) in the sense of Stroock—Varadhan
martingale problem [11].

To this end we develop a new technique: Instead of analyzing the equatienLu in spaces of bounded
continuous functions ok ” (1)-spaces wherg is an infinitesimally invariant (or excessive) measurd.das was
done by many authors in previous papers, cf. fi5Z,10]) we consider this equation in weighted spd&e&s, of
weakly continuous functions oK. WCy is equipped with the weighted norfitf [|v := SURy - V=1 f], where
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V is a Lyapunov function fol.. To keep the maximum principle fat, we defineWCy similarly to the space
Coo(RY):

WCy := [f: {V <oo}— R| fiscontinuous on eactV < R}, ReR,

in the weak topology inherited frok, and lim sup V‘l|f|:0}.
R_)OO{V>R}

In this Note we conside¥ of the form V,, . (x) := &3 (1 4 Ix|7), x € X, p > 2, k > 0. Obviously, X, :=
{Vp.« < oo} is nothing butL”((0, 1), dr) for all x > 0. Functions®,, . (x) := V, (x)(1+ |x’|§), xeX,p=2,
x > 0, are of great importance in the construction because of the ineqUglity— L)V, > m, ) , for some
Apac,Mp e > 0.

To measure local Lipschitz continuity, we introduce a family of semi-naiims., p > 2,« > 0,

D i= SUD (Vo 0DV Vy(3) HLUD S0
y1,72€X)p |y1 — y2|2

(< 00).

2. Hypotheses

Now we present our hypotheses on the coefficients in SPDE (2), respectively, the Kolmogorov operator (3), and
the main result.

(A) A is a nonnegative symmetric linear operator frafmto X of trace class such thaty := Py APy is an
invertible operator represented by a diagonal matixtgnfor all N € N. We set

(x,Ax)

agp:= sup R
2

1
X€H,

whereHO1 denotes the Sobolev space of order L#{(0, 1), dr) with Dirichlet boundary conditions.
(@) ¥ e CYL(R) (i.e., ¥ is differentiable with locally Lipschitz derivative) and there existe [0, co) and a
bounded, Borel-measurable functien[0, co) — [0, o) vanishing at infinity such that

[Wrx|(x) S C++/|x w(|x|) for dx-a.ex e R.

(1) @ is Borel-measurable in the first and continuous in the second variable and therg @Xist (0, 1) with
g1 € [2, oo] andgz € [1, co) such that

|@(r, x)| <g(r)(1+|x|2) forallre(0,1), x eR.
(@2) There exisho, h1 € L} (0,1), |h1|1 < 2, such that for a.e: € (0, 1)
@ (r,x)signhx < ho(r) + h1(r)|x| forall x e R.

(®3) There existog € (0,1], go € Li(o, 1), g1¢€ LT(O, 1) for somep; € [2, oo], and a functionw: [0, co) —
[0, c0) as in @) such that, witho (r, x) := |x|//r (1 —r),

®(r,y) — D (r, x) < [g0(r) + g1 |0 (r, ) 7 w0(0 (r, 1)) |y — x)

forallx,yeR,0< y —x < pg, a.ar €(0,1).
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3. Main result

Theorem 3.1.Suppos¢A), (¥) and (¢ 1)—(#3) hold. Letkg := %”Oﬂl (with ag as in(A) andh; as in(®2)), and
let p € [2,00) N (g2 — 3+ 2, 00) (With g1, g2 @5 in(@1)).

(a) There exists a unique semigroyp );~o of probability kernels orX ,, satisfying the following.
(i) Forall u e D andx € X, the functiont — p;(|Lul)(x) is locally Lebesgue integrable df, oo) and

pru(x) —u(x) = o ps(Lu)(x)ds.

(i) There existg € (0, xg) andX > 0 such that](;>o e—“ps(@py,()(x) ds is finite for allx € X .

(b) There exists a unique conservative Markov pro®dss= (2, F, (F;):>0, (x1)r>0, (Px)xex,) in X, satisfying
the following.

(i) M solves the martingale problem oL, D), i.e., for allu € D and all x € X, the functiory — |Lu(x,)]
is locally Lebesgue integrable d®, co) P.-a.s. andm; := u(x;) — u(x) — ]é Lu(xg)ds, t > 0, is an
((F0)r>0, Py)-martingale starting a0 (cf. [11]).

(i) There existx € (0, xg) andX > 0 such thaﬁEx[]go e‘“s(@p,,()(xs) ds] is finite for all.x € X .

(c) M is a strong Markov process with trajectories continuous in the weak topolodg,ofvhose transition
probability semigroup is given byp;);~o.

(d) Fort >0,x € X, andu € D let P,u(x) := p;u(x). Then for allk € (0, ko), P; is extended to &o-semigroup
of quasi-contractions oW’ C,, .. In particular, ps;u(x) — psu(x) ast — Oforall s € [0, 00), x € X, and
ueD.

(e) Fort > 0andu € D, the functionp;u uniquely extends to a locally Lipschitz continuous functiorke@again
denoted by, u. For g > 2 and« € (0, o) there exists,, , > 0 (independent of andx) such that

Ipeutllge <€ ullye and (piu)g.e <€ )y

Complete proofs are contained in [9].

Finally, we emphasize that our approach is quite genexhbiso works for other SPDE, e.g., with the underlying
one-dimensional domai(®, 1) replaced by an open set B (see [8] for the case of the 2D stochastic Navier—
Stokes equation).
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