
x
es.

ciales de

ent des
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004) 747–750

Théorie des nombres

Mesure de Mahler et polylogarithmes

Sana Boughzala

Université du Centre, IPEIM, rue Ibn Eljazzar, 5019 Monastir, Tunisie

Reçu le 10 avril 2003 ; accepté après révision le 2 mars 2004

Présenté par Jean-Pierre Serre

Résumé

L’évaluation de deux façons différentes de la mesure de Mahler du polynôme 1+ z1 + z2 + z3 permet de donner deu
nouvelles formules reliantQ-linéairementζ(3), π2 ln2, π

√
3L(χ−3,2) et certaines valeurs de polylogarithmes multipl
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Abstract

Mahler measure and polylogarithms. We prove two new relations betweenζ(3), π2 ln2, π
√

3L(χ−3,2) and some
multiple polylogarithms by evaluating twice the logarithmic Mahler measure of the polynomial 1+ z1 + z2 + z3. To cite
this article: S. Boughzala, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et rappels

Peu de formules donnent des valeurs spéciales ou des combinaisons linéaires de valeurs spé
polylogarithmes. Citons toutefois deux formules dues à Landen [4]

Li3

(
1

2

)
= 7

8
ζ(3) − π2

12
ln2+ 1

6
(ln2)2, Li3

(
ρ2) = 4

5
ζ(3) + 4

5
ζ(2) lnρ − 2

3
(lnρ)3,

oùρ désigne le nombre d’or etLi3(z) = ∑∞
n=1

zn

n3 .

Citons également la formule connue de Ramanujan [1] ou [2]ζ(3) − π2

12 ln2 = ∑∞
n=1

1
n22n

∑n
k=1

1
k2 , où le

membre de droite est une somme de polylogarithmes.
En général, les relations entre valeurs spéciales de polylogarithmes multiples proviennent trivialem

relations génériques de mélange et de distribution.
Nous démontrons ici deux nouvelles formules qui sont des combinaisonsQ-linéaires entreζ(3), π2 ln2,

π
√

3L(χ−3,2) et des valeurs spéciales de polylogarithmes.

21

4
ζ(3) − π2

3
ln2= π

√
3L(χ−3,2) − 2Li(2,1)

(
1,

1

2

)
+ 2Li(2,1)(1,−j) + 2Li(2,1)

(
1,−j2).
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olynôme

e

us

n

et
79

12
ζ(3) = √

3πL(χ−3,2) + 2Li3

(
1

2

)
+ 2Li(1,2)

(
1

2
,1

)
− 2Li(1,2)(−j,1) − 2Li(1,2)

(−j2,1
)
.

Leurs démonstrations s’appuient sur l’évaluation de deux façons différentes de la mesure de Mahler du p
1+ z1 + z2 + z3.

La mesure logarithmique de Mahler d’un polynôme den variablesP est définie par

m(P) =
1∫

0

· · ·
1∫

0

log
∣∣P (

e2iπt1, . . . ,e2iπtn
)∣∣dt1 · · ·dtn.

En particulier, siP est un polynôme d’une seule variable donné parP(X) = ad

∏d
j=1(X − αj ), on trouve

m(P) = log

(
|ad |

d∏
j=1

max
(∣∣αj

∣∣ ,1
))

grâce à la formule de Jensen.
D’autre part, les fonctions polylogarithmes multiples en plusieurs variables sont définies pours = (s1, . . . , sk)

avecsi ∈ N∗ et |zi | < 1 (1 � i � k), par

Lis(z1, . . . , zk) =
∑

n1>n2>···>nk�1

z
n1
1 · · ·znk

k

n
s1
1 · · ·nsk

k

.

Dans le cask = 1, on retrouve le polylogarithme classiqueLis(z) = ∑
n�1 zn/ns, relié à la fonction zêta d

Riemann par l’identité suivanteζ(s) = Lis (1).

2. Calcul de m(1+ z1 + z2 + z3)

Notre méthode consiste à utiliser la formule de Jensen pour écrire

m(1+ z1 + z2 + z3) = m
(
max

(|1+ z1 + z2|,1
)) = 1

2π2

π∫
0

π∫
−π

log+∣∣1+ eit1 + eit2
∣∣dt2 dt1

avec log+ f = max(logf,0).

Or pour (t1,t2) ∈ [0,π ]2, on a log|1 + eit1 + eit2| � 0 si et seulement sit2 ∈ [t1 − π,π ] . Donc si l’on note
I = 2π2m(1+ z1 + z2 + z3), on obtientI = ∫ π

0

∫ π

t1−π log|1+ eit1 + eit2|dt2 dt1. Pour calculer cette intégrale no
commençons par prouver le résultat suivant

Lemme 2.1. On a

I =
∞∑

n=1

1

n2
In +

∞∑
n=1

2

n2
Jn +

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
Rn

avec In = 1
2n−1

∫ 2π/3
0 sin nt

2 (cos t
2)−n dt, Jn = 2n

∫ π

2π/3 sin nt
2 (cos t

2)n dt et Rn = ∫ 2π/3
0 (2π − t)cosnt dt .

Démonstration. Pourt1 ∈ [0,π], on a|1 + eit1| < 1 si et seulement sit1 ∈ ]2π
3 ,π]. On décompose l’intégrale e

deux parties

I =
2π/3∫
0

π∫
t1−π

log

(∣∣1+ eit1
∣∣∣∣∣∣1+ eit2

1+ eit1

∣∣∣∣
)

dt2 dt1 +
π∫

2π/3

π∫
t1−π

log

∣∣∣∣1+ 1+ eit1

eit2

∣∣∣∣dt2 dt1,
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mesure
puis on applique la relation log|1+ z| = �∑∞
n=1

(−1)n−1

n
zn, pour|z| < 1.

En remarquant queIn = 1
2In−1 + An, avec

An = 1

2n−1

2π/3∫
0

sint/2

(cost/2)n
cos

(n − 1)t

2
dt

et en intégrant par partiesAn, on obtient une relation de récurence entreIn etIn−1 ce qui nous permet de calculerIn.

On utilise la même méthode pour le calcul deJn en écrivantJn = 1
2Jn+1 − Bn et en intégrant par partiesBn.

Le calcul de l’intégraleRn est immédiat. On obtient ainsi le lemme suivant.

Lemme 2.2. Avec les notations du Lemme 2.1, on a

I1 = 2 log2, In = I1 + 2
n−1∑
k=1

(
1

k
cos

kπ

3
− 1

2k

1

k

)
, si n > 1,

Jn =
n∑

k=1

1

k
cos

kπ

3
et Rn = 4π

3n
sin

2πn

3
− 1

n2 cos
2πn

3
+ 1

n2 .

Finalement, on trouve

Proposition 2.3.

I = 7

4
ζ(3) + √

3πL(χ−3,2) + π2

3
ln2+ 2

∞∑
n=2

2

n2

n−1∑
k=1

1

k
cos

kπ

3
−

∞∑
n=2

2

n2

n−1∑
k=1

1

k2k
.

Démonstration. Il suffit de remplacer les intégralesIn, Jn etRn dansI et de les simplifier en remarquant que

∞∑
n=1

(−1)n−1

n3 = 3

4
ζ(3),

∞∑
n=1

(−1)n

n3 cos
2πn

3
= 1

3
ζ(3),

∞∑
n=1

2

n3 cos
nπ

3
= 2

3
ζ(3) et

∞∑
n=1

(−1)n−1χ−3(n)

n2 = 3

2

∞∑
n=1

χ−3(n)

n2 .

3. Identités obtenues

La deuxième méthode est essentiellement due à Smyth [3] qui a calculé plus rapidement la même
en posantz2 = zz3 et en utilisant la formule de Jensen qui donnem(az3 + b) = logmax(|a|, |b|). D’où
m(1+ z1 + z2 + z3) = m((1+ z)z3 + 1+ z1) = m(max(|1+ z|, |1+ z1|)). On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.1 (Smyth [3]).I = 7ζ(3).

En identifiant les deux expressions obtenues, on trouve

Proposition 3.2. 21
4 ζ(3) − π2

3 ln 2= π
√

3L(χ−3,2) − 2Li(2,1)(1,1/2) + 2Li(2,1)(1,−j) + 2Li(2,1)(1,−j2).
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907–
Démonstration. Il suffit de remarquer que
∑∞

n=2
2
n2

∑n−1
k=1

1
k

coskπ
3 = Li(2,1)(1,−j) + Li(2,1)(1,−j2) et∑∞

n=2
2
n2

∑n−1
k=1

1
k2k = 2Li(2,1)(1,1/2).

La preuve de la deuxième formule nécessite deux lemmes supplémentaires

Lemme 3.3.
∞∑

n=2

1

n2

n−1∑
k=1

1

k
cos

kπ

3
= −

∞∑
n=1

1

n
cos

nπ

3

n∑
k=1

1

k2 et
∞∑

n=2

1

n2

n−1∑
k=1

1

k2k
= π2

6
log2−

∞∑
n=1

1

n2n

n∑
k=1

1

k2 .

Démonstration. Par interversion de l’ordre de sommation, il vient

∞∑
n=2

1

n2

n−1∑
k=1

1

k
cos

kπ

3
=

∞∑
n=1

1

n
cos

nπ

3

∞∑
k=n+1

1

k2
= π2

6

∞∑
n=1

1

n
cos

nπ

3
−

∞∑
n=1

1

n
cos

nπ

3

n∑
k=1

1

k2

or
∑∞

n=1
cosnx

n
= − log(2 sinx

2) pour 0< x < π , d’où
∑∞

n=1
2
n

cosnπ
3 = 0.

De même
∞∑

n=2

1

n2

n−1∑
k=1

1

k2k
= π2

3

∞∑
n=1

1

n2k
−

∞∑
n=1

1

n2k

n∑
k=1

1

k2
= π2

6
log2−

∞∑
n=1

1

n2n

n∑
k=1

1

k2
.

On déduit alors le résultat suivant :

Lemme 3.4. Li(2,1)(1,−j) + Li(2,1)(1,−j2) + Li(1,2)(−j,1) + Li(1,2)(−j2,1) = −2
3ζ(3) et Li(1,2)(1/2,1) +

Li(2,1)(1,1/2) + Li3(1/2) = π2

6 log2.

Démonstration. Il suffit de remarquer queLi(1,2)(−j,1) + Li(1,2)(−j2,1) = ∑∞
n=1

2
n

cosnπ
3

∑n
k=1

1
k2 , et∑∞

n=1
1

n2n

∑n
k=1

1
k2 = Li(1,2)(1/2,1) + Li3(1/2).

De la Proposition 3.2 et du lemme précédent, découle la deuxième formule :

Proposition 3.5. 79
12ζ(3) = √

3πL(χ−3,2) + 2Li3(1/2) + 2Li(1,2)(1/2,1) − 2Li(1,2)(−j,1) − 2Li(1,2)(−j2,1).
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