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Résumé
L'évaluation de deux fagons différentes de la mesure de Mahler du polynéme; 1 z> + z3 permet de donner deux
nouvelles formules relian®-linéairements (3), 72In2, 7+/3L(x_3.2) et certaines valeurs de polylogarithmes multiples.
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Abstract

Mahler measure and polylogarithms. We prove two new relations between3), 72In2, 7+/3L(x_3,2) and some
multiple polylogarithms by evaluating twice @hlogarithmic Mahler measure of the polynomialtlz1 + zo + z3. To cite
thisarticle: S. Boughzala, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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1. Introduction et rappels

Peu de formules donnent des valeurs spéciales ou des combinaisons linéaires de valeurs spéciales c

polylogarithmes. Citons toutefois deux formules dues a Landen [4]
1\ 7 n? 1 4 4 2
Lis( = ) ==¢(® —>=In2+=(n2)?,  Lis(p?)==¢@) +=¢@Inp—=(np)3,
3<2> 84“() 1 +6( ) 3(0?) 5(()+5§() P 3( P)

ol p désigne le nombre d'or éfiz(z) = Y 52 &5.

Citons également la formule connue de Ramanujan [1] o (3] — ’{—; In2 = Zfﬁlﬁ Zzzlk—lz, ou le
membre de droite est une somme de polylogarithmes.

En général, les relations entre valeurs spéciales de polylogarithmes multiples proviennent trivialement des
relations génériques de mélange et de distribution.

Nous démontrons ici deux nouvelles formules qui sont des combinaiddirgaires entre;(3), 72In2,
7+/3L(x_3, 2) et des valeurs spécid de polylogarithmes.

21 2 : 1 : , , .
ZC(3) —_ ? |n2: 7T\/§L(X_3, 2) —_ 2L|(2’]_) (1, 5) + 2L|(2’1)(1, _]) + 2L|(2,1)(1’ _]2)
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et
79 (1 ) 1 . . . .2
1—24“(3) = /37 L(x-3,2) +2Li3 > +2Li(1.2 > 1) —2Lia2(—j, D —2Lig(—j%1).

Leurs démonstrations s’appuient sur I'évaluation de deux fagons différentes de la mesure de Mahler du polyndme
1+z1+2z0+2z3.
La mesure logarithmique de Mahler d’'un polynéme:deariablesP est définie par

1

1
m(P):/"'/|Og|P(e2i7”1,...,eZi”’”)
0

0

diy---ds,.

En particulier, siP est un polynéme d’une seule variable donné péx) = ay ]’[j-’:l(X —«j), on trouve

d
m(P) = Iog(ladl [ [ max(|e;]. 1))
j=1

grace a la formule de Jensen.
D’autre part, les fonctions polylogarithmes tiples en plusieurs variables sont définies pou (s1, ..., s¢)
avecs; e N*et|z;] <1(1<i <k), par

Zqte gk
_ T
Lig(z1,...,2) = Z ST s

Sk
..nk

ni>np>->n 21l 1
Dans le cask = 1, on retrouve le polylogarithme classiqu& (z) = Zn>1z”/ns, relié a la fonction zéta de
Riemann par l'identité suivantgs) = Lis(1).
2. Calcul dem(1+z1 + z2 + z3)

Notre méthode consiste a utiliser la formule de Jensen pour écrire

T T
1 . .
m(1+21+22+23)=m(ma><(|1+Z1+z2|,1))=ﬁ//|09+|1+E"1+e"2|dt2dt1
0 —m

avec log” f = max(log f, 0).

Or pour (r1,12) € [0, 7]%, on a logl+ € 4 €%2| > 0 si et seulement sp € [r1 — 7, 7] . Donc si I'on note
I =272m(14 z1+ 22+ z3), on obtientl = [ fg_ﬂ log|1+ € 4 €2 dro dt1. Pour calculer cette intégrale nous
commengons par prouver le résultat suivant

Lemme2.1.0Ona
e8] e8] e8] -1
1 2 (=1)"
I:Z?I,NLZ?J"—}—ZTRH
n=1 n=1 n=1

avec [, = 2,11,1 foz”/gsin”—z’(cosg)‘" dr, J,=2" f,z% sin% (cos5)" dr et R, = 02”/3(271 — t)cosnt dr.

Démonstration. Pourt; € [0, 7], on a|1+ €] < 1 si et seulement i € ]2, 7]. On décompose l'intégrale en
deux parties

2n/3 & . T oow .
ity gr 1 fn
1= / / log |1+e' | 1+1+eit1 drodrg + / / log|1+ an drpdrq,
0 n-w 2w /317
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puis on applique la relatlon g+ z| = Y02, EU L2, pour|z] < 1.
En remarquant qug, = 2 I,_1+A,, avec
27/3
1 sing /2 — Dt
2 =Dt

A = CO-J
"ol (cost/2)" 2
0

eten intégrant par parties,, on obtient une relation de récurence etjret I,,_1 ce qui nous permetde calculer.
On utilise la méme méthode pour le calcul feen écrivant/,, = %Jn+1 — B, et enintégrant par parties,.
Le calcul de I'intégraleR,, estimmédiat. On obtient ainsi le lemme suivant.

Lemme 2.2. Aveclesnotationsdu Lemme 2.1, ona

n—1
1 km 11 .
L =2log2 In:11+22<;cos?—§z>, sn>1,

Z cosk— et R, —Ll_rrsin@—icoszrr—nwLi
”_kl 3 3n 3 n? 3 n?

Finalement, on trouve

Proposition 2.3.

——;(3)+J§nL(X 3,2)+—|n2+2z Z co s anzkzk
n=
Démonstration. Il suffit de remplacer les intégralds, J, et R, dans/ et de les simplifier en remarquant que

o (=11 3 > (—1)" 2rn 1
Y a=3(@, Y —g-cos—-=2¢@),

n=1 n=1 3

> n—1
ZECOSH———;(S) et ZM —ZX 3),
n=1 n=1

3. ldentités obtenues

La deuxieme méthode est essentiellement due a Smyth [3] qui a calculé plus rapidement la méme mesure
en posantzz = zzz et en utilisant la famule de Jensen qui donne(azz + b) = logmax|al, |b]). D'ou
m(l+z1+z22+23) =m((1+2)z3+ 1+ z1) =m(max(|1+z|, |1+ z1])). On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.1 (Smyth [3]).1 = 7¢(3).

En identifiant les deux expressions obtenues, on trouve

Proposition 3.2. 21;(3)——In2 7V/3L(x-3,2) — 2Li2.1y(1, 1/2) + 2Li2.1)(1, —j) + 2Li2.1)(L, —j2).
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Démonstration II suffit de remarquer qued ;2,5 >~ TEcosT = Ligy(L —j) + Ligyd, —j? et
Zn =22 Zk 1 k2k =2Li2.1)(1,1/2).

La preuve de la deuxieme formule nécessite deux lemmes supplémentaires

Lemme 3.3.
0 n—1 0 n 0 n—1 2 00 n
1 1 km 1 niw 1 1 1 T 1 1
2 E 2 OST =05 ) m 8 ) ) = 002D ) e
n=2 k=1 n=1 k=1 n=2 k=1 n=1 k=1

Démonstration. Par interversion de I'ordre de sommation, il vient

131 kn 1 nms 1
Z—zZ; ——Z— 3 Z— 3 ;COS?ZQ
n=2 k=1 k=n+1 n=1 k=1

ory 0, COx — _og(2sing) pour 0<x <7, d'ou Y o2, Zcos’F =0.
De méme
0 n—1 2 0 00 n 2 0 n

1 1 /4 1 1 1 = 1 1
2l FE T T lE T 69 m e
n=2 k=1 n=1 n=1 k=1 n=1 k=1

On déduit alors le résultat suivant :

Lemme 3.4. Li1)(L —j) + Ligy (L, —j?) + Liga(—j. 1) + Lig2(—j2 1) = =3¢(3) et Lia(1/2,1) +
H . 2
Li2,1)(1, 1/2) + Li3(1/2) = % log 2

Démonstration. Il suffit de remarquer quelicz(—j, 1) + Ligz(—j% 1) = Y02, 2cos’y Z’,Zzlk—lz, et
Yt ar i1 =L@ (1/2,1) + Lis(1/2).

De la Proposition 3.2 et du lemme précétjeiécoule la deuxiéme formule :

Proposition 3.5. g;(s) =3 L(x-3,2) + 2Li3(1/2) + 2Li(1.2)(1/2, 1) — 2Li(1.2)(—j, 1) — 2Li(1.2)(—j? 1).
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