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Résumé

Dans cette Note, nous étendons un résultat de couplage pour des variables réelles au cas des variables a valeurs dans un esy
polonais. Ce résultat est une conséquence d'une version conditionnelle du théoréme de Kantorovitch et RBbimstiar.
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Abstract

Coupling for minimal distance. In this Note, we generalize a coupling result for real variables to the case of variables with
values in some Polish space. This resoilows from a conditional version of theatorovitch and Rbinstein theoremlo cite
thisarticle: J. Dedecker, C. Prieur, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).

0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Une version conditionnelle du théoréme de Kantorovitch et Rubinstein

Définition 1.1. Soit A une tribu etZ un espace polonais. On dira qu'une fonct®mle A x Z est une probabilité
conditionnelle surd x Z si

(i) Pourtoutz dansZ, P(-, z) est une probabilité sud.
(i) PourtoutA deA, z — P(A, z) est mesurable dez, B(Z)) dans([0, 1], B([O0, 1])).

Si (X, d) est polonaisA1(X) est'ensemble des fonctions 1-lipschitziennesttidansR.

Proposition 1.2. Soient(X, d) et Z deux espaces polonais #tune probafité sur B(Z). SoientP et Q deux
probabilités conditionnelles suB(X) x Z. On noteP et Q les probabilités surB(X) définies parP(A) =
[ P(A,z)m(dz) et Q(A) = [ Q(A, z)7(dz) respectivement. On suppose glé(x, 0) P(dx) et [ d(x, 0) Q(dx)
sont finies. Il exister de (B(X) ® B(X)) x Z telle que:
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(i) w estun probabilité conditionnelle sUB(X) ® B(X)) x Z.
(i) PourtoutA deB(X), u(A x X,-)=P(A,-), 1-p.S. etu(X x A,-)= Q(A, ), 7-p.s.
("I) fd(x’ y)“(dxv dy7 ) = SuprAl(X) Iff(x)P(dx, ) - f f(x)Q(dx, )|1 m-p.s.

Remarque 1.La fonctionM = SUPrea,(x) | [ f(x)P(dx, ) — [ f(x)Q(dx, )| n'est définie que sur I'ensembie
(dem-mesure 1) des tels que/ d(x, 0) P(dx, z) et [ d(x, 0)Q(dx, z) sont finies. Il découle de la Proposition 1.2
gu’il existe un ensembl® de r-mesure 1 inclus dans tel que la fonctiory — M (z)l 5 (z) estB(Z)-mesurable
(dans le cas o’ est compact, on peut prendBe= Z). En particulier la définition (5) de la Section 2.1 a bien un
sens.

Preuve de la Proposition 1.20n reprend la preuve de Fernique [4].

Cas X fini. Si X = {x1,...,x,}, alors il existey; ;(z) vérifiant le probléme de Monge p; ;(z) > 0,
Z’}Zl Wi j(z) = P({xi}, 2), Yr_q i, j(2) = Q({x}}, 2), et la quantité) " d(x;, x;)u; j(z) est minimale pour ces
contraintes. C'est un probleme d'optimisation convexe. La solutipn(z) est 'un des sommet du polygone
convexe dont les bords sont determinés par lesraoies. Comme les points du sommet sont des fonctions
mesurables déP({x;},z), Q({x;}, 2)), la fonctionz — p; ;(z) est mesurable. Le point (iii) vient du théoreme
de Kantorovitch et Rubinstein (il est vrai pour tait

Cas X compact Pour toutr, on choisit des boréliens disjoints, ..., A, ) de diamétre plus petit que/i
et dont la réunion vaut’. Soitx; un point deA;. On définith, : X > X, = {x1, ..., Xm@)} Par 1 h,(A;) = x;.
On se raméne au cas fini en posdht= P o h;l et 0, =0Qo h;l. Par application du cas précédent, il
existe u,, supportée part, vérifiant les 3 points de la Proposition 1.2 paBr et Q,,. Sur I'espace polonais
(X x X x Z,B(X)® B(X)® B(Z)) on met la probabilité

V(A X B) :/u,n (A, )7 (dz). (1)
B

PuisqueZ est Polonaisz est tendue, et commE x X’ est compact, la famillév,), >0 est tendue (les marginales
le sont). On peut extraire une sous-switg,) qui converge étroitement vers une limitelLa premiére marginale de
v estrr. La probabilitéy peut donc s’écrire(A x B) = fB (A, z)7 (dz) pour une fonctionu vérifiant le point (i)
de la Proposition 1.2. Puisque pour taugt toute f C-lipschitzienne|P,(f) — P(f)| < C/n (de méme pou,

et Q), on déduit de 'unicité desrpbabilités conditionnelles que vérifie le point (ii) de la Proposition 1.2. Par
conséquent

/d(x,y)u(dx,dy,-v sup ‘/f(X)P(dx,-)—/f(X)Q(dx,-)‘ m-p.s (2)
fens(X)

Commeyyg(,) Converge étroitement vers on a aussi

/(/d(x,ym(dx,d»z))n(dz)=/< sup Vf(x)P(dx,z)—/f(x)Q(dx,z>
feA1(X)

ce qui avec (2) prouve le point (iii) de la Proposition 1.2.

Cas X polonais PuisqueX est polonais, il existek, suite croissante de compacts &etelle queP(K},)
et Q(K,) soient plus grand qué: — 1)/n. Soita un point deX. On se raméne au cas compact en posant
P,(A,7) = P(ANK,,2) + (1 — P(K,,2)8,(A) (on définit 9, de la méme maniére a partir d2 et K,,).
Il existe u,, qui vérifie les 3 points de la Bposition 1.2 pour les contraintg’, et Q,. Pour toute fonctionf
C-lipschitzienne on &P, (f) — P(f)| < CfKC d(x,0)P(dx) 4+ Cd(a, 0)P(K;) (de méme pouQ, et Q). Puisque
P(K,) tend vers 1, on en déduit quzep.s.P€Kn) tend vers 1 (de méme podr(K,)). Par suiter-p.s. P, et Q,
convergent étroitement vers et Q. On en déduit que, définie par (1) a des marges étroitement convergentes.

)ﬂ(dz),
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PuisqueZ et X sont polonais(v,),>o est tendue et on peut en extrairg,, qui converge étroitement vers une
limite v. On conclut comme dans le cas compact.

2. Application : couplage pour la distance minimale

Proposition 2.1. Soit($2, A, P) un espace probabilisé X, d) et Z deux espaces polonais. Soiehtet Z deux
variables aléatoires a valeurs das et Z respectivement. On noi®y,z=. une distribution conditionnelle d&
sachantZ, et Pz la distribution deZ. On suppose que est assez riche, c’est a dire qu'il existe une variable
aléatoireU de($2, A, P) dans([0, 1], B([0, 1])), indépendante deX, Z) et de loi uniforme suf0, 1]. SoitQ une
probabilité conditionnelle suB(X) x Z. Il existeY de (£2, A, P) dans(X, B(X)), o (U, X, Z)-mesurable, telle
que(Y, Z) ait pour loi Py z(A x B) = [, Q(A, z2)Pz(dz), et

E(d(X,V)|Z=")= sup ‘/f(X)sz—‘(dX)—/f(X)Q(dx,-), Pz-p.s. (3)

feA(X)

Démonstration. Soit i la probabilité conditionnelle de la Proposition 1.2, avee= Px|z—. etw = Pz. Sur
(S, B =(X x X x Z,B(X)®B(X)® B(Z)) on définit

V(A x B) = / w(A, 2)Pz(dz). (4)
B

On notel = (11, I, I3) I'identité de S dansS. Supposons que I'on puisse construirée ($2, .A) dans(X, B(X))
telle quePy|x—y, z=; = Pp,|1=x, b=;. La distribution de(X, ¥, Z) est alors donneée paiP.x y,z(A x B x C) =
foc Pry1=x, 1s=z(B)Px,z(dx, dz). Grace au point (ii) de la Proposition 1.2, onPg z = Py, 1, et donc
Px vz =P, 1,1, = v. On déduit de (4) que est une distribution conditionnelle d&, Y) sachantZ, ce qui
entraine (3).

Construisons'. D’aprés le lemme de Skorohod [8], il existe une applicatfole X dans un un borélien
de [0, 1], bijective et bimesurable pour les tribus boréliennesF§i x, z2) = P s (1) 1=, = (1 — 00, t]), alors
F(-,x,z) est une fonction de répartition d’inverse cadlAgl(., x, z). On montre facilement que la fonction
(u,x,z) - F~l(u, x,z) est mesurable par rapport ([0, 1)) ® B(X) ® B(Z) (voir [1]). On poseT () =
F~ YU (w), X (»), Z(w)), etenfiny = f~1(T). Il reste & vérifier qQU®y|x=x, 7=; = Ph|1=x, I3=z-

E(xealzeBlye p-1(-c0,1)) = Ellxeal zeplr<i) = / I X (w)eal Z(@)eBl U)<F¢,X (), Z () P(dw).
Puisquel/ est indépendante d&, Z), on obtient donc
B xeal zeslye -1(0oorp) = / ¥ eal zees F (1. X @), Z(@))P(dw)
- / |vealzen Py tsms (£ ~1(1-00, 11))Pry 15 (dx, do).
Comme{f~1(] — 00, 1]), 7 € [0, 1]} est stable par intersection finie et engend¢&’), le résultat suit.
2.1. Couplage et coefficient de dépendance

Soit(£2, A, IP) un espace probabilis€Y, d) et Z deux espaces polonais. Soighet Z deux variables aléatoires
a valeurs dang’ et Z respectivement. On posgZ) = M, et on définit comme dans [1] et [2]

t(M,X)=| sup

feAr(X)

()

/f(X)PX\Z(dx)_/f(x)PX(dx)

1
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La version uniforme de ce coefficient a été introduite pardans [7]. Ce coefficient est une mesure de dépendance
entre M et X. Notons que le coefficient de-mélanges (M, o (X)) entre M eto (X) est obtenu a partir de (5)
en remplaganti1 (X) par 'ensemble des fonctions mesurables bornéesZaiClomme poup, on peut définir le
coefficient de dépendance d’'une suite de variables aléatoires. Dans [1] et [2], nous donnons de nombreux exemple
de suites-dépendantes qui ne sont pas mélangeantes.

Comme conséquence de laoposition 2.1 (en prenant pogr la distribution deX), on a le résultat de couplage
suivant, qui généralise celui obtenu dans [1] lorsglue R.

Corollaire 2.2. Si £2 est assez richg¢voir Proposition2.1), il existe X* mesurable pour la tribw (U, X, Z),
indépendante d&1 = o (Z) et de méme distribution qu€, telle quer (M, X) = E(d(X, X*)).

Remarque 2.NotonsQx,x) 'inverse cadlag de — P(d(X,x) > t) etT = Qq(x.x)(B(M, o (X))). Clairement
dX, X*)=dX, X*) AT+ (d(X, X*) — T)4+. En partant de cette égalité et en procédant comme dans [6], p. 174,
on obtient que pour tout dansX’,

B(M,o (X))
T(M, X) <2 / Qua(x.x)(u) du. (6)
0

Si X =R, (6) est valable en remplacaftM, o (X)) para(M, X) =supcg IE(I x</|Z2) —P(X < 1)1 (voir [1]).
En revanche, si¥ est de dimension infinie, on ne peut remplagém, o (X)) par le coefficient plus faible
(M, 0 (X)) = SUpscpw) | Pxim(A) — Px(A)|l1 (voir [3] pour plus de détails). Notons enfin que X&' du
Corollaire 2.2 minimise¥ — E(d(X,Y)) sur 'ensemble des variablés de méme loi queX et indépendantes
deZ. LorsqueX =R, I'existence d'un telX* est due a Major [5].

Remerciements

Nous remercions Emmanuel Rio de nous agoiggéré que la propriété de couplagerd#1, X) établie dans
[1] pouvait s’étendre au cas ol est & valeurs dans un espace polonais.

Références

[1] J. Dedecker, C. Prieur, Coupling for-dependent sequences and applications,putiécation, 2003. www.ccr.jussieu.fr/Ista/
prepublications.html.

[2] J. Dedecker, C. Prieur, New dependence coefficients. Examplegpphcbtions to statistics, Prépublication, 2003. www.ccr.jussieu.ft/Ista
prepublications.html.

[3] H. Dehling, A note on a theorem of Berkes and Philipp, Z. Wahrsch. Verw. Gebiete 62 (1983) 39-42.

[4] X. Fernique, Sur le théoreme de Kantorovitch—Rubinstein dansfesces polonais, in: Séminaire de Probabilités XV, in: Lecture Notes in
Math., vol. 850, Springer, 1981, pp. 6-10.

[5] P. Major, On the invariance principle for sums of idenlfiigaistributed random variabte J. Multivariate Anal. 8 (1978) 487-517.

[6] F. Merlevede, M. Peligrad, On the cougirof dependent random variables and appilices, in: Empirical Process Techniques for
Dependent Data, Bthauser, 2002, pp. 171-193.

[7] E. Rio, Sur le théoréeme de Berry—Esseen pour les suites fagioiedépendantes, Probab. TheRelated Fields 104 (1996) 255-282.

[8] A.V. Skorohod, On a representation ohdom variables, Theory Probab. Appl. 21 (1976) 628-632.



