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Résumé

Nous étudions la géomeétrie sous-riemannienne des équations différentielles stochastiques conduites par des process!
générant des lacets dans les groupes de Carnot lioas.citer cet article: F. Baudoin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338
(2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Stochastic differential equations driven by loops in Carnot groupsThe subriemannian geometry of stochastic differential
equations driven by processes generating loops in free Carnot groups are stadi¢elthis article: F. Baudoin, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans cette Note, nous considérons dafisine équation différentielle stochastique qui s’écrit sous la forme :

d t
X0 =xo+ Y. [Vixoodul, 0<r<T. (1)
i=1yp
ou:
(1) xoeR";
(2) Vi,...,V; sontdes champs de vected® bornés suiR” ;

(3) o désigne I'intégration au sens de Stratonovitch;
4) (ML, ..., M%) o<, <7 estune semi-martingale a valeurs d&fggénérant un lacet de longuetidans le groupe
libre de Carnot de profonde au dessus di“.
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Nous étudions la géometrie sous-riemannienne canoagperiée a ce type d’équations, et tirons de cette étude
certaines propriétés de la variable aléatairg.

2. Espace des lacets sur un groupe de Carnot libre

Considérons une algébre de Lie ligrgui peut étre graduée de la fagon suivante
g=MV1& - ®Vn,

avec[V;, V1 C V;1; etV, =0, pours > N. On suppose de plus que ditn = d et queV engendrey. Il est

facile de voir queg est I'algébre de Lie d’'un unique groupe de Lie simplement connexe qui sera noté dans
la suiteG,, n. Ce groupe s’appelle le groupe libre de Carnot de profondesur I'espace vectorieV;. Une
courbec:[0, 1] - G, n qui est absolument continue est dite horizontale’sést presque srement dans la
distribution invariante a gauche d&; y qui est engendrée pat;. Fixons maintenant une fois pour toutes une
base(Dy, ..., Dg) deVi. On dira qu’un chemin — R? absolument continu est un lacet de profond&uet de
longueur 1 s'il existe une courbe horizontalq0, 1] — G, y absolument continue telle que€0) = ¢(1) =0 et

me =x ourm estla projection canonique sur la bad®, ..., D). Lensemble des lacets de profondersera
notéL y (RY). Considérons maintenant daR% I'équation différentielle ordinaire :

d t
yt=yo+Z/Vi(ys)dx§, 0<r<1, (2)
i=17
ou:
(1) yoeR";
(2) Va,..., V;sontdes champs de vected® bornés suiR” ;

(3) (xr)o<r<1 € Ly@RY).

Notons £ l'algébre de Lie engendrée par les champs de vectBuet pourp > 2 par £7 la sous-algébre
{[X,Y], X € £/71, Y € £} (Remarquons qué! = £). De plus, sia est un sous-ensemble de on note pour
x € R", a(x) = {V(x), V € a}. Dans ce paragraphe, nous ferons désormais I'hypothése que pour togs les
deR”, on agVt1(yp) = R”. On a alors le théoréme de connectivité suivant.

Théoreme 2.1Poura etbh dansR”, il existe au moins une courbeabsolument continue et de la forr( telle
queyp=a ety; =>b.

Ce théoreme permet d’associer une distaratarelle au systeme de contrble (2) : Pewtbh dansR”, on pose

1 d 1/2
d¥(a,b) = inf/ (Z (x;')2> ds,
0

i=1

ou l'infimum est pris sur les lacets de profondeurV tels que le processus résolvant (2) vérifieyg = a et

y1 = b. Il est facile de vérifier que cela définit bien une distance®urNous nous intéressons maintenant a
quelques propriétés importantes de I'espace métriified”). Précisons pour cela quelques notations! Si
(i1,...,ix) € {1,...,d}* est un mot, on note/| sa longueur ev; le commutateufV;,, [Vi,, ..., [Vi,_,, Vi ].. 1.
Pourx e RN etk > N, on noteld;(x) I'espace vectoriel engendré par I&s ou I décrit 'ensemble des mots
dont la longueur est comprise entveet k. E tant donné que I'on suppose qu’on a toujodfst(x) = R”, il est
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possible de trouver le plus petit des entiees N + 1 tels quédy (x) = R". On notera cet entief(x). On suppose
qued(x) et(dimiy (x)) n+1>4(x) N€ dépendent pas de Nous omettrons donc tedans nos notations.

Théoréme 2.2 ’application identité(R”, Euclidien) — (R”", dV) estC/4-Hélder et la dimension de Hausdorff
de(R",dV) est égale & {_y 1 k(dimll — Up_1).

3. Equations différentielles stochastiques conduites par des lacets browniens de profondevr
3.1. Théorémes de type Hérmander
Considérons sur le groupe de Carfit v le processu§ solution de I'équation différentielle stochastique

d t
Y,:Z/Di(YS)odBé, t>0, (3)
i=1y
ou B est un mouvement brownien standatdlimensionnel. Le théoreme d’Hérmander assure I'existence d’un
noyau de transitiol€*°, p,(x, y) pourY.

Proposition 3.1.Pour chaquel’ > 0, il existe un unique processus conti@ﬁ‘fr)og,gT tel que

(1) Presque stiremen@;, =0;
(2) SiF estune fonctionnelle préevisible et bornée sur I'espace des trajectoir€$ @e <7,
E(F((Yo<i<r) | Y1 =0) ZE(F((Q;\,/T)ogng)) ;

3) (QQ’T)OS,Q est une semimartingale jusqu’au tenips
Le pl’OCGSSUSQ;YT)ogtgr sera appelé le lacet de longuefirsur Y.
Les composantes dén QQ’T)OS,Q dans la bas®;, ..., D; deV; définissent une semimartingaledimen-

sionnelle qui sera appelée le lacet brownien de profoneer nOté(Pt{vT)ogth. On considére maintenant une
équation différentielle stochastique du type

d t
Xt:x0+2/\/i(xs)ode§;;’, 1< T, (4)
i1}
otxoeR" etou(PYY, ..., P )o<i<r estun lacet brownien de profondenir

Proposition 3.2.Pour chaquexp € R”, on a une unique solutiofX;°)o<,<7r de(4). De plus, le flot stochastique
(®;,0< ¢t < T) correspondant est .

Théoréme 3.3. Supposons quéN+1 =0, alors pour chaque solutionX;°)o<, <7 de (4), nous avons presque
sﬂremem‘X)}O = x0. A I'opposé, si on suppose qué'+1(xp) = R”, alors pour la solution(X;%)o<:<7 de(4), la
variable aIéatoireX’}0 a une densit&€° notéepr, qui sous les hypothéses de la section précédente satisfait

m(x)
pr(X) ~7-50 W,

avecm fonctionC* eté dimension de Hausdorff de I'espace métriqié, d").
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4. Operateurs d’holonomie de profondeurN
On noteT, ; 'espace des tenseu€¥® de type(r, s) surR” qui ont un support compact.

Définition 4.1. On définit I'opérateur d’holonomie de profondeNirmpar
(HYK)(x) =E((@5K)(x)), K €Ty, xR,

ol @ est le flot stochastique de I'Eq. (4).

Théoréme 4.2Pour K € T, ;, on a la limite suivante dank?,
HN+1K - K
lim =~ —

T—0 TN+1

ou A y1 est un opérateur du second ordre qui peut étre écrit

= An+41K,

m
ava=ch
i=1
avec:
1 — N dN+D/k :
(2) m=g1 (k)
k|IN+1

(2) L dérivée de Lie
(3) Q; € £V*+1 polynéme de Lie universel d&
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