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Résumé

On considére un probléme de contréle de forme elliptiqgue ou le contrdle est le domaine sur lequel I'équation de Laplace
avec conditions aux limites de Dirichlet est posée. En dimensier2, Sverak a démontré I'existence d’un domaine optimal
dans la classe des ouverts contenus dans un méme ouvedt bodont les complémentaires ont un nombre de composantes
connexes uniformément borné. Ce résultat (J. Math. Pures Appl. 72 (1993) 537-551) est basé sur la compacité de ce
ensemble de domaines pour la topologie de Hausdorff-complémentaire et la contifuiés solutions du probleme de
Dirichlet pour cette topologie. Dans cette Note nous étudions une version discretisée en éléments finis de ce probléme. Nou:
démontrons que le domaine polygonal optimal pour le probléme discretisé converge pour cette topologie vers le domaine
optimal continu. La preuve est basée sur la convergéfﬂ?eies solutions éléments finis par rapport a cette topoldyer
citer cet article: D. Chenais, E. Zuazua, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Finite element approximation on dliptic singular optimal design. We consider a problem of elliptic optimal design. The
control is the shape of the domain on which the Dirichlet problem for the Laplace equation is posed. In dimengi@verak
proved that there exists an optimal domain in the class of all open subsets of a given bounded open set, whose complement
have a uniformly bounded number of connected components. The proof (J. Math. Pures Appl. 72 (1993) 537-551) is based or
the compactness of this class of domains with respect to thpleamentary-Hausdorff topology and the continuous dependence
of the solutions of the Dirichlet Laplacian i1 with respect to it. In this Note we consider a finite-element discrete version of
this problem and prove that the discrete optimal domains converge in that topology towards the continuous one as the mesh-siz
tends to zero. The key point of the proof is that finite-element approximations of the solution of the Dirichlet Laplacian converge
in H1 whenever the polygonal domains converge in the sense of that topdimgite this article: D. Chenais, E. Zuazua,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

Let D be a bounded open Lipschitz connected subs&%andw be a regular open subset Of such that
@ C D. For any open subseé? of D, .£2 denotes the number of connected component® §fs2. For a fixed
N € N, we consider the family of domains

ON ={2 c D; 2 open #.2 <N, o C 2},
and theH ¢-topology defined by the metric

due(2, 2') = max[ max d(x,D\ '), max d(x’, 1_)\52)}.
xeD\$2 x'eD\$2'
We recall thatO" is H¢-compact [1,2].
For f € H-1(D) and$2 € OV, let y, be the solution of the Dirichlet problem if2:

ye GH(:)L(Q)v /Vyﬂ -Vz= (f, Z>H_1(.Q),H6I'(Q)’ VZEH&(Q)
2
We are interested in the following optimal design problem:

QTE’?N J(£2), with J(£2)=(f, yg)[-[—l(g),yé(gy

Sverak [5] proved that a minimize2* does exist irO" .

We prove that such a minimum can be approximated using classical finite elements, without regularity
assumptions on the optimal shape, by a sequence of minimizers of a suitable finite-element family of discrete
optimal design problems.

To do this, for eaclt > 0 we introduce a regular triangular meghof the domainD of sizek and the family
(’),’1" of polygonal open subsets &f, union of triangles iri7;,, such thati.£2;, < N, and containing the domainy,
constituted by all triangles containeddn To be more precise, for eagh> 0, the triangulatior?;, of D with mesh
sizeh is assumed to fulfill the usual finite element requirements so that the involved triangles are closed and
non-degenerated, being uniform ink.

For all 1 > 0 and$2;, € OV, we define the finite-element spag(2;,) C Hol(Qh) constituted by continuous
and piecewiseP; polynomial (over triangles) functions and introduthe Galerkin finite-element approximation
of the Dirichlet problem:

Yh € Vi (£2n); /Vyh Ve =(f ) g1, 1l Y2 € Va($2n).
2

First of all we analyze the convergence of the finite-element solutions towards the solution of the Dirichlet
problem.
To do that, for any2 € OV, and for eacth > 0, we define an approximatia®;, e (9,11" of £2 as follows:

F=D\2, F= |J T. 2,=D\F.
TeT,, TNF+)

It is easy to prove thaty:(£2y, £2) h=2 0, .82, < N for anyh, andwy, C £2;. It follows thatyy, h=2 yo strongly
in H1(D). Here and in the sequéldenotes the extension ok H}(£2) by 0to D.

This result guarantees, roughly speaking, the convergence of the Galerkin finite-element approximations with
respect to theéd “-convergence of domains. It plays the key role in our analysis.

Note that, as a consequence of this fact, we also havghay,) := (f, i) =12y, HY ey

@ — J(82).
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We can then face at the discrete optimal design problem and its convergence towards the continuous one. A
we mentioned above, the existence of minimizersfor j was proved bysverak [5]. The existence of minimizers
2} for jj, in the classO) for eachh > 0 is obvious sinc®)’ has a finite number of elements. Using sequences
of discrete minimizerss2;), the compactness property of th&-topology, and the convergence result above for
the Galerkin approximations, we prove the main result guaranteeing®jat converges, up to subsequences, in
the H¢-topology to continuous minimizet@* ash tends to zero.

This convergence result provides a rigorous justification to the most common engineering approach that, to
compute an approximation of the continuous optimal domain, consists in solving a discrete finite-element version
of the optimal design problem. In other words, this result justifies the commutativity of the optimal design and
numerical approximation processes.

1. Introduction et résultat principal

Soit D un ouvert borné lipschitzien connexe B8 et w un ouvert régulier deD tel que C D. Pour tout
ensemble2 de D, on notef.£2 le nombre de composantes connexedde 2. Pour N € N arbitraire fixé on
considére la famille de domaines

ON ={2 c D; 2ouvert 8.2 <N, o C 2},

et la topologieH ¢ definie par la métrique

dye (2, Q’):max[ max d(x, D\ '), max d(x’, 5\9)}.
x€D\S2 x'eD\$2’

Rappellons qu&” estH¢-compact [1,2].
Pour f € H-X(D) et2 € OV, soityg, la solution du probléme de Dirichlet dass:

Y2 EH&(Q) 5 /Vyﬂ 'VZ:(st>H—1(Q),Hg-(Q)7 VZEH&(Q)- (1)
Q
On considére le probléme d’optimisation de forme suivant :
QTE’?N Jj(82), avec;j(§2)=(f, yQ>H—1(Q)’Hé-(Q)' ()

Sverak [5] a démontré que le minimum gest atteint pour au moins un élément de OV .

Le but de cette Note est de démontrer que le probléme d’optimisation continu peut étre approché a l'aide
d’éléments finis standards. Plus précisément, toute suite de domaines optimaux disdiéts@sipacte, et ses
points adhérents sont des minima pour le probléme continu.

Pour ceci, pour chaque > 0 on introduit un maillage triangulair@, de D de taille 2. On considére la
famille (9,’1\’ des domaines polygonaux d& qui sont I'intérieur d’unions de triangles d&, tels quet 2, < N,
et qui contiennent le domaing;, formé des triangles inclus dams La triangulationZ;, est supposée vérifier
les hypothéses standard de regularité garantidsaobnvergence de la méthode des eléments fhigpour
I'approximation des solutions du probléme de Dirichlet lorsguend vers 0.

Quel que soit2;, dansO,’lV, on introduit le sous-espadé,($2;) de H&(Qh) des fonctions continues &4
par morceaux sur les triangles d,. On considére maintenant I'approximation éléments finis du probléme de
Dirichlet

Y € Vi ($2n) ; /Vyh Van = {f.2n) pay). mi@y Yeh € ValS2n). 3)
£2p

Pour toutz € Hé(Q), on notez € H&(D) son prolongement par O.
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On considére enfin le probléeme de contrble de forme discret :

min_ jn(£2,), avec,(2n) = (f, yn)y- 10 (4)
.Q;,GO;’V H=(82y),Hy (1)

Le résultat principal de la Note est le suivant :

Théoréme 1.1. Pour touth > 0 le minimum dejj, sur O}’ est atteint pour au moins un domaine admissife

Toute suite de domaines discrets optima2}), estH‘-compacte, et chacun de ses points d’accumulation est
un minimums2* de ;.

La suite(j (£27,)), (completg converge versning v j(£2).

De plus, si une sous-suit&2;),, H¢-converge vers2*, alors

yh =5 yh  dansHZ(D)-fort,

ou y; est la solution eléments finis de I'ER) dans$2;,, etyy, la solution de I'équation continu@l) dans$2*

Dans la section suivante nous allons donner les idées principales de la preuve du Théoréme 1.1.

Ce résultat justifie la démarche usuelle de I'ingénieur, qui discrétise le probléme de contrdle de forme pour
obtenir une approximation du domaine optimal pour le modetdinu. En effet, le résultat décrit la convergence
des optima discrets vers les optima continus sans besoin d’aucun renseignement complémentaire a priori sur |
régularité des domaines optimaux continus.

On peut dire aussi que le résultat ci-dessus garantit que les procédures d’optimisation de forme et d’approxi-
mation numérique par éléments finis commutent.

Le Théoréme 1.1 assure aussi la convergence des maemsifonctionnelles, ainsi que celle des états discrets
associés vers I'état continu.

Notons aussi que le résultat ci-dessus est vrai pour tout maillagei satisfait, lorsqué tend vers zéro, les
conditions classiques garantissant la convergence de la méthode d’éléments finis.

Remarquons que &i est vide, alorgl € OV . On définit par continuitéy = 0. Le probléme devient trivia#j est
solution.

L'obtention des taux de convergence reste ouvert. Ceci peut dépendre fortement de la régularité du domaine
optimal continu.

2. ldéedelapreuve

La preuve découle d’'un résultat de convergence des solutions du probléme discret vers la solution du probléme
continu lorsque les domaines discrét$ convergentvers le domaine continu. Nous démontrons d’abord ce résultat
de continuité pour ensuite donner une idée de la preuve du Théoréme 1.1
2.1. Convergence des solutions éléments finis pour la topoldgie

On a le résultat suivant :

Théoréme 2.1. Soient(2,), C O} et$2 € OV tels que2, 200 pour la topologieH¢. On ayy, >0 ygo dans
HE(D)-fort.

Démonstration. D’aprés I'Eq. (3), il est clair que la suitgy},), est bornée danH&(D). Soitw un de ses points
d’accumulation pour l#opologie faible deH&(D).
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Tout d’abord, on sait quég<($2, £2;,) 220 implique ques2, Mosto (voir [2,3,5]). Par définition de la
convergence au sens de Mosco, on sait qu'il enisteHOl(.Q) tel quew = u. Il suffit de voir queu = ygq, et
pour ceci que

/VM’V(p:(f’¢>H—1,H&(Q)7 Yo € D(£2).
2

Pour chaqué:, on noter;, 'opérateur d’interpolation associé a la triangulatifhnet a I'espace d’éléments finis
V(D) associé a cette triangulation.

Soitg € D(£2), de suppork. Commedy«($2, £2;) h=2 0, on sait [2,4] que

dhotQ h<hy = K CS2.

On adoncr, ¢ |p\e,= 0 etr,¢ € V;, (D). On en déduit avec les hypotheses faites sur les triangula@nsque
¢ — mh@llg1py < C(o, D)hll@ll g2 o)-

En outre
/‘V)”\}lz . V(ﬂh@) = <f, Trh@)H—l(D),H&(D)’
D

En utilisant la convergence faible (resp. forte)yjdgresp., @) dansHol(D) et en passant a la limite, on obtient
/va VO ={f.9) 1oy, iy VP €D,

D
soit

/Vu Vo ={f, ¢>H*1(Q),H&(9)’ Yo € D(£2),
2

etdoncu = yg.
En utilisanty, comme fonction test dans la formulation variationnelle, on obtient aussi la convergence des
normes, ce qui donne la convergence fortel

2.2. Approximation d&®" par O

Théoréme 2.2. Pour touts2 € OV, il existe(£2;,), tel ques2, € O ety =00 pour la topologieH¢.
Démonstration. Soit$2 € OV quelconque (pas nécessairement un damaptimal). On lui associe la Suite;,),
définie comme suit. On considere

F=D\R, F,= U 7. 2x=D\F quicontienty,.

TeT;,, TNF#)
On ady<(£2, $21) }29 0. En effet,on a

Q=D\F, $£2,=D\F, FCF,
doncdye(£2;, £2) = MaXxer, d(xp, F). De plus, puisqué, = Urcg, rares T, 0na

Vxp€Fy, AT €Ty, AyeTNFtQ.xp€T.
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On adye (24, 2) < Ilxn — vl <h. Ainsi dye (2, 21 =2 0.

On a aussi. 2, < N. En effet, soitF’ une composante connexe e et

F= T:F"u( U T).

TeTy, TNFI£) TN F£(

Comme chaquel’ est connexe et recoupE’, F' U T est connexe eIF;; est connexe. On en déduit que
Be$2n <82 <N. O

2.3. Preuve du Théoréme 1.1

Le probléme (2) a au moins une soluti@t d’apréséverék [5]. Le probleme (4) a aussi au moins une solution
25 car, ah fixe, (’),’1" ne contient qu’'un nombre fini d’éléments.

On sait qued™ est H¢-compact. Il existe donc une sous-suite, que I'on note en@efe,, qui converge pour
la topologieH* vers un ensemble limit?. Montrons maintenant qué est un minimiseur pour la fonctionnelle
continue;j.

D’apres le Théoreme 2.1, onja($2;) — j(U).

Soit2 € ON quelconque. D’aprés le Théoréme 2.2, il exig®y), telle ques2;, "20 0 ausens dére. D’'aprés

le Théoréme 2.1, on #,(£2;,) ey Jj(£2). Or on sait quej, (£2;) < jn($2,) pout toutk. En passant a la limite, on
obtient

JU<j(2), vReOoN.

Ainsi, U est un minimiseur pour le probléme continu. Nous avons montr§igue;) — ming, o~ j(£2), et que
toute limite de sous-suite d&2;),, est un minimiseur d¢.
Le dernier résultat énonceé dans le Théoréme 1.1 découle du Théoréme 2.1.
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