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Résumé

Nous montrons que les marches aléatoires généralisé&¥sassociées & un systéme de raciRest & une fonctiork de
multiplicité, positive et définie suR, convergent en loi (quand elles sont convenablement normalisées) vers un processus de
Markov a trajectoiregadlagdont le générateur infinitésimal est un opérateur différentiel et aux différences qui généralise le
laplacien usuelPour citer cet article: L. Gallardo, L. Godefroy, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abstract

An invariance principle related to a process which generalizes th&/-dimensional Brownian motion. We prove that the
generalized random walks associated to a root syg&émR” and a nonnegative multiplicity functidndefined onR, converge
in distribution (if suitably normalized) to a Markov process witdlagtrajectories and infinitesimal generator a differential-
difference operator oY which generalizes the usual Laplacidi.cite this article: L. Gallardo, L. Godefroy, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The generalized Laplacian, also called the Dunkl Laplacian, is the opexatery " ; T2 where for 1<i < N,
T; is the differential-difference operator defined foe C1(RY) by Tu(x) = dju(x) + 3, . k(or)o; L—10x)

a€Ry (o, x)
x € RV, where(., -) is the usual scalar produd,is a root system iiR", R, a positive subsysterk,a nonnegative
multiplicity function defined onR and invariant by the finite reflection growp associated witlR, andoy, is the
reflection with respect to the hyperplafg orthogonal tax [2].

The operator%Ak is the infinitesimal generator of a Markov proc€ss);>o with cadlagtrajectories oY
called the Dunkl process [7]. A generalized random wi&lR .y onRRY is a Markov chain with Markovian kernel

P(x,-) such that for allx € RV, Fi(P(x, ) (&) = Ex(—ix, &) Fi(P(0, ) (&), £ € RV, where for a probability
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measure onRY, F(v)(€) = fRN Er(—i&, x)v(dx) is the Dunkl transform of and Ey (u, v) is the Dunkl kernel
which reduce respectively to the usual Fourier transform and the exponential Kérief & = 0.

Ifthe law . = P (O, -) of (S,),en has usual second moments, we define its first (resp. second) moment function
as the vectom® () = —i(VFi())(0) (resp. theV x N matrixm@ (1) = —(D?Fi (1)) (0)) whereV (resp.D?)
denotes the gradient (resp. the Hessian matrix).

The first of our results is an algebraic decompositiofRéf, indispensable to normalize suitably our random
walks.

Theorem 0.1.There is a unique orthogonal decompositionRdf of the formRY = Vo @t vi @t --- @t Vv,
whereVo =", He @andV;, 1< j <1, are W-irreducible subspaces. Moreover the $gt= R N V; generates
Vi, 1< j <1, Rj isaroot system irV; and W can be identified to the product grOLm’j:1 W;, whereW; is the
reflection group associated ®;.

Then the Dunkl kerneEy splits as a tensor produél; = E,EO) ® E,El) ® - ® E,El), WhereE,EO) is the usual

exponential kernel oirg and for 1< j <, E,ij) is the Dunkl kernel associated to the root systemand to the
restriction ofk on R;.

Theorem 0.2.With the notations of TheoreM1, let (S,),cn be a generalized random walk a&" with law
n having usual second moments and such thét (1) = 0 and the matrixn® (1) acting onV;, 0< j <1, as

szlvj. LetSy = S,(,O)/O'0+ st S,(,I)/az, neN, whereS,(/) denotes the projection ¢, on V;. Then the sequence of
processe(” = (X}'),>0 defined byX} = Sf‘,lt]/ﬁ, t > 0, converge in distribution to the Dunkl proce§s;); >0
in the Skorohod space.

Note that our hypothesis on the second moment matf#(u) is fulfilled in some important cases, for example
whenp is a W-invariant probability measure dR" .

1. Introduction et généralités

Sous des hypothéses naturelles, les marches aléatoir@®’suf) convenablement normalisées convergent en
loi vers le mouvement brownien d&". C'est le célébre «principe d’invariance » de Donsker [1,5]. Dans cette
Note, nous présentons un résultat analogue pour certaines marches aléatoires généraRsédsaslimite est
alors le processus de Dunkl, processus de Markov a traject@icdagintroduit par Résler et Voit dans [7], dont
le générateur infinitésimal est un opérateur différentiel et aux différences qui généralise le laplacien.

Voyons d’abord précisément de quoi il s’agit. On muiit de sa structure euclidienne canonique, danj et
|-| désigneront le produit scalaire et la norme. RoarR™ \ {0}, on noterar, la réflexion par rapporta I'hyperplan
H,, orthogonal &. On considére un systéme de raciiede RV, c’est-a -dire une famille finie de vecteurs non
nuls deR” vérifiant R N Ra = {+a} eto,(R) = R pour touta € R. Le groupe fini de réflexions engendré par
{0, a € R} sera notdV. On fixe g € RN \ Uger Hay ONNOteR . = {a € R | (o, B) > O} le sous-systeme positif
associé, et une fonction dite de multiplicité, définie s, positive et invariante pa¥. On posey = > k()

etwr(x) = [Tyeg, Ifo x)[Z@.
Pourg € RY etu e CL(RY), on considére 'opérateur de Dunkl [2] :

OZER+

u(x) —u(oyx)

, xE]RN,
{a, x)

Tru(x) = dzu(x) + Z k(o) (e, &)

aERL
0U 9 est la dérivée partielle dans la direction du vectelPoury € RY fixé, le systéme

Teu= (€ y)u, £eRY, w0)=1, (1)
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admet une unique solutian= E;(-, y), analytique suiRY, appelée noyau de Dunkl. On peut montrer que ce
noyau est symétrique, qu’il admet un unique prolongement analytilie:a CV, et qu'il vérifie | Ex(ix, y)| < 1,
pourx,y e RV,

La transformée de Dunkl d’'une mesure de probabilif@oir [7]) est alors définie par :

Fi0®) = [ Bu-igon@n, £ R,
RN
Cette transformation, qui coincide avec la transformation de Fourier usudlle=9, vérifie la propriété de

continuité de Paul Lévy. De plus, gi est la loi d’'une variable aléatoir® définie sur un espace probabilisé
(2,7, P) et a valeurs danR”, on a bien sQr

Fe(o) () =E(Ex(—i§, X)), &eR".

Définition 1.1[7]. Un noyau de Markow’ surRY x B(R") est ditk-invariant si pour tout € R
Fi(P(x,)) (&) = Ex(—ix, ) Fi(P(0,))(€), &eRN, 2)

Une chaine de Markov homogéne &f dont le noyau de transitioR estk-invariant sera appelée marche aléatoire
k-invariante de loiP (0, -).

Notons que sk = 0, on retrouve la définition des marches aléatoires usuelles.
On définit I'espérance généralisée et la matrice de covariance généralisée d’'une mesure de prebabilité
possédant des moments d’ordre 2 par :

mP () = =i(VF)© et mP(u)=—(D*Fi(1n))(0),

ou'V désigne le gradient 2 la matrice hessienne.

L'opérateurA; = Zf\’zl Tg, indépendant de la base orthornorniée. . ., &y} deR”Y, sera appelé laplacien de
Dunkl. Il se réduit au laplacien usuel/si= 0. L'opérateurA; /2 est le générateur infinitésimal d’'un processus de
Markov X surR”" appelé processus de Dunkl ou mouvement brownien généralisé de Dunkl [7]. Le semi-groupe
(Pr)r>0 des noyaux de transition dé est donne par

—(1x[2+]y[?) /2t <x Y
e Ee| =, 2
WA
0Ol ¢ = fpw € ¥*/2w;(x) dx. Enfin, il convient de noter qu&i(P; (x, ))(€) = Ex(—ix, £) e ¥/2, & ¢ RV,
t > 0.

Pi(x, dy) = )wk () dy, 3)

crtV N2

2. Décomposition en sous-espaces irréductibles

Rappelons qu’'un sous-espaiede RY, non trivial, est dit irréductible pour I'action d& si les seuls sous-
espaces d& stables par toub € W sont{0} et V.

Nous supposerons dans la suite glien’est pas réduit & I'identité d&®”. Nous noterons paA &+ B la
somme directe orthogonale de deux sous-espaces vectbeel, et parC U D I'union de deux sous-ensembles
orthogonaux d&®" .

Théoréme 2.1.1l existe une décomposition @&" de la forme
RV =voot viet - a'V, (4)

ou Vo =(,cr Ho €tOU Chaqué/;, 1< j </, estirréductible pour I'action dév. Cette décomposition est unique
a permutation prés deg;, 1< j </.



490 L. Gallardo, L. Godefroy / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004) 487-492

De plus, si on noteRJ =RNV;pourl<g j</, alorsV; est engendre paR;, R; estun systeme de racines

dansV;, etR = Ulgjgz R;. Enfin,W's |dent|f|e au groupe produ]t"[j=l W;, ouW; est le groupe de réflexions
associé ar ;.

Démonstration. On voit facilement que
RN=<ﬂHa>eaiv,
o€R

ouV estle sous espace ¢’ engendré paR. L'existence de¥/; se démontre alors par récurrence sur la dimension
deV.
L'unicité de la décomposition découle des deux lemmes suivants, dont nous omettons les preuves.

Lemme 2.2.Soita € R et S un sous espace d&" stable paro,. Alors S ¢ H, oua € S.
Lemme 2.3. SoitU un sous espace déirréductible pour I'action deW. Alors,U est engendré paRy = RN U.
On déduit également du Lemme 2.3 les autres assertions du Théoremei2.1.

Nous noterons dans la suit¥p, N1,..., N; les dimensions des sous-espaces vectoWgls= (,cx He,
Vi,..., V. Pour 0< j <, on fixe une base orthonorma(lvgf 1IN, deV;, qui s'identifie a la base canonique
deRNJ . Tout vecteur € RV s'écrit donc sous la forme

NJ

i x(/) (J)

j=0i=1
Pour 0< j <, on identifiera la projection orthogonale (resp. la projectidi) = Y"; 1x(j) () dex e RN (resp.
x € CN) surv; (resp. surle complexmé"C deV;) avecle vecteu(x(” .. (’)) deRY/ (resp. deCVi).

Pour 1< j <1, E(” désignera le noyau de Dunkl s/ x CNj correspondant au systeme de raciRest a
la fonction de mU|t|p|ICltd€J = k\g, (restriction dek a R;). De cette maniere, on a ausfl;)+ = {« € R; tel que

(a, B > 0}, ou B est le vecteur ayant servi a défimlr, .

Corollaire 2.4. Pour toutx, y e CV, ona

Ex(x,y) =X ED (D D). gD (x® 3Oy, (5)

Démonstration. On utilise le Théoreme 2.1 et la caractérisation Kje comme unique solution du systéme
différentiel et aux différences (1).0

Le résultat suivant concerne les projectiofié) du processus de Dunkl sur les sous-espdGed < j < /.
Corollaire 2.5. Les processust©@, x@®, ... X sont indépendants. SV # O, le processusx‘® est un
mouvement brownien classique &°. Pour1 < j </, le processu /) est un mouvement brownien de Dunkl

surRM;, associé au systeme de racineset a la fonction de multiplicité; .

Démonstration. On considére des boréliedsdeRY de la forme

B = {x e R" tel que pour < j <1, x € B;},
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ol pour 0< j </, B; est un borélien dev; (~ R"/). On posewy;(-) = [oer), e W@ e =
Jan; e"x(j)‘z/zwk_,. xWydx) ety; = Yue(r)), k(@). Pourr > 0 etx € RY, on calculeP, (x, B) en effectuant
dans la formule (3) le changement de variapte Py, ol P est la matrice de passage de la base canonigié'de

alabase orthonorme’{eél), . séNO), . 81(1)’ s sl(N”). On obtient
1 ©)_.(0)2
_ —(x™ =y /2t 4,,(0)
P/(x,B)= 2 t)No/Z/e dy
Bo
l R .
1 / D12t 12 , <x(]) y(])) . .
—(IxD 124y D128y /2t 1 () ) )
X ——— | e E —, — |y, dy'’. 6
jU]_ijtV/+Nj/23 k NN ](y ) Y ©)
j

On en deduit immédiatement l'indépendance des proceXsiiso < j < . Enfin, on identifie les projections
X, 0< j <, araide de (6) et de [5], Chapitre I, Exercice 1.17

3. Théoréme limite central et principe d’invariance

Théoréme 3.1.S0it(S,),cn Une marche aléatoirg-invariante partant d’un point € RY, et dont la loi. posséde
des moments d’ordi2 On suppose que ™ (1) = 0, quem @ (1) est de rangV et qu’elle agit sur les sous-espaces
Vj, 0< j <1, comme une homothétig 1y, (o7 > 0). Soit

©0) 0
S S

=" ...+ neN.
0o o]

Alors (87 /+/n)uen converge en loi quand — oo vers la loi au temps = 1 du mouvement brownien de Dunkl
partant deQ.

Démonstration. On désigne paff, I'espérance pour la chaing, ),y partant dex a l'instantn = 0. Pour
£ € RN on noterag* = €9 /og + ... + €D /g;. On déduit du Corollaire 2.4 quE, (Ex(—i&, S}//n)) =
E.(Ex(—i&*//n, S,)). On utilise alors la propriété deinvariance du noyau de la marche pour obtenir

({4 5) (o ) ()

Les hypothéses sut™® (u) etm® () impliquent de plus que

e\, e m@aogn | (1
Tk(u)<ﬁ>—l—T+0<;>,

et que(E*, m@(u)g*) = lezl|g<i>|2 = |&[2. Ainsi, By (Ex(—i&, S¥//n)) — €7%/2, quandn — oo, et on
conclut en utilisant le Théoréme de continuité de Paul Lévy [7, Théoréme 27].

Théoreme 3.2. Sous les hypothéses et avec les notations du Thédé&inen considére les processug' =
(X1):>0 définis par
%
son — St
t ﬁ ’
Alors, la suite(X™),en converge en loi vers le mouvement brownien de Duhktans I'espace des fonctions
cadlag sur[0, co[ muni de la topologie de Skoroh¢d4]].

t>0.
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Démonstration. On utilise [4, Chapitre VI, §2, Théoréme 16]. Il faut d’abord montrer la convergence des

distributions multidimensionnelles, i.e. montrer que pourtautl ettous 0Kt < -+ < f; < 400, (XPys oo X5

converge en loi quand — oo vers (X, ..., X;;). Pouri = 1, le résultat découle directement de la preuve du
théoreme limite central 3.1. Poil= 2, on calcule la transformée de Dunkl produit d'un couptg , X7), 0 <
nH<ty<4oo:

Fu (€1, &) = E(Ex (—ik1, X)) Ex(—i€2. X)), &1.&2€RN.
En utilisant la propriété de Markov, on montre que

. . Sn —\n
Fu(61,82) = / Ek<—|sl,x>Em(Ek(—us;, %))vn(dx),
RN

ol v, est la loi deX}: et =oox©@ + -+ 0yxV. Du casi = 1, on déduit alors que

Fu(£1,8) — / Ex(—ik1, x) Ex(—ix, &) & 2-I&1%/2, (dy),
]RN
ouv estla loi deX;,,, et I'on vérifie que cette derniére expression est bien la transformée de Dunkl produit du couple
(X1, X1,). On conclut enfin a I'aide de [3]. Le cas genéral 3 se traite de la méme fagon, par récurrence sur

On vérifie ensuite la condition d’Aldous [4] grace a un critére de Zeuner [8]. Pour cela, on établit le lemme
suivant :

Lemme 3.3.Quel que soient e RY, m e N, p e N*, etd >0, ona

cpa2
02

aveco? = le=o Njojz, ou N; est la dimension d&; etc une constante- O universelle.

IEDy(|Sm+p - Sm' = 9) <

’

Le théoréme est alors démontréa
Les hypothéses des Théorémes 3.1 et 3.2 sont vérifiées par une classe de lois trés naturelle dans ce contexte

Proposition 3.4. Soit .« une mesure de probabilité siRY centrée, W-invariante et possédant des moments
d’ordre 2. Alors, pourl < j <, V; est un sous espace propre & (11).

Remarque 1.Toute probabilit¢: surRY n’est pas la loi d’'une marche aléatoirénvariante (sauf st = 0). C'est
le cas Siwk_l(x)u(dx) est une mesure radiale (voir [6]).
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