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Résumé

Nous donnons une nouvelle preuve élémentaire de l’analyticité en espace des solutions milds des équations de Nav
surR3. Pour citer cet article : P.-G. Lemarié-Rieusset, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Further remarks on the analyticity of mild solutions for the Navier–Stokes equations inR3. We give a new simple proo
that mild solutions for the Navier–Stokes equations onR

3 are spatial analytic.To cite this article: P.-G. Lemarié-Rieusset,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

L’analyticité en la variable d’espace des solutions des équations de Navier–Stokes est bien compris
les travaux de Masuda [7]. L’analyticité spatiale des solutions dans les espaces de Lebesgue a été ré
considérée par plusieurs auteurs (Grujič et Kukavica [4], Lemarié–Rieusset [5,6], Giga et Sawada [3]). La méth
que nous avions développée dans [5] se basait, comme dans l’approche de Foias et Temam [1], sur l
l’opérateur

b2(u, v) = e
√−t�

(
e−√−t�u · e−√−t�v

)
.

Cependant, cet opérateur n’est pas facilement étudiable pour des donnéesu et v dans des espacesLp , et nous
l’avions remplacé par l’opérateur

b1(u, v) = e
√
tΛ1

(
e−√

tΛ1u · e−√
tΛ1v

)
,

oùΛ1 est le multiplicateur de Fourier de symbole|ξ1| + |ξ2| + |ξ3|. Sur une idée de Montgomery-Smith [8], no
remplaçons ici e

√−t� par ei
√
ty· �∇ avec‖y‖ � 1, avec un gain évident :

ei
√
ty· �∇(

e−i
√
ty· �∇u · e−i

√
ty· �∇v

) = uv.

Adresse e-mail :lemarie@maths.univ-evry.fr (P.-G. Lemarié-Rieusset).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.01.015
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Cela nous permet de montrer pour un espace de BanachE assez général que la solution du problème de Cau
pour l’équation de Navier–Stokes sur tout l’espace asociée à une valeur initiale�u0 ∈ E3 a une solution qui satisfa
sur un intervalle]0, T [ l’estimation sup0<t<T ‖e+√−t��u(t, ·)‖E < ∞.

Nous considérons l’équation de Navier–Stokes sur tout l’espaceR
3 :{∃p ∈D′(]0, T [×R

3
)

∂t �u = ��u − �∇ · (�u ⊗ �u) − �∇p,

�∇ · �u = 0,
(1)

où les derivées sont prises au sens des distributions. Nous étudions le problème de Cauchy avec valeur in
un espace invariant par translation :

Définition 1. Un espace invariant de fonctions tests est un espace de BanachE de fonctions localement de car
intégrable tel que

(a) pour toutx0 ∈ R
3 et toutf ∈ E, f (x − x0) ∈ E et ‖f ‖E = ‖f (x − x0)‖E ;

(b) il existe une constanteCE � 0 telle que pour toutf ∈ E on a
∫
‖x‖�1 |f (x)|2 dx � CE‖f ‖2

E ;

(c) D(R3) est dense dansE.

Une conséquence directe de (a) est (c) est le lemme suivant :

Lemme 1. Si E est un espace invariant de fonctions tests, la convolution définit un opérateur bilinéaire c
deE × L1 versE et on a, pour toutf ∈ E et toutg ∈ L1, ‖f ∗ g‖E � ‖f ‖E ‖g‖1.

Pour une donnée initiale à divergence nulle�u0 ∈ E3, oùE est un espace invariant de fonctions tests, on che
une solution�u de (1) avec�u ∈ C([0, T [,E3) et �u(0, ·) = �u0. Un résultat de Furioli, Lemarié-Rieusset et Terran
[2] nous permet d’utiliser le projecteur de LerayP sur les champs de vecteurs à divergence nulle et de réé
l’Éq. (1) de manière équivalente en

�u = et� �u0 −
t∫

0

e(t−s)�
P �∇ · (�u ⊗ �u)ds. (2)

La méthode des itérations de Picard fournit alors une méthode simple pour rechercher des solutions de
On définit l’opérateur bilinéaireB par

B(�u, �v) =
t∫

0

e(t−s)�
P �∇ · (�u ⊗ �v)ds. (3)

Si B est continu sur(ET )3, oùET est un espace de Banach de fonctions sur]0, T [×R
3 :∥∥B(�u, �v)∥∥ET

� C0‖�u‖ET
‖�v‖ET

, (4)

alors, pour toute donnée initiale à divergence nulle�u0 qui satisfait que(et��u0)0<t<T appartient àET avec
‖et��u0‖ET

� 1/(4C0), on peut construire une solution de (2) en définissant par récurrence�u(0) = 0 et �u(n+1) =
et��u0 − B(�u(n), �u(n)) ; la suite �u(n) converge vers une solution�u de (2). De telles solutions sont usuellem
appelées des solutions milds de (1) [6].

Théorème 1. Soit E un espace invariant de fonctions tests. On suppose de plus qu’il existe un second
invariant de fonctions testsG tel que

(H1) le produit ponctuel est un opérateur bilinéaire continu deG × G versE.
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(H2) Pour t > 0, et� est continu deE versG et il existeC � 0 etα ∈ [0,1/2] tel que pour toutf ∈ E on a∥∥et�f
∥∥
G

� Ct−α/2‖f ‖E. (5)

PourT ∈]0,+∞], on définitET l’espace des fonctions continues de]0, T [ versG qui vérifient

sup
0<t<T

sup
‖y‖�4

tα/2
∥∥ei

√
ty· �∇f (t, ·)∥∥

G
< ∞ et lim

t→0
sup

‖y‖�4
tα/2

∥∥ei
√
ty· �∇f (t, ·)∥∥

G
= 0,

normé par‖f ‖ET
= sup0<t<T sup‖y‖�4 t

α/2‖ei
√
ty· �∇f (t, ·)‖G.

Alors, pour toutT < +∞ (α < 1/2) ou toutT � +∞ (α = 1/2), l’opérateur bilinéaireB est continu de
(ET )3 × (ET )3 vers(ET )3. Plus précisément, on a

sup
0<t<T

sup
‖y‖�4

∥∥ei
√
ty· �∇B(�u, �v)(t, ·)∥∥

E
+ ∥∥B(�u, �v)∥∥ET

� C1T
1/2−α‖�u‖ET

‖�v‖ET
, (6)

oùC1 ne dépend pas deT , de �u ni de �v.
De plus, ‖et��u0‖ET

� C2‖�u0‖E , de sorte que l’Éq.(2) a une solution sur]0, T [×R
3 pour T as-

sez petit (ou pour T = ∞ si α = 1/2 et que ‖�u0‖E est assez petite), telle que �u ∈ C([0, T [,E3) et
sup0<t<T sup‖y‖�4 ‖ei

√
t y· �∇ �u(t, ·)‖E < ∞.

Démonstration. Pour �u et �v dans G3, ‖y‖ � 4 et 0< s < t , on cherche à estimer la norme deAy =
ei

√
ty· �∇ e(t−s)�

P �∇ · (�u ⊗ �v) qu’on réécrit en

Ay = e(t−s)�/4 ◦ e(t−s)�/4ei(
√
t−√

s)y· �∇ ◦ (
e(t−s)�/4

P �∇ · ) ◦ e(t−s)�/4(ei
√
sy· �∇ �u ⊗ ei

√
sy· �∇ �v)

. (7)

L’opérateur e(t−s)�/4 est une contraction surE et surG, et envoieG sur E avec une norme O((t − s)−α/2).
L’opérateur de convolution e(t−s)�/4ei(

√
t−√

s)y· �∇ a un noyau intégrable dont la normeL1 vaut e‖y‖2(
√
t−√

s)2/(t−s)

(qui reste inférieur à e‖y‖2
). Enfin, e(t−s)�/4

P �∇· est une matrice d’opérateurs de convolution avec des no
intégrables dont la normeL1 est O(1/(

√
t − s)). On obtient∥∥ei

√
ty· �∇ e(t−s)�

P �∇ · (�u ⊗ �v)∥∥
E

� C e‖y‖2
(t − s)−1/2

∥∥ei
√
sy· �∇ �u(s, ·)∥∥

G

∥∥ei
√
sy· �∇ �v(s, ·)∥∥

G
, (8)∥∥ei

√
ty· �∇ e(t−s)�

P �∇ · (�u ⊗ �v)∥∥
G

� C e‖y‖2
(t − s)−(1+α)/2

∥∥ei
√
sy· �∇ �u(s, ·)∥∥

G

∥∥ei
√
sy· �∇ �v(s, ·)∥∥

G
. (9)

En intégrant (8) et (9), on obtient l’inégalité (6).
Pour finir, il suffit d’écrire que‖ei

√
ty· �∇ et��u0‖G � e‖y‖2‖e3t�/4�u0‖G pour conclure. ✷

On peut assez facilement en déduire l’estimation sup0<t<T ‖e
√−t��u‖E < ∞ :

Théorème 2.SoitE un espace invariant de fonctions tests. Alors il existe une constanteC telle que, pour tout
f ∈ E, on a∥∥e

√−t�f
∥∥
E

� C sup
‖y‖�4

∥∥ei
√
t y· �∇f

∥∥
E
. (10)

Démonstration. On note, pourj ∈ {1,2,3} et ε ∈ {−1,1}, Ωj,ε = {ξ ∈ S2 | ε ξj > 1/2}. À une partition de
l’unité 1 = ∑3

j=1
∑

ε∈{−1,1}ωj,ε où la fonctionωj,ε estC∞ surS2 et à support compact dansΩj,ε , on associe les

multiplicateurs de Fourierωj,ε(D) de symboleωj,ε(
ξ

‖ξ‖ ). On considère égalementθ ∈ D(R3) avecθ(ξ) = 1 pour

‖ξ‖ � 1 et 0 for‖ξ‖ � 2, et on lui associe le multiplicateur de Fourierθ(
√
tD), de symboleθ(

√
tξ). On écrit

e
√−t�f = θ(

√
tD)e

√−t�f +
3∑

j=1

∑
ε∈{−1,1}

(
Id−θ(

√
tD)

)
ωj,ε(D)e

√−t� eiε
√
t 4∂j e−iε

√
t 4∂j f. (11)
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Or l’opérateur(Id−θ(
√
tD))ωj,ε(D)e

√−t� eiε
√
t 4∂j est un opérateur de convolution avec un noyauKj,ε,t (x) =

1
t3/2Kj,ε(

x√
t
), où Kj,ε appartient à la classe de Schwartz. Par ailleurs,θ(

√
tD)e

√−t� est un opérateur d

convolution avec un noyauKt(x) = 1
t3/2K( x√

t
), où

K(x) = 1

(2π)3

∫
θ(ξ)e‖ξ‖ eix·ξ dξ. (12)

Pour α ∈ N
3 avec |α| � 3, il est immédiat quexαK(x) est une fonction bornée, puisque∂

α

∂ξα (θ(ξ)e‖ξ‖) est
intégrable :∣∣∣∣ ∂α

∂ξα

(
θ(ξ)e‖ξ‖)∣∣∣∣ � Cα‖ξ‖−2χ‖ξ‖<2. (13)

Pour R ∈]0,1], on posefα,R = θ(D
R
)(xαK) et gα,R = (1 − ω(D

R
))(xαK). Comme la fonction‖ξ‖−2χ‖ξ‖<2

appartient àL3/2,∞, on voit que‖fα,R‖ � C‖θ( ξ
R
)‖L3,1 � C′R1/3. Par ailleurs, pourj = 1, . . . ,3, on a

∣∣xjgα,R(x)
∣∣ � C

∫
R�|ξ |�2

(
‖ξ‖−3 + ‖ξ‖−2

R

)
dξ � C′

∫
|ξ |�2 ‖ξ‖−2 dξ

R
.

Pour|x| � 1 etR = |x|−3/4, on trouve|xαK(x)| � C|x|−1/4.
On obtient finalement que|K(x)| � C 1

(1+‖x‖)13/4 et donc
∫ |K(x)|dx < ∞. ✷

On vérifie facilement qu’on peut appliquer ces résultats aux espaces suivants :

• espaces de Lebesgue :E = Lp avec 3� p < ∞ (on aG = L2p etα = 3/(2p)),
• espaces de Sobolev homogènes :E = Ẇ1,p = {f ∈ L3p/(3−p) | �∇f ∈ (Lp)3} pour 1< p < 3 (avecG = Ẇ1,r

où 1/r = 1
2(1/p + 1/3) etα = 3

2(1/p − 1/3)),
• espaces de Sobolev :E = W1,p pour 3/2 � p < ∞ (avec G = W1,r où 1/r = 1

2(1/p + 1/3) et α =
3
2(1/p − 1/3) si 3/2� p < 3 etr = 2p etα = 3/(2p) si 3� p < ∞).
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