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Résumé

Nous donnons une nouvelle preuve élémentaire de I'analyticité en espace des solutions milds des équations de Navier—Stoke
surR3. Pour citer cet article: P-G. Lemarié-Rieusset, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Further remarks on the analyticity of mild solutions for the Navier-Stokes equations inR3. We give a new simple proof
that mild solutions for the Navier—Stokes equations]R@nare spatial analyticTo cite this article: P-G. Lemarié-Rieusset,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).

0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

L'analyticité en la variable d’espace des solutions des équations de Navier—Stokes est bien comprise depui
les travaux de Masuda [7]. L'analyticité spatiale des solutions dans les espaces de Lebesgue a été récemme
considérée par plusieurs auteurs (Greji Kukavica [4], Lemarié—Rieusset [5,6], Giga et Sawada [3]). La méthode
que nous avions développée dans [5] se basait, comme dans I'approche de Foias et Temam [1], sur I'étude d
I'opérateur

bo(u,v) =€V _’A(e_V Ay eV _’Av).
Cependant, cet opérateur n'est pas facilement étudiable pour des danegeslans des espacds’, et nous
I'avions remplacé par I'opérateur

bi(u,v) = eVidL (e_‘ﬁAlu . e_“ﬁAlv),
ou A est le multiplicateur de Fourier de symbaée| + 2| + [€3]. Sur une idée de Montgomery-Smith [8], nous
remplacons ici 2 par év'y'V avec||y|| < 1, avec un gain évident :

ei«/fyﬁ(e—i«/?yﬁu . e—i«ﬁyﬁv)

=Uuv.
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Cela nous permet de montrer pour un espace de Bahadsez général que la solution du probléme de Cauchy
pour I'équation de Navier—Stokes sur tout I'espace asociée & une valeur iigtialE3 a une solution qui satisfait
sur un intervallg0, T[ I'estimation sug_, ||e+mﬁ(t, IE < oo.

Nous considérons I'équation de Navier—Stokes sur tout I'esRéce

{EpE'D/(]O, T[xR3) dii=Ai—V-(@®i)—Vp, 1)
V-i =0,

ou les derivées sont prises au sens des distributions. Nous étudions le probléeme de Cauchy avec valeur initiale dau
un espace invariant par translation :

Définition 1. Un espace invariant de fonctions tests est un espace de Bandetionctions localement de carré
intégrable tel que

(a) pourtoutro e R3 ettoutf € E, f(x —xo) € E et flle=If(x —x0)l&;
(b) il existe une constant€g > 0 telle que pour touf € E on afnxugl | £ (x)|2dx < CE||f||fY ;

(c) D(R®) est dense dank.
Une conséquence directe de (a) est (c) est le lemme suivant :

Lemme 1. Si E est un espace invariant de fonctions tests, la convolution définit un opérateur bilinéaire continu
deE x Ll versE etona, pourtoutf € E ettoutg € LY, | f*glle < | flle gl

Pour une donnée initiale & divergence nides E3, oU E est un espace invariant de fonctions tests, on cherche
une solutiorw de (1) aveai € C([0, T[, E®) et (0, -) = iig. Un résultat de Furioli, Lemarié-Rieusset et Terraneo
[2] nous permet d'utiliser le projecteur de LerRysur les champs de vecteurs a divergence nulle et de réécrire
I'Eq. (1) de maniére équivalente en

t
i=e%i— / e"IAPY . (i ® if) ds. (2)
0

La méthode des itérations de Picard fournit alors une méthode simple pour rechercher des solutions de I'Eq. (2)
On définit I'opérateur bilinéair® par
t
B(ii, v) = / e DAPY . (i ® U) ds. (3)
0
Si B est continu sut&r)3, ou &7 est un espace de Banach de fonctions|@uF [ xR3 :

|BG, 9|, < Colldlle, ITle,, (4)

alors, pour toute donnée initiale & divergence nullequi satisfait que(e’2ig)o-,~7 appartient ar avec
i€ 2iiolle, < 1/(4Co), on peut construire une solution de (2) en définissant par récuriggce 0 etiig,+1) =
&2ig — B(ii(n), i(n) ; la suiteii(,) converge vers une solutiai de (2). De telles solutions sont usuellement
appelées des solutions milds de (1) [6].

Théoréme 1. Soit E un espace invariant de fonctions tests. On suppose de plus gu'il existe un second espace
invariant de fonctions tests tel que

(H1) le produit ponctuel est un opérateur bilinéaire continu@ex G verskE.
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(H2) Pourt > 0, &2 est continu deE versG et il existeC > 0 eta € [0, 1/2] tel que pour toutf € E on a
le2fllg<Cr i fle. (5)

Pour T €10, +oc], on définitgr I'espace des fonctions continuesi®eT[ versG qui vérifient

sup sup 2V rq, ) s <oo et lim sup (22| Vir g, =0,
O<t<T |ly|I<4 t—)OHyH<4

normé par| f |, = SURy-, - SUR, <a */21€VY £ (2. )6
Alors, pour toutT < +o00 (@ < 1/2) ou toutT < +oo (« = 1/2), 'opérateur bilinéaire B est continu de
(E1)3 x (Er)8 vers(Er)3. Plus précisément, on a

sup sup €Y VB, 91, )|, + | B, ) le, < T2 iilg, 0N, (6)
0<t<T |ylI<4

ol C1 ne dépend pas dE, deu ni dev.

De plus, |€2%iolle, < Calliolle, de sorte que I'EqQ.(2) a une solution sur]0, T[xR3 pour T as-
sez petit(ou pour T = oo si « = 1/2 et que |uollr est assez petietelle queu e C([0, T, E3) et
SURy<; <7 SURyy| <4 €Y Vi, ) g < oo.

Démonstration. Pour ii et 7 dans G2, |y|| < 4 et O< s < ¢, on cherche & estimer la norme dg =
dVirV gi=9APY . (5 ® ¥) qu’on réécrit en

Ay = e(t_S)A/4 o e(t_V)A/4e|(\/;_\/;)y§ o (e(t_S)A/ﬁP)% . ) o e(t_v)A/4(e|\/§y§L_i ® el\/;y§l_}) (7)
L'opérateur & —$)2/4 est une contraction SUE et surG, et envoieG sur E avec une norme @ — s)~%/?).

Lopérateur de convolutione2/4d 1=V ¥ 3 un noyau intégrable dont la normé vaut &I (i—v»?/(t—s)

(qui reste inférieur a'&1%). Enfin, &~94/4PV. est une matrice d’opérateurs de convolution avec des noyaux
intégrables dont la norme! est Q1/(./7 — 5)). On obtient

”eiﬁyﬁ et=9)ApY . (i ®7) ”E < Cel\y\lz(t _ s)—l/2||ei«/§yﬁ,;(sa .)”G ”eiﬁyﬁg(s, ) ||G (8)
Heiﬁy-% IAPY (i@ ), < celP( - s)—<1+“)/2}|ei“/§y'§ﬁ(s, Mo ||ei«/§y~%,7(s’ Mg (9)

En intégrant (8) et (9), on obtient I'inegalité (6).
Pour finir, il suffit d'écrire quele vV &2iig||c < elV17 ) €32/450]l ¢ pour conclure. O

On peut assez facilement en déduire I'estimationysup, [le¥ "2 g < 0o :

Théoréme 2.Soit E un espace invariant de fonctions tests. Alors il existe une constamédle que, pour tout
feE,ona

e sl < sup [Tl (10
yll<4
Démonstration. On note, pourj € {1,2,3} ete € {-1,1}, 2;, ={£ € S$2|e & > 1/2]. A une partition de
lunité 1= Z?:l > ec(-1.1}@j.e OU la fonctionw; , estC> sur 52 et & support compact das; ., on associe les
multiplicateurs de Fouriep; . (D) de symboleuj,s(ug—”). On considére égalemefie D(R3) avect (&) = 1 pour
lEl < LetOfor|&| > 2, et on lui associe le multiplicateur de Fourdgk/t D), de symbole (/¢£). On écrit

3
VTR =0(/iD) e TR+ Y (Id—0(V1D))w) (D) e 1A eVl grieVidd; f (11)
j=lee{-1,1}
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Or I’opérateur(ld—Q(ﬁD))wJ-,g(D) eV—iA deviddj ast un opérateur de convolution avec un nofgu. ;(x) =
ts%Kj,g(%), ou K;. appartient a la classe de Schwartz. Par aillears/tD)ev—'2 est un opérateur de
convolution avec un noyak, (x) = ﬁ%K(%), ou

K@) =

1 .
6(¢) el s dg. 12
o3 [ 0© ¢ (12
Poura € N3 avec|a| < 3, il est immédiat quex®K (x) est une fonction bornée, puisq%(é)(é)e"s”) est
intégrable :

al)(
‘%—a(e@ el ')‘ < CallEl %X <2 (13)

Pour R €10, 1], on posefy g = 0(2)(x*K) et go.r = (1 — 0(2))(x*K). Comme la fonction|& | =2y <2
appartient &3/2°%, on voit quel| fu,z Il < Cl18(35)ll,31 < C'RY3. Par ailleurs, pouy = 1,...,3,0n a

-2 —2d
el <c [ (e e >d§<c/f|5|L§”5_

R<E1<2

Pour|x| > 1 etR = |x|~%/4, on trouvelx*K (x)| < C|x|~ /4.
On obtient finalement quik (x)| < CW etdonc/ |K (x)|dx < oco. O

On vérifie facilement qu’on peut appliquer ces résultats aux espaces suivants :

e espaces de Lebesgué = L” avec 3< p < oo (onaG = L2P eta =3/(2p)), )

e espaces de Sobolev homogeéné&s= W17 = {f e L3/G=P) |V f e (LP)3} pour 1< p < 3 (avecG = W"
ol 1/r=3(1/p+1/3)eta = 3(1/p - 1/3)),

o espaces de SobolevE = WL? pour 32 < p < co (avecG = W ou I/r = 3(1/p + 1/3) eta =
3(1/p—1/3)si3/2< p <3etr =2p eta = 3/(2p) si 3< p < o0).
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