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Résumé

On donne une formule de Lichnerowicz pour le laplacien associé à une déformation de la théorie de Hodge. Ce
est un opérateur hypoelliptique d’ordre deux sur le fibré cotangent. Il interpole naturellement entre le laplacien de Ho
générateur du flot géodésique.Pour citer cet article : J.-M. Bismut, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The hypoelliptic Laplacian on the cotangent bundle.We give a Lichnerowicz formula for the Laplacian associated
deformation of Hodge theory. This Laplacian is a second order hypoelliptic operator on the cotangent bundle. It inte
naturally between the classical Hodge Laplacian and the generator of the geodesic flow.To cite this article: J.-M. Bismut, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit X une variété riemannienne compacte, et soitF un fibré plat hermitien surS. Dans la Note [2], nous
avons construit un adjoint de l’opérateur de de Rham surT ∗X relativement à une forme sesquilinéaire nature
dépendant d’un hamiltonienH. Nous avons montré qu’on pouvait supposer cette forme hermitienne. Da
présente Note, nous donnons une formule de Lichnerowicz pour le laplacienL correspondant. On montre qu
pour un choix convenable deH, ∂

∂u
− L est hypoelliptique. On vérifie également au niveau formel que

déformation convenable d’un paramètre, ce laplacien interpole entre le laplacien ordinaire deX et le générateur d
flot géodésique surT ∗X.

Dans la Note [3], on donne des résultats correspondants pour une famille de variétésX. Les résultats annoncé
dans cette Note sont démontrés dans [1].

Adresse e-mail : Jean-Michel.Bismut@math.u-psud.fr (J.-M. Bismut).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.01.009
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2. Une formule de Lichnerowicz surT ∗X

On reprend les notations de la Note [2]. En particulierX désigne une variété riemannienne compacte,∇TX est
la connexion de Levi-Civita surTX. SoitRTX la courbure de∇TX. SoitF est un fibré plat muni d’une métriqu
hermitiennegF , etω(∇F ,gF ) est la 1-forme

ω
(∇F ,gF

) = (
gF

)−1∇F gF . (1)

Soit π :T ∗X → X le fibré cotangent deX. Soit ω la forme symplectique deT ∗X. Soit H :T ∗X → R une
fonctionC∞, et soitYH le champ de vecteurs hamiltonien associé surT ∗X. On considère le complexe de d
Rham(Ω ·(T ∗X,π∗F), dT ∗X) des formes à support compact surT ∗X à coefficients dansF . On pose

dT
∗X

H = e−HdT
∗X eH. (2)

Dans [2], on a construit un adjoint formel̄dT
∗X

φ,H de dT
∗X relativement à une forme sesquilinéaire

Ω ·(T ∗X,π∗F). On a montré que cet adjoint est aussi l’adjoint dedT
∗X relativement à une forme hermitienn

surΩ ·(T ∗X,π∗F).
On a le scindageT T ∗X = TX⊕T ∗X induit par la connexion∇TX , et on a aussi l’identification correspondan

Λ·(T ∗X)=Λ·(T ∗X) ⊗̂Λ·(T X).
Soit e1, . . . , en une base orthonormale deTX, et soit e1, . . . , en la base duale correspondante deT ∗X. On

désigne par̂e1, . . . , en et ê1, . . . , ên d’autres copies de ces bases. Alorse1, . . . , en, ê
1, . . . , ên est une base deT T ∗X,

et e1, . . . , en, ê1, . . . , ên est la base duale deT ∗T ∗X. On pose

i
R̂TXp

= 1

2
eiej i ̂RTX(ei ,ej )p

, RT
∗Xp∧ = 1

2
iêi iêj R

TX(ei, ej )p ∧ . (3)

Proposition 2.1. On a les identités,

dT
∗X

H = ei ∧ (∇Λ·(T ∗T ∗X)⊗̂F
ei

+ ∇eiH
) + êi ∧ (∇êi + ∇êiH)+ i

R̂TXp
,

d̄T
∗X

φ,H = (−iêi (∇Λ·(T ∗T ∗X)⊗̂F
ei +ω

(∇F ,gF
)
(ei)− ∇eiH

)
+ iei (∇êi − ∇êiH)+RTXp∧) − iêi (∇êi − ∇êiH).

(4)

Définition 2.2.On pose

Aφ,H = 1

2

(
d̄T

∗X
φ,2H + dT

∗X)
, Bφ,H = 1

2

(
d̄T

∗X
φ,2H − dT

∗X)
,

Aφ,H = 1

2

(
d̄T

∗X
φ,H + dT

∗X
H

)
, Bφ,H = 1

2

(
d̄T

∗X
φ,H − dT

∗X
H

)
.

(5)

On a de manière évidente,

Aφ,H = e−HAφ,H eH, Bφ,H = e−HBφ,H eH. (6)

De plusA2
φ,H = −B2

φ,H,A
2
φ,H = −B2

φ,H. Si ξ ∈ T ∗T ∗X = T ∗X ⊕ TX, soit ξV la projection deξ sur TX. Si

σ(A2
φ,H) est le symbole principla deA2

φ,H, on a

σ
(
A2
φ,H

) = 1

4

∣∣ξV ∣∣2. (7)

Si U est un champ de vecteurs,LU est l’opérateur de dérivée de Lie correspondant. Soit!V le laplacien le long
des fibresT ∗X. On pose

∇̂VH = ∇êiHêi . (8)
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Théorème 2.3.On a les identités,

A2
φ,H = 1

4

(
−!V − 1

2

〈
RTX(ei, ej )ek, el

〉
eiej iêk iêl + 2L∇̂VH

)

− 1

2

(
LYH + 1

2
eiiêj∇F

ei
ω

(∇F ,gF
)
(ej )+ 1

2
ω

(∇F ,gF
)
(ei)∇êi

)
,

A2
φ,H = 1

4

(
−!V − 1

2

〈
RTX(ei, ej )ek, el

〉
eiej iêk iêl +

∣∣∇VH
∣∣2 (9)

−!VH+ 2∇êi∇êjHêi iêj + 2∇êi∇ejHej iêi
)

− 1

2

(
LYH + 1

2
ω

(∇F ,gF
)(
YH) + 1

2
eiiêj∇F

ei
ω

(∇F ,gF
)
(ej )+ 1

2
ω

(∇F ,gF
)
(ei)∇êi

)
.

3. Le cas oùH = c|p|2/2

On suppose désormais queH =Hc, avecHc = c|p|2/2.

Théorème 3.1.On a,

LYHc = ∇Λ·(T ∗T ∗X)⊗F
YHc + cêi iei + c

〈
RTX(p, ei)p, ej

〉
eiiêj . (10)

De plus,

A2
φ,Hc = 1

4

(
−!V + 2cLp̂ − 1

2

〈
RTX(ei , ej )ek, el

〉
eiej iêk iêl

)

− 1

2

(
LYHc + 1

2
eiiêj∇F

ei
ω

(∇F ,gF
)
(ej )+ 1

2
ω

(∇F ,gF
)
(ei)∇êi

)
,

A2
φ,Hc = 1

4

(
−!V + c2|p|2 + c(2êi iêi − n)− 1

2

〈
RTX(ei, ej )ek, el

〉
eiej iêk iêl

)
(11)

− 1

2

(
LYHc + 1

2
ω

(∇F ,gF
)(
YHc) + 1

2
eiiêj∇F

ei
ω

(∇F ,gF
)
(ej )+ 1

2
ω

(∇F ,gF
)
(ei)∇êi

)
.

Théorème 3.2.Pour c �= 0, les opérateurs ∂
∂u

−A2
φ,Hc ,

∂
∂u

− A2
φ,Hc sont hypoelliptiques.

Démonstration. Ceci résulte du Théorème 3.1 et du théorème de Hörmander [6].✷

4. Laplacien hypoelliptique et laplacien ordinaire

On utilise la notationH = |p|2/2. Poura ∈ R∗, soit ra la dilatation des fibres deT ∗X :p→ ap. On pose

a± = 1

2

(
−!V ± 2Lp̂ − 1

2

〈
RTX(ei, ej )ek, el

〉
eiej iêk iêl

)
,

b± = −
(

±LYH + 1

2
eiiêj∇F

ei
ω

(∇F ,gF
)
(ej )+ 1

2
ω

(∇F ,gF
)
(ei)∇êi

)
.

(12)

Notons quea± commute avecr∗−1, et queb± anticommute avecr∗−1.
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De (11), on tire que pourc > 0,

r∗1/√c2A
2
φ,2Hcr

∗√
c
= ca+ + √

cb+. (13)

Pourc < 0, on a une identité évidente du même type, où les indices+ sont remplacés par−.
SoitΦT ∗X la forme de Thom de Mathai–Quillen [7] associée à la métriquegTX et à la connexion∇T X. Le

formeΦT ∗X est normalisée de telle manière que

ΦT ∗X = exp
(−|p|2 + · · ·). (14)

On vérifie que les opérateursa± sont semi-simples. Le noyau dea+ est engendrée par la fonction 1, et le project
QT ∗X+ sur le noyau est donné parα → π∗(αΦT ∗X). Le noyau dea− est engendré parΦT ∗X , et le projecteur
correspondantQT ∗X− est donné parα→ (π∗α)ΦT ∗X .

Soito(TX) le fibré d’orientation deTX. On identifie l’espaceΩ ·(X,F ) (resp.Ω ·(X,F ⊗o(TX))) à son image
dansΩ ·(T ∗X,F) par l’applicationα → π∗α (resp.α → π∗α ∧ΦT ∗X). Notons queQT ∗X+ (resp.QT ∗X− ) est un
inverse à gauche pour ce plongement.

SoitdX l’opérateur de de Rham agissant surΩ ·(X,F ) ou surΩ ·(X,F ⊗o(TX)), et soitdX∗ son adjoint formel
pour le produit hermitien naturel. Le résultat suivant suggère que notre théorie est une déformation de la th
Hodge habituelle.

Théorème 4.1.On a l’identité,

−QT ∗X± b±a
−1± b±QT ∗X± = 1

2

(
dX + dX∗)2

. (15)

Notons qu’une formule comparable à (15) joue un rôle clé dans l’article de Bismut et Lebeau [4] où on d
la théorie de Hodge d’une variété complexeX en la théorie de Hodge d’une sous-variétéY . Les identités (13) e
(15) suggèrent que a structure matricielle de notre opérateur est essentiellement la même que dans [4]. O
dans [5] que c’est effectivement le cas.

5. Une déformation vers le flot géodésique

On suppose de nouveau queH est un hamiltonien arbitraire. Poura ∈ R, on poseHa(x,p) = H(x, ap). Du
Théorème 2.3, on tire pourb ∈ R∗,

r∗
b2A

2
φ,b2H1/b2

r∗1/b2 = 1

4b4

(
−!V − 1

2

〈
RTX(ei, ej )ek, el

〉
eiej iêk iêl

)

+ 1

4

∣∣∇VH
∣∣2 + 1

4b2

(−!VH+ 2êiiêj∇êi∇êjH+ 2ej iêi∇êi∇ejH
)

− 1

2

(
LYH + 1

2
ω

(∇F ,gF
)(
YH) + 1

2b2e
iiêj∇F

ei
ω

(∇F ,gF
)
(ej )

+ 1

2b2
ω

(∇F ,gF
)
(ei)∇êi

)
. (16)

De (16), on tire que quandb→ +∞,

r∗
b22A

2
φ,b2H1/b2

r∗1/b2 = 1

2

∣∣∇VH
∣∣2 −

(
LYH + 1

2
ω

(∇F ,gF
)(
YH)) +O

(
1

b

)
. (17)

Supposons queω(∇F ,gF ) = 0. Par, (17), on voit que quandb → +∞, l’opérateur 2A2
φ,b2H1/b2

se comporte

comme une perturbation du générateur du flot hamiltonien surT ∗X associé àH.
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8.
Notons que siH = |p|2/2, alorsb2H1/b2 =H1/b2
. Il est donc équivalent de prendreH =Hc, avecc= 1/b2. On

a donc montré que dans ce cas, quandb→ 0, l’opérateurA2
φ,H1/b2 converge en un sens adéquat vers le lapla

deX, et quandb→ +∞, il converge vers une perturbation du générateur du flot géodésique.
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