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Résumé

On donne une formule de Lichnerowicz pour le laplacien associé a une déformation de la théorie de Hodge. Ce laplacien
est un opérateur hypoelliptique d’ordre deux sur le fibré cotangent. Il interpole naturellement entre le laplacien de Hodge et le
générateur du flot géodésiquraur citer cet article: J.-M. Bismut, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abstract

The hypoelliptic Laplacian on the cotangent bundleWe give a Lichnerowicz formula for the Laplacian associated to a
deformation of Hodge theory. This Laplacian is a second order hypoelliptic operator on the cotangent bundle. It interpolates
naturally between the classical Hodge Laplacian and the generator of the geodedio flitethisarticle: J.-M. Bismut, C. R.

Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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1. Introduction

Soit X une variété riemannienne compacte, et $oitin fibré plat hermitien su§. Dans la Note [2], nous
avons construit un adjoint de I'opérateur de de Rham7su¥ relativement a une forme sesquilinéaire naturelle,
dépendant d’'un hamiltonie®. Nous avons montré qu’on pouvait supposer cette forme hermitienne. Dans la
présente Note, nous donnons une formule de Lichnerowicz pour le laplécgemrespondant. On montre que
pour un choix convenable d&, f—u — L est hypoelliptique. On vérifie également au niveau formel que par
déformation convenable d’un paramétre, ce laplacien interpole entre le laplacien ordingiet degénérateur du
flot géodésique sur*X.

Dans la Note [3], on donne des résultats correspondants pour une famille de vErie&ssrésultats annoncés
dans cette Note sont démontrés dans [1].
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2. Une formule de Lichnerowicz surT*X

On reprend les notations de la Note [2]. En particuedésigne une variété riemannienne compactet est
la connexion de Levi-Civita suF X. Soit R”X la courbure d&v”X. Soit F est un fibré plat muni d’'une métrique
hermitienneg”, etw (VF, gf) est la 1-forme

(V7. g") = (s") V" (1)
Soitw:T*X — X le fibré cotangent d&. Soit w la forme symplectique d&*X. Soit H:T*X — R une
fonction C*°, et soitY* le champ de vecteurs hamiltonien associé Btik. On considére le complexe de de

Rham(2 (T*X,n*F),dT X) des formes & support compact iirX a coefficients dang. On pose
df, ¥ =eMg" X e, )
Dans [2], on a construit un adjoint forme_iqff,ff de d7"X relativement a une forme sesquilinéaire sur

Q(T*X,7*F). On a montré que cet adjoint est aussi I'adjointdde* relativement & une forme hermitienne
sur2(T*X, n*F).

Onalescindag&T*X = T X & T*X induit par la connexio” X, et on a aussi I'identification correspondante
A(T*X) = A(T*X) ® A (TX).

Soiteq, ..., e, une base orthonormale deX, et soitel, ..., ¢" la base duale correspondante BeX. On
désigne paé1, ..., e, etél, ..., ¢" d'autres copies de ces bases. Alors . ., ¢,, ¢, ..., ¢" estune base dBT*X,
etel, ... e" é1,..., ¢, estlabase duale d&*T*X. On pose

. _ L0 T*X
I——==ceeli ,+—— R
RTXp — 2 RTX(ej.ej)p’

1 .
pA= E’éilé./RTX(ei,ej)P/\- (3)
Proposition 2.1. On a lesidentités,

d77_"l*X —e A (Ve/ix-(T*T*X)QF + Ve,'H) +éi ANV + ViH)+ iR/TX\p’

* . A (T*T*X)®F
dy 31 = (=ia (Ve ( ) +o(VF, g")(ei)) — Ve, H) @)
+ie;(Vai = VM) + R pA) =iz (Vo — VaH).

Définition 2.2.0n pose

1 JT*X T*X 1 TT*X T*X
Apn=5dg g +d" "), Bor=35(dyon—d ), -
1 T*X T*X 1 T*X *X
U7 =5(dg 71 + g ). By 1= 5(dg. 11 — diy ).
On a de maniére évidente,
Ql¢,H = E_HA¢’H eH, ‘Bqﬁ}—[ = e_HB¢’H eH. (6)
De pIusAé o= —qu H,ng o= —%:‘; 4 SIEET*T*X =T*X @ TX, soit§" la projection des sur7X. Si
U(Aé,H) est le symbole principla dAéyH, ona
1, vp2
o (4g5) =7l&"" ()

Si U est un champ de vecteursy est 'opérateur de dérivée de Lie correspondant. 8ditle laplacien le long
des fibresr'*X. On pose

VVH = ViHé ®)



J.-M. Bismut / C. R. Acad. ci. Paris, Ser. | 338 (2004) 555-559 557

Théoreme 2.3.0n a lesidentités,

1 1 o
Asn= Z<_AV - E(RTX(ei, ejex, e’ eliziz + ZLW{)

1 1. 1
_ E(LYH + Ee’léjveljw(vF’ gF)(ej) + Ew(vFng)(ei)Véi>,
9[2 _1' —AV—}( TX(e_ eie > Qi s +|VVH|2 (9)
o H ™ 4 > ir»€j)ek,er)e e’ izl

— AVH + ZVéi VéjHéiiéj + ZVéi VejHeji@i)

1 1 1, 1
- E(Lyﬁ + 5w(vF, g (™) + Se'iz Vio(VF, g") e+ 5w(vF, gF)(e,»)vé,).

3. Le cas oUH = c|p|?/2
On suppose désormais qie= H¢, avecH® = c|p|?/2.

Théoreme 3.1.0n a,

Lyre = v;‘;Z*T*X)@’F + céiie, + c(RTX(p,ei)p.ej)e'is. (10)
Deplus,
2 1 v 1 o rx iJi
A¢,H”:Z —A +2€Lﬁ_§(R (ei,ej)ek,el>ee igkigl
1 1 i F F F 1 F F
-3 LYHC-{-Ee 1éjVe[,w(V , 8 )(ej)—i—éw(v , 8 )(ei)Véi ,
2 1 1% 22 A 1 rx i s
QL!P,HC:Z =AY + | pl© +c(2ei —n)—E(R (ei,ej)ek,q)ee igkig (12)
1 1 oF F\(yHY L L i OF, (oF F 1 oF F
-5 LyHc—i—Ea)(V gy )+§e i;i VoV g )(ej)+§w(v .87 ) eV ).
Théoréme 3.2.Pour ¢ # 0, les opérateurs -2 — A(i e = Qlé 24 Sont hypoelliptigues.

Démonstration. Ceci résulte du Théoréme 3.1 et du théoréme de Hormander(6].

4. Laplacien hypoelliptique et laplacien ordinaire
On utilise la notatior{ = | p|?/2. Poura € R*, soitr, la dilatation des fibres d&*X : p — ap. On pose
1 v 1 rx i
a4 = > —AV + 2Lﬁ — E(R (ei,ej)ex, ez>e eligiy |,
(12)
1. 1
by = _<iLYH + ey Vio(Vi g") e + 5w(v'”, gF)(e,»)vé,).

Notons quer commute avee* , et queb.. anticommute avec* ;.
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De (11), on tire que pour > 0,
ry) ﬁzAgymr% =ca; +/cb,. (13)

Pourc < 0, on a une identité évidente du méme type, ou les indicesnt remplacés par.
Soit #7"X |a forme de Thom de Mathai—Quillen [7] associée a la métriglr& et & la connexiov’X. Le
forme®”"X est normalisée de telle maniére que

o X —exp(—|pl?+--). (14)

On vérifie que les opérateurs sont semi-simples. Le noyau de est engendrée par la fonction 1, et le projecteur
Q"X sur le noyau est donné par— m.(@®’ X). Le noyau dea_ est engendré pad’ X, et le projecteur
correspondan®””X est donné pax — (m.a)®T X,

Soito(T X) le fibré d’orientation d&" X. On identifie 'espac&2 (X, F) (resp.f2' (X, F ® o(T X))) a son image
dans2'(T*X, F) par lapplicatione — 7*« (resp.c — m*a A ®7"X). Notons queQ’" X (resp.Q”"X) est un
inverse a gauche pour ce plongement.

SoitdX I'opérateur de de Rham agissant 1(X, F) ou sur2 (X, F ® o(T X)), et soitdX* son adjoint formel
pour le produit hermitien naturel. Le résultat suivant suggére que notre théorie est une déformation de la théorie de
Hodge habituelle.

Théoreme 4.1.0n al’identité,
* * 1
—01 M bsaz o0l = S (¥ + a**)?. (15)
Notons qu’une formule comparable a (15) joue un réle clé dans I'article de Bismut et Lebeau [4] ou on déforme
la théorie de Hodge d’une variété compleXeen la théorie de Hodge d’une sous-varigtd_es identités (13) et
(15) suggérent que a structure matricielle de notre opérateur est essentiellement la méme que dans [4]. On mont
dans [5] que c’est effectivement le cas.

5. Une déformation vers le flot géodésique

On suppose de nouveau gieest un hamiltonien arbitraire. Poure R, on poseH, (x, p) = H(x, ap). Du
Théoréme 2.3, on tire podre R*,
*le * _i —AV—}(RTX(' ) )l’j-’\ P
P2 ¢,b2H1/,,2r1/b2 = 8 > ei,ejleg,er)e e’ izl

1 1 .. .
+ 21|VVH|2+ (=AY H + 26105 V5 Vo H + 267i5 V5 Ve H)

4p2
1 1 F _F H 1 i F F _F
— 5\ Ly 5w(v g () + T i VEo(VT, ") (e))
1
+ ol )@V (16)
De (16), on tire que quangd— +oo,
1 2 1 1
2 |4 F _F H
P e i = IV HE (Lw 30V )Y )) + 0(5) 17)
Supposons que(VF, gf) = 0. Par, (17), on voit que quarid— +oo, I'opérateur 2(2 se comporte

¢,b2H1/b2
comme une perturbation du générateur du flot hamiltonie $ir associé &.
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Notons que sH = | p|?/2, alorsh?H 2 = HYP? |l est donc équivalent de prendke= H¢, avece = 1/b2. On
a donc montré que dans ce cas, quand 0, I’opérateurAz L converge en un sens adéquat vers le laplacien
de X, et quand — +o0, il converge vers une perturbatioﬁ du générateur du flot géodésique.
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