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Résumé

Dans cette Note, nous présentons la discrétisation par différentes méthodes d’éléments finis mixtes d’une
formulation variationnelle d’un problème de fissure. Cette formulation variationnelle, dite méthode du domaine régulie
mise en œuvre dans le cas d’un modèle simplifé de membrane élastique. Des conditions de type inégalité sont impos
faces de la fissure, et le problème modèle se ramène à un problème de contact unilatéral sur cette fissure. L’analyse ma
de ces méthodes d’éléments finis conduit à des taux de convergence optimaux énoncés ici.Pour citer cet article : Z. Belhachmi
et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Finite element approximation of the smooth domain formulation of crack problems. The discretization by various mixe
finite element methods of a new variational formulation of crack problems is considered. The new formulation, ca
smooth domain method, is derived for crack problems in the case of a simplified model of an elastic membrane. In
type boundary conditions are prescribed at the crack faces. The resulting model takes the form of an unilateral contac
on the crack. The mathematical analysis for the method leads to optimal convergence rates, as given in this Note.To cite this
article: Z. Belhachmi et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Introduction

The numerical simulation of crack problems with unilateral contact conditions on the crack faces is so
many difficulties both in dealing with non-smooth domains and in the numerical modeling of contact cond

Adresses e-mail : belhach@math.univ-metz.fr (Z. Belhachmi), sokolows@iecn.u-nancy.fr (J. Sokolowski).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.01.008
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For such problems, the possibility of performing the computations in the entire (smooth) domain without
reduce such difficulties and allows us to use the discretization by affine finite element methods in the ‘more f
framework of classical variational inequalities arising from unilateral contact models [4,2,3]. This Note pr
three mixed finite element methods for the approximation of the new variational formulation of unilatera
model [5] analyzed in [1]. The optimal convergence rates are given in agreement with the numerical simul

Problem formulation

Let Ω be a bounded domain inR2 with smooth boundaryΓ , and Γc ⊂ Ω be a smooth curve withou
selfintersections. We assume thatΓc can be extended to a closed smooth curveΣ ⊂ Ω , with Σ of classC1,1,
and Ω = Ω1 ∪ Σ ∪ Ω2 is divided into two sub-domainsΩ1, Ω2 (see Fig. 1). In this case,Σ = ∂Ω1 is the
boundary ofΩ1 andΣ ∪ Γ = ∂Ω2 is the boundary ofΩ2. Let Ωc be the domainΩ \ �Γc, thenΓc is called a
crack in the elastic body of the reference configurationΩc. A simplified model of static equilibrium problem fo
an elastic membrane in the domainΩc with the interior crackΓc is given below by (1) to (4). This problem adm
a mixed variational formulation given by (5).

The smooth domain method is proposed in [5] for crack modelling and allows us to solve numerically th
problem in the smooth domainΩ . An application of the method means that the functionsp andu are extended to
the entire domainΩ = Ωc ∪ Γc, and results in the closed variational formulation obtained by replacingΩc with Ω

in (5). The well-posedness of smooth domain formulation is derived in [5] by a regularization technique.

Discrete variational formulation

We denote byTh a family of regular triangulations ofΩ made of triangular or quadrangular elements. Relying
the mixed variational formulation (11), where the inequality constraint onΓc is expressed by a Lagrange multiplie
the approximation of solutions of the smooth domain formulation is performed by various mixed finite ele
We use Taylor–Hood element for the definition of the discrete finite element spaces associated tou andp = gradu.
The construction of the discrete spaces for the Lagrange multiplier is made with constant, respectivel
piecewise functions defined on the 1D triangulation ofΓc. The well-posedness of the resulting discrete problem
stated in Theorem 4.2. The convergence analysis uses a saddle point approach for the mixed formulatio
in unilateral contact problems. The final convergence rate is given in Theorem 4.3. Numerical simulations
performed and are in agreement with the theoretical estimates [1].

1. Introduction

Cette Note présente une approximation de la nouvelle formulation variationnelle d’un modèle de
unilatéral [5] analysé dans [1], et donne des taux de convergence optimaux conformes aux simulations nu
effectuées. Le problème modèle (voir Fig. 1) que nous considérons peut se formuler comme suit : trouveu telle
que

−
u = f dansΩc, (1)

u = 0 surΓ, (2)

[u] � 0,

[
∂u

∂n

]
= 0, [u]∂u

∂n
= 0 surΓc, (3)

∂u

∂n
� 0 surΓ ±

c , (4)

oùf est une fonction donnée deL2(Ωc). Le saut deu surΓc est noté par[u] = u+ − u−, oùu± = u|Γ ±
c

désignent
les traces deu surΓ ±

c .
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Fig. 1. Domaine avec fissure.

Fig. 1. Domain with a cut.

Nous notonsV = V (Ωc), l’espaceL2(Ωc) et nous considérons l’espaceX = X(Ωc) :

X = {
q ∈ L2(Ωc)

2, divq ∈ L2(Ωc)
}
.

Le problème (1)–(4) se formule à l’aide d’une inéquation variationnelle posée dans le cône convexe, ferméK ⊂ X,
que nous définissons grâce à l’espace de Sobolev(H

1/2
00 (Γc))

′ comme :

K = {
q ∈ X, [q, ν] = 0 surΓc (q · ν)± � 0 surΓ ±

c

}
,

où [·] désigne le saut à traversΓc et ν le vecteur unitaire extérieur normal àΩ1.
La formulation variationnelle mixte du problème aux limites (1)–(4) s’écrit alors :
Trouver(p, u) ∈ K(Ωc) × V (Ωc), tel que{∫

Ωc
p(q − p) dx + ∫

Ωc
u(divq − div p) dx � 0, ∀q ∈ K(Ωc),

− ∫
Ωc

div pv dx = ∫
Ωc

f v dx, ∀v ∈ V (Ωc).
(5)

2. Formulation variationnelle dans le domaine régulier

La nouvelle formulation du problème (5) consiste à remplacer le domaine fissuréΩc parΩ avec la modification
qui en découle des espacesX = X(Ω) et V = V (Ω) est le nouveau convexe

K = {
q ∈ X, (q · ν) � 0 surΓc

}
.

L’étude du problème, étendu àΩ , est faite par régularisation. Pourδ > 0, on considère l’équation :

δuδ − div pδ = f, dansΩ, (6)

elle mène au problème régularisé : trouver(pδ, uδ) ∈ K × V (Ω) tel que{
aδ(uδ, vδ) + b(vδ, pδ) = (f, vδ), ∀vδ ∈ V = V (Ω),

−b(uδ, qδ − pδ) + g(pδ, qδ − pδ) � 0, ∀qδ ∈ K,
(7)

où

aδ(u, v) = δ

∫
Ω

uv dx, b(v, q) = −
∫
Ω

v div q dx, g(p, q) =
∫
Ω

p q dx.

La forme bilinéaireaδ(·, ·) est continue etV -elliptique, etb(·, ·) est continue et vérifie la condition inf–sup. L
résultat suivant est établi dans [5] :

Théorème 2.1. Le problème (7) admet une solution unique (uδ, pδ) pour toute fonction f ∈ L2(Ω). De plus, on a
l’estimation de stabilité suivante :

‖uδ‖V + ‖pδ‖X � c‖f ‖L2(Ω), (8)

et la suite des solutions (uδ, pδ)δ converge vers la solution (u, p) du problème (5) quand δ tend vers 0.
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3. Formulation variationnelle discrète

Dans ce qui suit nous supposerons, pour simplifier l’exposé, que le domaineΩ est polygonal et que la fissureΓc

est un segment. On noteTh une famille régulière de triangulations deΩ par des triangles (ou des quadrilatères)
taille maximaleh. Pour chaque élémentT deTh,P�(T ), � = 0,1, désigne l’espace des polynômes de degré� surT .
Nous supposons que les extrémités deΓc sont des sommets deTh. On désigne parc1 = x0, x1, . . . , xI−1, xI = c2
les nœuds surΓc, et on poseti =]xi−1, xi[. Pourh > 0, on introduit ensuite l’espace de dimension finie :

Vh = {
vh ∈ C

( �Ω )
, vh|T ∈P1(T )

}
.

Pour chaque élémentT deTh, la fonction bulle associéeϕT est définie par :

ϕT (x) =
3∏

i=1

λi(x) ∀x ∈ T ,

où λi désigne laie coordonnée barycentrique dansT . On définit PB(T ) = P1(T ) ⊕ RϕT comme espac
d’approximation locale pour les champs de vecteurs dansX. En conséquence, l’espace d’approximation glob
s’écrit :

Xh = {
qh ∈ C

( �Ω )2
, qh ∈ PB(T )2},

et on introduit pour l’approximation deK le convexe fermé :

Kh = {
qh ∈ Xh, qh · ν � 0 surΓc

}
.

On noteVh(Ω�) et Xh(Ω�), � = 1,2, les espaces de dimension finie de fonctions restreintes aux sous-d
nesΩ�. Pour simplifier les notations, nous omettrons désormais le paramètre de régularisationδ > 0, et nous
écrirons doncuh au lieu deuδ,h.

Le problème discret est défini de la manière suivante : trouver(uh, ph) ∈ Vh × Kh tel que{
aδ(uh, vh) + b(vh, ph) = (f, vh), ∀vh ∈ Vh,

−b(uh, qh − ph) + g(ph, qh − ph) � 0, ∀qh ∈ Kh.
(9)

Le résultat suivant est démontré dans [1].

Théorème 3.1. Le problème (9) admet une solution unique (uh, ph) pour h > 0. On a de plus l’estimation de
stabilité suivante :

‖uh‖V + ‖ph‖X � c‖f ‖L2(Ω). (10)

4. Analyse de la convergence

Comme nous avons choisi de prendre en compte la contrainte surΓc par un multiplicateur de Lagrang
nous commençons par introduire une nouvelle formulation mixte du problème (7). L’analyse mathémat
la nouvelle formulation repose sur la théorie du point selle et constitue une extension naturelle de celle re
dans l’analyse de formulations variationnelles mixtes de problèmes de contact unilatéral sans frottement
Nous considéronsXh muni de la norme, notée aussi‖ · ‖X :

‖qh‖X =
( ∑

T ∈Th

‖qh‖2
L2(T )2 + h2

T ‖div qh‖2
L2(T )

)1/2

.

On définit le cône convexe fermé :

M = {
µ ∈ H 1/2(Γc); µ � 0

}
.
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Le problème (7) admet alors la formulation équivalente :
Trouver(u, p, λ) ∈ V × X × M tel que


aδ(u, v) + b(v, p) = (f, v), ∀v ∈ V,

−b(u, q) + g(p, q) + 〈λ, q · ν〉1/2,Γc = 0, ∀q ∈ X,

〈µ − λ, p · ν〉1/2,Γc � 0, ∀µ ∈ M,

(11)

où les inconnues(u, p, λ) sont le point selle du lagrangien associé à (11), défini sur l’ensemble produitV ×X×M.

Proposition 4.1. Le problème (11)admet une solution unique (u, p, λ) ∈ V × X × M pour tout δ > 0. De plus,

λ = [u] sur Γc.

Pour définir une méthode d’approximation du problème (11), nous introduisons deux espaces de dim
finies surΓc :

W0
h (Γc) = {

µh,µh|ti ∈ P0(ti), 0 � i � I − 1
}
,

W1
h (Γc) = {

µh ∈ C
(�Γc

)
, ∃qh ∈ Xh, tel queqh · ν = µh surΓc

}
.

Nous pouvons alors, en fonction du choix d’un des deux espaces ci-dessus, définir plusieurs cônes convex
Mh pour l’approximation deM. Ainsi, le premier ensembleM0

h est défini par :

M0
h = {

µh ∈ W0
h (Γc), µh � 0, surΓc

}
. (12)

Le choix de l’espaceW1
h (Γc) conduit à l’un des ensembles,

M1
h = {

µh ∈ W1
h (Γc), µh � 0, surΓc

}
, (13)

M
1,∗
h =

{
µh ∈ W1

h (Γc),

∫
Γc

µhψh dΓ � 0, ∀ψh ∈ M1
h

}
. (14)

Remarque 1. Le choix M0
h est, à première vue, le moins favorable puisqu’il n’est pas un sous-espaceM.

L’analyse de convergence confirme cette observation.

La solution(uh, ph, λh) ∈ Vh ×Xh ×Mh de l’approximation mixte de dimension finie de (11) vérifie le systè
discret suivant d’équations et d’inégalités :


aδ(uh, vh) + b(vh, ph) = (f, vh), ∀vh ∈ Vh,

−b(uh, qh) + g(ph, qh) + ∫
Γc

(λh)(qh · ν) dσ = 0, ∀qh ∈ Xh,∫
Γc

(µh − λh)(ph · ν) dσ � 0 ∀µh ∈ Mh,

(15)

où Mh est un ensemble spécifique de multiplicateurs défini par (12), (13) ou (14).
Observons que l’unique solution(uh, ph) du problème (9) est également l’unique solution de (15). Pou

différentes méthodes d’approximation nous avons le résultat suivant :

Théorème 4.2. Supposons que l’ensemble Mh soit donné par Mh = M0
h , Mh = M1

h ou Mh = M
1,∗
h . Pour chacun

de ces choix, le problème (15)admet une solution unique.
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L’analyse de la convergence est résumée dans le théorème suivant :

Théorème 4.3. Soit (u, p, λ) la solution du problème (11). Supposons que u|Ω1 ∈ H 2(Ω1), u|Ω2 ∈ H 2(Ω2) et

de même que p|Ω1 ∈ H 2(Ω1)2, p|Ω2 ∈ H 2(Ω2)2. Soit (Uh, λh) la solution de (15) avec Mh = M0
h . On a alors

l’estimation :

‖u − uh‖V + ‖p − ph‖X + ‖λ − λh‖L2(Γc) � C(δ,u, p)h1/2. (16)

Lorsque Mh = M
1,∗
h , on a de même l’estimation :

‖u − uh‖V + ‖p − ph‖X + ‖λ − λh‖H 1/2(Γc) � C(δ,u, p)h3/4, (17)

où C(δ,u, p) dépend linéairement de ‖u|Ω�‖H 2(Ω�) et ‖p|Ω�‖H 2(Ω�)2, � = 1,2.

Remarque 2. (i) Notons que l’erreur d’approximation ne dépend que de la régularité locale de la solution (
part et d’autre de la fissure).

(ii) Dans le casMh = M1
h , l’ordre de convergence est en O(h1/2), [2].
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