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Analyse complexe
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Résumé

Soitg =1,...,n—1, D c C" un domaine convexe, borné et de type finiGrace a la fonction de support de Diederich—
Fornaess et a I'estimation de ses dérivées avec les bamasémales, nous montrons I'existence et la continuité de deux
opérateursTy :ng(bD) C”+1/m(bD) etTy: C0 (bD) — C”+l/m(bD) p €N, tels que pour toute0, ¢)-forme &
continue subD, h = 5,,(Tq Tq)h +(Typ1— q+1)a,,h dés queﬁbh est aussi continue, et lorsqge=n — 1, fbD hAng=0
pour tout¢ € C o(bD) dp-fermée. Afin d’établir la continuité d&, pour lesp > 0, il faudra intégrer par parties et

montrer de bonnes estimées des dérivées tangentielles du noyau. Qu,anaa:omposante normale endu noyau ayant

un mauvais comportement, nous devrons l'isoler des composantes tangentielles afin de trouver un bon représentant de la clas
d’équivalence, puis encore intégrer par partisir citer cet article: W. Alexandre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abstract

ck estimates ford, on convex finite type domains inC". Letq =1,...,n—1andD be a bounded convex domain@#
of finite typem. We construct two integral operatof and Tq such that for allp e N, T, Tq C0 (bD) — Cp+1/m(bD)

are continuous, and for alD, ¢)-forms 4 continuous orbD with 3,4 continuous orbD too, with the addltlonal hypothesis
wheng =n — 1 thatf, ,h A ¢ =0 for all € C2%(bD) d),-fermée, we shovit = 3,(T; — Ty)h + (Ty41 — Ty11)dph. For

this construction, we use the Diederich—| Fornaess support function of Alexandre (Publ. IRMA Lille 54 (111) (2001)). To prove
the continuity of7,;, we integrate by parts and take care of the tangential derivatives. The normal companefttia kernel

of Tq will have a bad behaviour, so, in order to find a good representative of its equivalence class, we isolate the tangential
component of the kernel and then integrate by parts agaidte thisarticle: W. Alexandre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338

(2004).
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SoientD un domaine convexe relativement compacttiede type finimz, » une fonction définissante globale
de D, C* et convexe sufC", de gradient non nul dans un voisinafjede »D. Soit encoreS la fonction de
support de Diederich—Forneess construite dans [@ €t(Q1, ..., Q,), I'application définie dans [3] qui satisfait
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S, z) = Z;%:l 0;(¢,2)(&; — zj). Bien qu'il faille utiliser une version globalisée d&(voir [1]), pour ne pas
compliquer les notations, nous la garderons ainsi. _

Nous notonsS la fonction définie parS(¢,z) = S(z,¢), Q(¢,z) = —Q(z,¢) puis posons 1(z, ¢, A) =
S (@ - 0 A% b et i) = (- N Yy g + A P g, @2, =

q-1/2 5 Z‘Z (g-1/2 = I~ le = LSeay 5¢:2)
174 1 194 1
(7 A @) A @47t et @y g = S (" )i A @D A @iy

Soith € Coq(bD) n—1>q>1etR;h:= f( 2)ebDX[0. l]h(;“) A 2.4-1(, ¢, 2). Alopérateur de Bochner—
Martinelli prés,R, coincide avec I operateur de resolutlon de [B}/ est donc défini et de régularité holdérienne
1/m sur D ce qui nous permet de définif, 2 comme la valeur au bord d&,/ au sens usuel des classes
d’équivalence. N

Si D était strictement pseudoconvexe, nous définiribpsommeT,, en utilisant le noyau?, ,—1. Cependant,
dans le noyau de [3] et das, 4, la composante normale du noyauea un mauvais comportement, mais cette
derniére se trouve écrasée par I'intégration sur le bord du domalneﬂ?),agisl puisque; etz ont été échangés,
c’estla composante normale egui a un mauvais comportement. Comme elle ne disparait pas lors de I'intégration,
la forme définie pafg W ebDX[0.1 h(C) A 2 .q—1(, ¢, 1) n'est, semble-t-il, pas bornée au voisinagédeet il est
impossible de I'utiliser pour degmlr une classe d'équivalence. Mais comme ces classes ne tiennent pas compte d
la composante normale, nous éliminons cette composante.

Pourz proche debD, nous notons;, la normale unitaire extérieure enet @ (z) une matrice unitaire telle
@(z)n, = (1,0,...,0). Soient alorsL} = Zyzl@ij(z)a%, gi =Yi_1®ij(2)dz;, i =1,...,n. On vérifie
que 8.7 = — Y "1 L3(i) A gF et qued!si := 8,7 + Li(7) A gi ne dépend pas dé(z) dés qued(z)n, =
(1,0,...,0). Nous définissoniqh au sens usuel des classes d’équivalence comme étant la valeur au bord de
R h = Jopxioh(@) A ﬁg’q_l(-, ¢, ob 2, %(" B A @LiDT A (Be27)"97 L. Par définition,

g; est colinéaire @r(z) et ﬁqh et f(;,k)ebe[O,l]h(C) A ﬁn,q_l( , ¢, 1) different d’'une forme du typg A d,r.

Aussi, comme dans le cas strictement pseudoconvexe (voir [5]), I'égadité, (T — Tq)h + (Ty41— fq+1)5bh
est une conséquence de la régularité au bord des intégrales qui défifijssef},, régularité que nous étudions
maintenant. Pour effectuer cette étude, le Lemme 0.1 de [2] sera ici aussi trés important.

Soit o un point debD. Quitte a renuméroter, il existy > 0 tel quea’ (¢) soit non nul pour tout dans

{¢ e C", |t — ¢ol < Ro}. Soientencore :
f=3((o) (o) ) @ et (o) e
17 2\\on 0 \og 071 TS oe T

7{—}«%(4‘))_1i (1@))—1i) et 7{—i——(€)<—(§)>_1i sij#1
172\ oy ac1 aC1 a1 J s 93¢ 921 CI3 I

VAR Zﬁ, Z5, ..., Zy forment une base locale de vecteurs tangentiels. Soit ericore Y Py (C)a%- -

Dy (;) ne dépend pas d&(¢) et est un champ de vecteurs tangentiels transversaux a I'espace tangent complexe
J

du bord Les termes principaux deet S varient selon la direction normale complexe, ce qui implique :

Proposition 1. Il existe R € 10, Ro] tel que pour tout;, ¢ avec|¢ — Zol < Ry et|¢o —z| < R

1<|L5S@. 2| et 15|LiSE. )]

Nous commengons par montrer la continuitéTje: pour’ € ng(bD), peNetvy,...,V, p champs de
vecteurs tangentiels, nous montrons ¢ig...V,R, h||1/m g S Itllp.sp. Grace a la compacité deD, nous
localisons et supposonsa support dans(so, Ry) := {¢ € C", |¢ — ol < Rg}. Pours < p, notonsI™*h une forme
de méme support queet de class€?~* telle que||I"* k|l ,—s.5p < |17l p.pp- SOitz € U N D N B(Zo, Rp). Pour
k > 0, nous posons :
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j/
[T(vi +vH)se.2)

i=1

X (12, 0) A @iz, O Ay (2, 2)
Si(¢, )1 —z|%

I[h](j,j’,k,k’,l,l/,s)(z)2/Fsh(g)/\
bD
etpourk >0

X¥ ((Ben1(z, O Aoy (C, 2) J' .
zf(c DIE —z2 [1(vi+vH)se, 0,
' =1

TG, kK LT $)(2) = / I*h() A
bD

ou j,j',k,k',1,I',s > 0 sont des entiersY*" estk’ fois la composée de champs de vecteurs{Hg, Z; +
Z5, . 2+ 2y, 25+ Zy, ... Z5 + Zy), Vi appartient §Z5, ..., Z%, Z5,...,Z5) et @y une forme dif-
férentielle telle quéwy (¢, )| = O(l¢ — z|").

Nous dirons qu€j, j/, k, k', 1,1’) satisfait(CI) si2j — j' <2k — k', K <k, 20 —-1'"+2k<2n—1etj > 1,
ouj=k=1 kK =j=0et2—-1'<2n-3.llsatisfera(CJ) si 2j — j' <2k —k', K <k, 20 —1'"+2k <
2n—2, j>1,ousij=1 k=k'=j=0et2-1'"<2n-3.

Proposition 2. SoitV* e {Z], ..., Z3, Z5. ..., Z5}, z € D, avec|fo — z| < Ry,

Si(j, j k. k', 1,I) vérifie (CI), VZI[hI(j,j' k. k',1,I',s)(z) est une somme ddh](j, /' k. k', I,I',§)(z) et
deJ[h1(j, j' k. k', I,T,5)(z), § <s+ 1, satisfaisant respectivemet@ ) et (CJ).

Si (j, j' k. k', 1,I') vérifie (CJ), VZJ[h](j, ' k. k',1,I',5)(z) est une somme de[h](j, j' k. k', I[,I',§)(z)
satisfaisant(CJ) pours <s + 1.

Démonstration. Nous nous intéressons/az](1,0,0,0,7,1,s) :

(VE+ VS, Dwi(¢,2)
S2(¢, )¢ —z|?

VZJ[h](l,O,O,O,l,l/,s)(z):—/Fsh(g)/\

bD
I'*h(g) wi(¢,2) / (¢, 2)
A(VE 4 VE — | Th(O) AV ———22 =X+ Y1 —Yo.
/ s =22 OV S ol -2 to
bD bD
Une intégration par parties montre qué = J[k](1,0,0,0,,/',s + 1). Comme (V? + Vf)% =

%, Y1=J[h](1,0,0,0,1,/',5). PourX, en utilisant} = —LTlsLi(%) on peut intégrer par parties. Ensuite,
1

en remarquant qué/* + V%)S(¢, z) = O(|¢ — z|) et en utilisant la Proposition 2, on montre gXieest somme de
J[h1(1,0,0,0,1,I,5)(z). Les autres cas se traitent de mémel

Nous estimons les dérivées tangentielles avec les hasetrémales (voir [3]). Soit > 0. Pour ne pas
compliguer les notations, nous supposons que la base canonique estdecztrgeale ern.

Proposition 3. Soient; € P.(z), i, j=1,...,n, V* €{Z},..., Z%, Z5, ..., Z%}. Alors, uniformément en, ¢
1/2 50, 1/2

ete H|(VE+ VIO DI S s I(VE+ VISR DI S sihmesy |(VE+VAISE )l S et

Démonstration. Notonss; = a%, + % LorsqueV* = Z3, ..., Z%, lamajoration d&¢ V< + V¢) Q; (¢, z) se résume

a celles d&, Q; (¢, z) et a%({) - a‘%(z), k=1,...,n. Laction des; a déja été étudiée dans [2]. Le Lemme 0.1

de [2] et (vii) de la Proposition 3.1 de [3] permettent de montrer@ﬂe{g) - a%(zﬂ < /2 ce qui suffit. Comme

0 est holomorphe par rapporta (Z; +Z;) Qi (¢, z) = Z; Qi (¢, z) etla majoration découle de celle %% @, 2)

montrée dans [2]. Les autres majorations se montrent pareillement.
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Proposition 4. Soient¢ € P.(z), i, j =1,...,n. Alors uniformément par rapport & z et¢ : |L§Qi (SIS

81/2 {dQl 81/2
weo (L1gg 9|3 TGO e

Démonstration. Le cas = 1 est trivial carr1(z, ) ~ ¢. Sii # 1, @1;(¢) est petit face a et les estimations de [2]
et [3] donnent le résultat. O

Corollaire 5. Soient(j, j/, k., k',1,1') et (j, j' k., k', 1,1 vérifiant respectivemer(CI)NetN(CNJ) et soits < p

Alors uniformément par rapport & et z : |d I[h](j, j/ k., k', 1,1',5)(2)| + |d; J[h(J, J k. K, [T, 5)(z)| <
I2llk,pp |7 (2) Y™ =L,

Démonstration. Le Lemme 4.2 de [3], les Propositions 3 et 4 et les conditighs) et (CJ) donnent des
majorations du méme type que dans [3] : nhous concluons alors comme dansi[3].

Pour établir| V1...V,Ryhll1/msp < Ikl p.»p, NOUS MONtrONS POV, ..., V, € {Z5,..., Z8, Z5, ..., Z} et
z dansU N D queld.V1...V,R,h(2)| < |kl p.splr(z)|¥™1 puis appliquons le lemme de Hardy—Littlewood.
Commeh est a support dans (o, R), seuls lesz de B(o, R;) comptent. Puisqu&k,z est une somme de
I[h](k,0,k,0,2(n —k),1,0), k=1,...,n — g — 1, une récurrence utilisant la Proposition 2 et I'application du
Corollaire 5 donne le résultat et la contlnwteﬂ,e

Passons a la continuité qu II suffit donc de montrer que poup champs de vecteurs tangentiels
Vi,..o, Vp, V1.V, R, h||l/m 7=p S Ikl p.»p uniformément par rapporta Nous fixons urr dans(B (o, Rp) N

U) — l_) ete > 0. Afin de ne pas alourdir les notations, nous supposons que letmademale ery est la base
canonique. St est suffisamment petit (z) sera donc & prés la matrice identité. Nous avons alors :

Proposition 6. Pour¢ dans(P.(z) \ c1P:(2)) NbD, i, j=1,....,netVie(Zi, ..., Z:, 75, ..., Z5}

~ &
. <
0.2l % Ti(z,¢)

(v + VL@ 0F) | + L (£ 6.2 | £

7200, g° <— &
|L](Q1)(C,Z)‘]]| ~ 1z, 0)1j(z,8)

[(VE+ V) 0i¢. )| +|L10:(6. )| S

c1/2

. |SE )| e,
7(z,8)T(2, €) | « Z)|N8

(Ve + V§)§(§, )| SeY2

Ti(z,€)’

Démonstration. Ces inégalités se montrent comme poudiansU N D (voir [3] et les Propositions 3 et 4).0

Apres quelques intégrations par parties comme phr, avec la Proposition 6, nous montrons que

ld,V1...V,R, h@I| S Il p.6plr(2)|Y™~1 uniformément er; et k. Le lemme de Hardy—Littlewood implique
que||Vi...V,R, ahlly/m, U 5 S Al sp. Commevy, ..., V, sont quelconquedy, / appartient eCé’“Li/l’"(bD) et

sat|sfa|t||T Il p+1/m,bp S IRl p,pp uniformément par rapportla ce qui montre la continuité dE]
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