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Résumé

On considére les équations de Korteweg—de Vries généralisées dans les cas sous-critique et critiqyét, Spi=
Q¢;(x —cjt — x;) N solutions de type solitons de I'équation, correspondant a des vitesseg & c < --- < cy. Dans
cette Note, on donne les idées principales de la démonstration du résultat suivant. Etan(@dnr{é;}, il existe une et une
seule solutiorp de I'équation de KdV géneralisée telle qfue(t) — > R ()| y1 — 0 quandr — +oo. Les preuves complétes
seront publiées plus tarBour citer cet article: Y. Martel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Multi-soliton-type solutions of the generalized KdV equations. We consider the generalized Korteweg—de Vries equations
in the subcritical and critical cases. LR} (¢, x) = Qc;(x—cjt—x;j) be N soliton solutions of this equation, with corresponding
speeds G ¢ < ¢z < --- < cy. Inthis Note, we give a sketch of the proof of the following result. Gier}, {x;}, there exists
one and only one solutiap of the generalized KdV equation such tijai(z) — > R ;(#)|l ;1 — 0 ast — +oo. Complete proofs
will appear later.

To citethisarticle: Y. Martel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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1. Introduction

On considére les équations de Korteweg—de Vries généralisées
ur + (uyx +u?), =0, t,xeR. Q)

Pour toutp > 2, 'Eq. (1) est localement bien posée da#$(R) (voir Kenig, Ponce et Vega [1]), et pour une
solutionu () dansH?, les quantités suivantes sont conservées

2 — _ 1—/ 2 _ 1 / +1_ _
/u(t)_M(u(t))_M(u(O)), 5 us(t) P uP*tt = E(u(r)) = E(u(0)). 2)

Adresse e-mailmartel@math.polytechnique.fr (Y. Martel).
1 partiellement financé par la National Science Foundation, accord No. DMS-0111298.

1631-073X/$ — see front matterl 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.12.029



458 Y. Martel / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004) 457-460

Pour 2< p < 5, les solutionsH! sont globales et uniformément bornées daHs En revanche, poup = 5, il
existe des solutions telles qie(r)|| ;1 — +oo quandr — T, pourT fini (voir Merle [8] et Martel et Merle [5]).
L'exposantp =5 est donc critique en ce qui concerne le comportement global des solutions de (1)..Le &as
est ouvert.

Il est bien connu gu’il existe une famille de solutions de (1) de type ondes progresgives= Q. (x — xg —
cot), oU

co(p+1)
2ch(((p — 1)/2) /cox)

1/(p-1)
Qco(x) = ( > est solution déQ,)xx + Q% = c0Qcy. co > 0. Q)

Ces solutions, appelées solitons, sont trés importantes dans la description de la dynamique des Eq. (1). Notons q
J 02 =ch [ 0% oup= %, donc la vitesse du soliton est reliée a sa nofrhe

Les casp = 2 et 3 sont trés particuliers car 'Eq. (1) est alors complétement intégrable : il existe une infinité de
lois de conservation. De plus, il existe des solutions explicites qui généralisent les solutions soliton. Ces solutions
sont appelée#v-solitons et sont remarquables par deux aspects. Premiérement, elles décrivent une intéraction
parfaite entre deux ou plusieurs solitons : les solitons ont la méme vitesse apres qu’avant I'intéraction, et il n'y a pas
de perte de masse par dispersion. Deuxiememen¥dgslitons se comportent asymptotiguement quand+oo
comme la somme d# solitons dansHd®. Plus précisément, étant donnés @1 < --- < cy, x1,...,xy €R, il
existe une solutiorV-soliton U (¢) telle que||U(¢) — ) Qc;(x —xj —cjt)lly2 — 0 quand: — +oo. Lorsque
t — —o0, ces solutions ont le méme comportement, avec les mémes vifegsesais en général des parameétres
{x;} différents. On renvoie a Lamb [2] et Miura [9] pour plus de précision sur ces solutions, et plus généralement
sur la méthode du « scattering inverse », utilisée dans le cas intégrable.

D’autre part, il existe un certain nombre de résultats d’'un autre type concernant les équations (1), qui n’utilisent
pas le scattering inverse, et sont valables sous la conditisous critique p = 2, 3 et 4 si on se contente des
exposants entiers). La question n’est pas seulement d’étudier le cas parfictli@en plus des cas intégrables.

Les résultats de ce type sont largement applicables a d’autres généralisations de I'équation de KdV, sous hypothe:
de stabilité (voir Weinstein [10], Section 4 par exemple). Rappelons les résultats principaux pour le cas sous-
critique.

D’abord, les solitons sont stables daHs, aux translations prés. C’est-a-dire que la propriété suivante est
vérifiée :pour toute > 0, il existes > 0, tel que si||u(0) — Q|ly1 < §, alorsVr € R, il existex(r) € R, tel que
lu(t, -+ x(t)) — Q| g1 < &. Voir par exemple [10] pour une démonstration dont le principe sera repris dans cette
Note (voir les références dans [10] pour d’autres démonstrations).

On sait aussi que la famille des solitons est asymptotiquement stable (voir Martel et Merls [d) — Ol 41
est assez petit, alors il existe. > 0 proche del et x(¢) tels queu(r, - + x(t)) — Q.+ dansH?! faible quand
t — +4o00.

Il N’est pas vrai en genéral que?, - + x (1)) converge verg., dansL?(R). En effet, si c'est le cas, on a
u(t,x) = Qc, (x — x4 — c4t) pour un certainc; € R (c’est une conséquence de la caractérisation variationnelle
de Q). Commec,. est proche de 1, la plus grande partie de la noffhee u(r) va sur le soliton, mais comme il
n'y a pas convergence forte dahd(R), il y a soit de la dispersion sur la gauche< 0), soit des solitons lents
(car petits en normé?), dans une région < at, ol > O est petit, soit les deux phénomeénes.

Dans le cas des multi-solitons, Martel, Merle et Tsai [6] ont prouvé le résultat suivant (voir [6] pour un énoncé
plus précis) si u(0) est proche dang/! de la somme dev solitons bien ordonnéde plus rapide devant, de
telle sorte que les solitons se découplent pour les temps ppsitiigitialement suffisamment éloignés, alors pour
tout temps positifu(r) est proche d’'une telle somme, avec la méme distribution de viteSee®sultat a pour
conséquence dans les cas intégrables la stabilité Hardes N-solitons (ce qui était connu pour I'équation de
KdV dansH?", voir les références dans [6]).

Nous présentons dans cette Note la réponse a une question naturelle dans la suite de ces travaux.
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Théoréme 1.1. Soitp =2, 3, 40u5. SoitN €N, 0 <c1 <c2 <+ <cy, etx;, ..., x5y € R. Il existe une et une
seule solutiory de (1) dansC ([Tp, +00), H1(R)), pour un certainTp, telle que

N
0(1) =Y Qc;(-—xF —cjt)

j=1

=0. (4)
HYR)

lim H
t——+o0

De plus,p € C([Tp, +00), H*(R)) pour touts > 0, et il existeA; > O telles que

N
Vs 20, Vi>To, [o(t)—) Qc(-—xf —cjt) < Age, (5)
Jj=1 H*(R)
ouy = 004/00/32€etop =min(c1,c2 —c1,¢3—¢€2,...,CN — CN—1)-

La partie existence n’est intéressante que potr 4 et 5 puisque dans les cas intégrables, une telle solution
est donnée explicitement (toutefois le théoréme reste vrai pour d’autres généralisations de I'équation de KdV). La
partie unicité semble étre nouvelle méme dans le cas intégrable.

Le comportement de la soluti@n(z) pour toutz, et en particulier quand— —oo est complétement ouvert dans
les cas non intégrables. Il est peu probable dans ces cagQusoit aussi particuliere qu’une solutigv-soliton
du cas intégrable.

Pour I'équation de Schrodinger nonlinéaire critique, Merle [7] montre un résultat similaire a la partie existence
du théoreme précédent. L'idée de départ de la démonstration est la méme, mais les outils techniques sont ensui
tres différents. Le résultat dans [7] est spécifique au cas critique, car il est basé sur la transformation conforme e
sur un résultat fin d’explosion en temps fini.

2. ldéesde démonstrations

On rappelle la technique introduite dans [10], puis on donne des idées nouvelles pour les multi-solitons. Les
preuves complétes seront publiées dans [3].

(a) Stabilité du solitorj10] : On considéere:(0) proche deQ et on décompose(z, x + y(1)) = Q(x) + v(z, x),
ou la taille dev(r) est & contréler en fonction de (0) || 1. Le paramétre de translatigrz) est choisi de sorte que
[ v()Qx = 0. D’autre part, par un argument de scaling, on peut se ramener a la sitfiatio = O(||v(t)||12L11).

On définitF (u(1)) = E(u(1)) + M (u(t)). En écrivantF (u(t)) = F(u(0)) et en utilisant la décomposition der),
on trouveH (v(1)) = H(v(0)) + O(||v]3,,), ol

HEO) = [ 20+ 020 - por 0. (6)
Weinstein a montré quéf (v(z)) > Ao||v(t)||1291, pour v(z) ayant les propriétés précédentes. On en conclut
lv@®)]l g1 < Aollv(0)| 1, ce qui montre la stabilité.

(b) Stabilité de la somme d¥ solitons[6] : L'idée supplémentaire pour traiter le cas de plusieurs solitons
découplés est d'utiliser des propriétés de presque monotonie de quantités dd(iypg localisées en espace.
On part de la décomposition suivanig:) = ZQC_,. (- — xj(®) + v() avec fv(t)chx(~ —xj(t) =0 et
fv(t)ch (—x;@®) = O(||v(t)||§{1) (ce point est en fait délicat, voir [6]). De plus, I'hypothése de découplage
initial des solitons implique ; (r) > x;_1(¢) + Lo, ou Lg est grand.

Pour une fonctions bien choisie telle qué (x) ~ 1 pourx > K, ¥ (x) ~ 0 pourx < —K, on définit

M;(t) = / u?(t, x)w(x - mj(t)) dx oum;(r) se situe entre le solitoet le soliton; + 1. @)
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On montre pour tout >0, M;() — M;(0) <C e Lo, En développani(r) dans I'inégalité suivantes (u(r)) +
33°(cj — cj—)M;(t) < Ew(0) + 3 3 (c; — ¢;—1)M;(0) + C e Lo, et en utilisant une forme quadratique de
type H (v(t)), on trouvel|v(?) || g1 < Aollv(O) || g1+ C e Lo,

(c) Construction dep(r) dans le Théoréme.1 : Pour une suit§, — +oo, on définit(u,) par

unt+(”nxx+u5)x =0, Mn(Sn):ZQCj ('—X;_—stn). 8

Alors, en utilisant des arguments similaires, on montre qu’il existe 0, A; > 0, y > 0, tels que,

up (1) — ZQC]‘(' _x;— _Cjt)‘

Cette estimation plus précise est due au fait gque,,) = 0, avec les notations de (b) et que la distance entre
les solitons est't. Par ces estimations uniformes, on définit une fonafiea (1)~ H* (R), limite forte dans tout
H* d’une sous-suite det, (Tp)). On définit la solutiorp(r) de (1) telle quen(To) = ¢o. Par dépendance continue,
on obtient (5) en passant a la limite> +oo dans (9).

(d) Unicité dans le Théorémg.1 : Siu(¢) vérifie la méme propriété asymptotique qué), alorsz(¢r) =
u(t) — ¢(t) décroit exponentiellement vers 0 en noriHé quands — +oo. C’est un corollaire de 'argument
précédent. On écrit alors I'équation d&) et on utilise des propriétés de presque monotonie sur une quantité
définie directement en(r) ce qui est plus précis. On en dédiltz(1)) < C e sups, llz(t)[1%,1, ot H est
une forme quadratique comparableHaavec des potentieIpQé’j_l(~ — x}" — cjt). On contrle les directions
fz(t)ch (—xT — cjt) et fz(t)chx(~ — x;F — ¢;t) directement par I'équation de(r) et des propriétés

J
structurelles. On conclutz(1) |12, < C &' sup/s, [1z()|1%,1, ce qui impliquez = 0.

Vs > 0,¥n > 0,Vt € [To, Sul, <A e, 9)
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