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Résumé

Soit (X, w) une variété hermitienne compactefer y un courant quasi-positif-fermé de bidegrél, 1) surX. Une variante
du théoréme de régularisation de Demailly affirme gest la limite faible d’une suite de courarfig a singularités analytiques
de coefficient ¥m, dans la méme classe de cohomologie fjuavec des nombres de Lelong qui convergent vers cedx eé
avec une perte de positivité tendant vers zéro. Nous montrons qug. sijaformey est supposée fermée et de clagse, les
courants régularisantg, peuvent étre choisis de sorte qlig > y — % pour une constant€ > 0 indépendante de. Pour
citer cet article: D. Popovici, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Effective estimate of positivity lossin current regularizations. Let (X, w) be a compact complex Hermitian manifold, and
let T > y be ad-closed(1, 1) almost positive current oX. A variant of Demailly’s regularization-of-currents theorem states
that T is the weak limit of a sequence 01, 1)-currentsT;,, with analytic singularities of coefficient/iz, lying in the same
cohomology class &g, whose Lelong hnumbers converge to thos& pand with a loss of positivity decaying to zero. We prove
that if the (1, 1)-form y is assumed to be closed aad®, the regularizing currents,, can be chosen such thgf, >y — %
for a constantC > 0 independent af:. To cite thisarticle: D. Popovici, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abridged English version

Let (X, w) be a compact complex Hermitian manifold, andflet: y be ad-closed(1, 1) almost positive current
on X, wherey is a real continuousgl, 1)-form. The current” can be globally written ag = « + 1dd¢, where
a is a globalC* (1, 1)-form and¢ is an almost psh function oX (i.e. ¢ can be locally written as the sum
of a plurisubharmonic (psh) function andC&° function). The current is said to have analytic singularities of
coefficientc if the potentialy can be locally written ag = < log(| f1% + - - - + | fv |2) + v, where f1, ..., fy are
holomorphic functionsy is a locally bounded function, andis a positive real number. A variant of Demailly’s
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regularization-of-currents theorem (see [1]) states the existence of a sequence of almost psh fgnotionih
analytic singularities of coefficient/In such that

() 9(x) < om(x) < SUR;_y <, 9(&) + C(llogr|/m +r + 1//m), with respect to some coordinate open sets
coveringX, for all r > 0 such that the baB(x, r) is contained in a coordinate patch. In particulay, ), converges
pointwise and ir.1(X) norm tog (and therefore the currerify, = « +i9d¢,, converge weakly t&" whenm tends
to +00), and:

(@ii) v(gp,x) —n/m < v(gm, x) <v(p,x), forallx € X;

(iii) Tp = +i3d¢, >y — eqo, for somes,, > 0 decaying to 0.

Our purpose is to give an effective estimate for the tesynahich measure the positivity loss of the regularizing
currentsT,, with respect to the initial currerit asm — +o0. In the fairly general case of a form of classC?
we obtain the bound’/.¢/m for a constantC > 0 independent of:. This bound, which is probably not optimal,
can be strengthened into the optimal bourydz under the slightly more restrictive hypothesis thabe closed
andC®. Our result is the following.

Proposition 0.1. Let (X, w) be a compact Hermitian manifold and I1&t= o + 1999 > y be a closed almost
positive(1, 1)-current satisfyingl’" > y for some continuous redl, 1)-formy.

(i) If y is assumed to be closed add°, then the regularizing currents,, — T with analytic singularities of
coefficientl/m can be chosen such that

o= C
Thn=0o-+100¢, 2y — —w,
m

for a constantC > 0 independent of:.
(i) If ¥ is only assumed to be of claég, then the regularizing currents, — T can be chosen to satisfy the
weaker positivity condition

C
Ym

for a constantC > 0 independent of:.

The above Hessian estimate is part of a larger project aiming at obtaining a badly needed control of the Monge-
Ampére masses of the currerfg, for p = 1,...,n = dimX. This would enable us to study generalizations
of Demailly’s Morse inequalities for arbitrary singular metrics, as well as new characterizations of Moishezon
manifolds. The proof makes use of a local approximation procedure of arbitrary almost psh functions by almost
psh functions with analytic singularities (see [1]), followed by a standard patching procedure. The crucial argument
is based on Hérmanderls? estimates for thé operator (see [2]) enabling us to keep track of positivity losses as
we shift from one coordinate patch to another. It consists in rendering effective the techniques already developed
in [1].

1. L'estimation dela perte de positivité

Soit T un courantd-fermé de bidegrél, 1) sur une variété hermitienne compacfé, ») de dimensiom.
Supposons qué& > y, ou y est une(l, 1)-forme réelle continue suk. Alors T admet une écriture globale
T =a + 1009, ol a est une(l, 1)-forme C*> et ¢ est une fonction quasi-psh sir (& savoir, une fonction qui
est localement la somme d’une fonction psh et d’'une fonction localement bornée). On dit que le Foesaat
singularités analytiques de coefficiensi le potentieky s’écrit localement sous la forme= 5 log(| f1l2+--- +
| fv1%) + v, ol f1,..., fy sont des fonctions holomorphasest une fonction localement bornéecetst un réel
positif. Une variante du théoréme de régularisation des courants de Demailly (cf. [1]) affirme I'existence d’'une
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suite de courants,, =« +9d¢,, a singularités analytiques de coefficieriizl, convergeant faiblement vefset
vérifiant I'estimation?;,, > y — ¢, pour une suite,, > 0 qui décroit vers 0, avec, de plus, les propriétés (i) et (ii)
ci-dessus.

Dans ce qui suit nous estimons I'ordre de grandeur,dejui mesure la perte de positivité @g par rapport au
courantinitial7, lorsquem — +o0c. Notre résultat est le suivant.

Proposition 1.1. Soit (X, ) une variété hermitienne compacte®t= o +idd¢ > y un courant quasi-positif
fermé de bidegrél, 1) vérifiantT > y pour une(l, 1)-forme réelle continug.

(i) Siy est supposée fermée @t°, alors les courants régularisantg,, — T & singularités analytiques de
coefficient% peuvent étre choisis de sorte que

oz C
Thn=a+100¢p, 2y — —w,
m

pour une constant€ > 0 indépendante de:.
(i) Siy est supposée seulement de clag8e alors les courants régularisantg,, — 7 & singularités
analytiques de coefficiel;}lt peuvent étre choisis de sorte que

C
Ym

pour une constant€ > 0 indépendante de:.

L'estimation (ii) n'est vraisemblablement pas optimale, mais sous les hypothéses Iégérement plus restrictives
faites sury au point (i) nous obtenons l'ordre de grandeur optimal de: Jpour ¢,,. Ces estimations du
hessien sont faites dans le but d’obtenir un contéle des masses de Monge—Ampére des puissances extérieur
T}, p=1,...,n =dimX, lorsquem — 4o0. Ceci permettrait de déduire des inégalités de Morse pour des
métriques singuliéres a singularités quelconques, généralisant les inégalités de Morse holomorphes de Demailly, ¢
d’étudier ensuite de nouvelles caractérisations des variétés de Moishezon.

Quitte & remplacef parT — « ety pary — «a, on peut supposef = iddgp > y. Soit § > 0. La variété
X étant compacte, il existe quatre recouvrements ﬁﬁﬁ))j, (B})j, (B}’)j et (B;); de X par des boules de

coordonnées concentriques de rayons respe%lif&, 35 et 2. La formey étant fermée, elle est localement
exacte. Il existe alors, pour chaque boBle une fonctionC> #; telle quey =i3dh; surB;. La fonctionh ; — hy
est pluriharmonique suB; N By (car iaé(hj — hi) = 0) et on peut supposer, quitte a rétrécir les boesqu’il
existe une fonction holomorpltg, surB; U By telle queh; — hy = Reh i surB; N B,. On pose

Y =¢ —hj, fonction plurisousharmonique sir;.

On applique a chaque; le procédé d'approximation par des fonctions plurisousharmoniques a singularités
analytiques décrit dans la Proposition 3.1 de [1]. Ainsi(ei;);>0 est une base orthonormée de I'espace de
Hilbert séparabléts, (my;) = {f € O(B)); fBj | £12e 2"V d) < 400}, On pose :

1 +00
Vjm==—10g> ol
2m i

La suite(y; ) converge verg; en chaque point d8; et dans la topologie&m. On recolle les approximations

quasi-psh localeg; ,, = ¥; » + h; deg surB; en une approximation globale

C1(6 i
on(@) = 50 10 + L2 52 7)),

7" m
Bj EXd
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ou C1(8) > 0 est une constante ne dépendant qué dent on précisera le choix plus baszétest un systéme de
coordonnees holomorphes locales centrées au centBe.deomme bdgp; , > i00h; =y sur B, le hessien de
om Vérifie 'estimation

C'C1(8)
-—w
m

100¢, >y surX, Q)

ol C’ > 0 est une constante telle quédjz/|?> < C'w sur B; pour tous lesj, si les fonctions quasi-psh
0j.m(2) + S (82 _ |77|2) vérifient la condition de recollement

5 : 5
cal )(52— |27 ?) < oram (@) + G
m m

Par ailleurs, ona:

(82— |2*/%). pourze (B \ B))n B ettoutm. ()

(ﬂj,m(Z) +

Vj— Yk =hy—hj=—Rehj; surB;N B.

Lemme 1.2. Il existe une constant€g(n) > 0 ne dépendant que de la dimensierde X telle que I'on ait
I'estimation uniforme suivante

C(
Vim — Ykm < —Rehj + e surBY N By,
m

00 C(8) = L log(2 + 2Cs(n) €16 /52).

Démonstration. Soit f; une fonction holomorphe s#; telle que

ou dn est la mesure de Lebesgue définie par les coordonnées de la carte qui cBntients,. Comme
¥ — Y = — Reh i surB; N By, on obtient :

/ |fj|2e—2m(1/fk—Rehjk) dx < 1.
B;NBy
Soitxp € B” N B;/. Nous allons démontrer qu’il existe une fonctiinholomorphe suB; telle quefi (xo) = f; (xo)

et qui vériffe I'estimation

652
/ | fic|? @2 WkRemiD dy < 2<1+ Ce(n)—ezz )

L'idée, classique, est d'utiliser les estimatiab$ de Hérmander pour résoudre une équatiord dwir By. Soit 6
une fonction tronquante a support da&o, %) C B; N By telle qued = 1 surB(xo, %). On résout I'équation

dg=9a(0f;) surBy,
avec le poids strictement plurisousharmonique
2m (Y — Rehjx) + 2nloglz — xo| + |z — xol*.

On obtient ainsi une solutiog satisfaisant I'estimation
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|g(z)|2 e 2m(Vr(z)—Reh i) e—\z—xo\z di(z) < 2/ |89|2|fj|2 e—Zm(Wk(z)—Rehjk)e—\z—XOIZ dAr(z)
|z — x0|2" Sz = xol® '
By Bk
Il existe une constant€s > 0 indépendante de et des telle que|dd| < C3/8. Comme le support d&d est inclus
dansB(xp, %) \ B(xo, %), on a ¥|z — xol?" < C4(n)/8%", sur le support dé6. Ceci entraine que l'intégrale de
droite est majorée par

C2C4(n)
sn+2
B;NBy

C2C4(n)

12 a—2m(Ye—Reh 1)
|f/| e (€73 M da < iz

Par ailleurs, I'intégrale de gauche est minorée par

C5(n) / |g|26—2m(1/fk—Rehjk) d)\"
By

elGSZSZn

car pourz € By, 1/670 > 1/e18% et 1/|z — x0/%" > Cs(n)/82". En combinant les deux, on obtient 'estimation

662
/ |g|? e~ 2mW=Rehjt) gy < Co(n)

By

82 -

La non-intégrabilité dez — xo| =2 force la solutiorg & s’annuler erxo. La fonction recherchée egt =6f; — g.
Elle est holomorphe suB; et f; (xo) = f;(x0). Sa normel.2 vérifie I'estimation

662
/ | fil? @2 mREMD dp < 2<1+ Ce(n)—ezz )

En ajustantf; par une constante pour qu’elle soit dans la sphére unité de I'espace de Hijpért (v, —Reh ji)),
en prenant le sup de o6 (xo)| et de log fi (xo)| sur tous lesf; et f; dans la boule unité de I'espace de Hilbert
correpondant, on obtient I'estimation

log2
2m

Cette estimation est uniforme par rapport au poigte B}’ N B/, car pour tout pointx € B}’ N B!, on a

B(x, %) € B; N By, donc le choix du rayoﬁ est uniforme. L'estimation uniforme annoncée pgyr, — ¥, sur
B;/ N B; s’ensuit. O

1 &5?
Vjm(x0) < Yk,m(x0) — Rehji + t o |09<1+ Co(n)—3 )

Le lemme précédent implique aussit6t :
C(6)

Pjm — Chkm = 1;ﬁjym — Wk,m + Rel’ljk < 7 SUrB}/ n Blg
Comme(82 — |25[?) — (82 — |271?) > 3862 pourz € (B/\ B)N B, la condition de recollemertt) est satisfaite
dés que I'on a I'inégalité :

C(3) < §C1(3)82

m 4 m

On peut alors fixe8 > 0 et choisir la constant€1(8) de sorte que l'inégalité ci-dessus soit satisfaite. Comme on
I'a vu plus haut (cf(1)), la perte de positivité du hessien @g par rapport & est de%. L'affirmation (i) de
la Proposition 1.1 est démontréen

pour tout.
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Pour obtenir I'affirmation (ii) de la Proposition 1.1 on ne peut plus travailler avec des recouvrements fixes de
la variété X. On est amené a choisdr= §(m) = 1/.¥m. La formey n'étant plus localement exacte, elle peut
seulement étre approchée localement par des formes emgset le défaut d’approximation introduit une perte
supplémentaire de positivité pofiy,.

Pour s > 0, considérons un module de continui#e) pour la formey sur les ouvertsB;, a savoir une
fonction (§) > O telle que liM—oe(6) =0 ety, — y < %s(a)wx, pour tousx, x’ € Bj. Pour toutj, soit
7;:B; — B(aj, 28) lisomorphisme défini par les coordonnéesRig ety; la (1, 1)-forme a coefficients constants
sur B(a;, 26) telle quer;yj =y —¢e(§)wau pointrj‘l(aj). On a ainsi:

0<y — 1y <2(w, surBj,

pouré$ > 0 petit. Siy; est la fonction quadratique homogenezer a; telle que%é)é)?j =y, sur B(a;, 28), on
pose :
Y =¢—yjort;, fonction plurisousharmonique sir.

On définit I'approximation globale de sur X par

3/4
N ; - 3
om(2) = sup(xﬁjym(z) +7i(2) + — (52— |2/ |2)> ouz’/ =7 (x) est la coordonnée s#;,

B>
fEE

et on observe que son hessien vérifie la minoration :
o= 1
100@, =2y — (28(8) + C/W>w.

L'ajout du terme #(82 — 1271 dans la définition de I'approximation globale assure la condition de
recollement(x). (A la différence du cas précédent, on a remplagés) par m®4.) La formey étant supposée
de classe&'!, le module de continuité(s) peut étre choisi égal & Const= Const 1/ ¥m. Les détails se trouvent
dans [3].
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