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Résumé
Dans cet article nous prouvons que le probléme de Cauchy suivant est bien posé :

3
Brru — Au+agdu+ Y a;dgu+ V= —ulu|*", pour(t.x) eR xRS, u(©=f du©)=g.
i=1

ol (f, g) € HX(R®) x L2(R3) sont & support compactda < 5,4; (1, x) € L®(R; x R3), V (1, x) € L® (R, L3(R2)). Pour
citer cet article: N. Visciglia, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abstract

Globale existence for a class of semilinear perturbed wave equationi this paper we prove a global well-posedness
result for the following Cauchy problem:

3
drru — Au+agdu+ Y a;dgu+ Vi=—ulu|*", for (t.x) R xRS, u(@)=f du0=g.
i=1

where the initial data f, g) € H1(R3) x L2(R3) are compactly supported,d« < 5, a; (1, x) € L®(R; x R3), V(1,x) €
L®(Ry; L3(R)). Tocite thisarticle: N. Visciglia, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans ce travail nous prouvons que le probléme de Cauchy hyperbolique suivant est bien posé :

3
Ot — Au + agoru + Zai3Xi” +Vu=—ulul*"t, ol x)eR x Rf, u@®=f u;0=g. (1)
i=1
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Nous supposons que les coefficienatgs, x), pouri = 0,1,2,3, et V(¢z,x) sont mesurables et en plus
ai(t,x) € L*(R, x R3), V(t,x) € L®(R,, L3(R?)). Rappelons que dans le cas de I'équation des ondes libres,
i.e.a; = V =0, beaucoup de résultats ont été établis sur I'Eq. (1). Dans cette direction nous rappelons le travail de
Jorgens [5], ou I'auteur prouve que le probleme de Cauchy (1) est bien posé, dans lecasioe=0, 1< a <5
et les données initiales, g) € C2(R3) x C1(R3) sont a support compact. Loutil principal utilisé dans le travail de
Jorgens repose sur une représentation explicite de la solution fondamentale de I'équation des ondes libres linéair
Ce résultat a été amélioré dans les travaux [2,3] ou est prouvée I'existence et I'unicité de la solutioq poursL
et pour des données initiales qui sont a support compact mais qui sont moins réguliéres que celles considerées p
Jorgens. Plus précisement les auteurs supposeritfgeee H1(R%) x L2(R3). Le cas critique, i.ez; = V =0 et
a =5, il a été traité dans les travaux [9,4].

Une famille trés large de pérturbations de I'équation des ondes libres qui dépendent du temps a été consideré
par Kapitansky dans [6]. Les perturbations qu’il considére sont données par des opérateurs pseudodifferentiels
Le point principale de notre travail tiens dans la faible régularité qu’on éxige aux coeffigients En fait nous
ne supposons que des propriétées de sommaubilité sur les coeffigighitsaucune hypothése n’est faite sur leur
régularité.

Avant d’ennoncer notre résultat on commence par définir le sens que nous donnons aux solutions de I'Eq. (1).

Définition 1.1.Une solution pour le probléme (1) est une distributiotelle que pour tout & 7' < oo
u e C([0,T1; HY(R®)) nct([0, T1; L3(R3)) n L*/©@~3({0, T, L*(R?))
et satisfait a

3
//(3”4)—Aqb)u+//<a03tu+2ai3xiudxdt+Vu—i—ulul”‘_l)d)dxdt
i=1

R+ R3 R+ R3

- /g(x)¢(0, x)dx + / f(x)9,¢(0,x)dx =0,
R3 R3
pour toutep € C5°(R3 x R).

Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 1.2 Supposons que (1, x) € L™ (R, x R%) pouri =0,1,2,3etqueV (1, x) € L®(R,, L3(R?), alors
pour toutl < o < 5 et pour tout( f, g) € HX(R3) x L?(R3) & support compact I'E¢(1) a une unique solution.

L'idée principale de la démonstration est d’établir des estimations de Strichartz pour le probléme linéaire associé

a (1); c’est-a-dire pour I'’équation suivante :
3
i — Au+agdu + » _aidyu+Vu=F, for(t,x)eR, xRS, u@=f, u/0)=g. 2)
i=1

Ces estimations seront utilisées pour prouver que le probleme sémilinéaire est bien-posé localement en temp:
Ensuite & I'aide d’une estimation a priori de I'énergie des solutions de (1) et du principe de continuation classique,
voir [8], nous prouvons que le probléme est globalement bien-posé.

Remarque 1.Comme les coefficients, V dépendent du temps et en plus ne sont que mesurables il n’est pas clair
que le probléme linéaire (2) soit bien posé au sens classique dans I’ espace de I'énergie. Une fois que I'existenc
et l'unicité des solution est établie dans I'espace de I'énergie, on prouvera des estimations de Strichartz.

Les estimations principales que nous prouvons pour I'équation linéaire (2) sont contenues dans la proposition
suivante.
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Proposition 1.3. Supposons que
aie L®(R, xR?), VveL®R,L}R?), FeL'(R,L*R?)), (f¢)eH (R xL*R?)
et que(p, ¢g) est un couple de nombres tel que
1 3 1
; + 5 =%
alors il existe une unique solutione CO(R,; H1(R3)NCL(R,, L2(R3)) de 'Eq.(2) vérifiant pourtoud < T < oo
I" estimation suivante

(p.g) €[2,00] x [2,00], (p,q)#(2,00),

lullcoqo, 7y mrrcmy) + Ul cro.ry: 23y + 1l Lo 0.7y Lar3))
< C(||f||H1(R§) + ||g||L2(R§) + ||F||L1((O,T);L2(R§)))s (3)
ouC:=C(T,p,q)>0et0<T < T < 0.

Remarque 2.Dans [7] il est prouvé que si est solution de (2) avag =V =0 alorson a:

Nl Lr (s ®3)) < C(||f||Ha(R§) + gl go-1(w3) + ||F||LF(R,,L5(R§))
pourvu que
1 1 1 1 1 3 1 3 1 3 3
(r,s)#(2,00), —-+-<5, z+z2>25, —-t+-=-2+-+=-=5—o0.
ros 2 roos 2 ros ros 2
Ces conditions peuvent etre bien visualisées a 'aide de la Fig. 1. En fait les c()%pgesadmissibles dans
le cas libre sont les points qui appartiennent au triangl® Osauf le pointB. Alors que les couples;l, %) pour
lesquels nous prouvons les estimations de Strichartz associées au probléme perturbé (2) sont ceux qui appartienne
au segmenBC, sauf le pointB. En tout cas ces estimations sont suffisantes pour montrer que le probléme (1) est
globalement bien posé.

Remarque 3.Une autre différence essentielle entre le cas libre et le cas perturbé est liée au fait que, dans le premiel
cas on prouve des estimations globales en temps alors que dans le second nous ne prouvons que des estimatic
locales en temps.

Dans [1] sont établies des estimations de Strichartz globales en temps dans;le=casV (t,x) = V(x) > 0
avec|V (x)| < C/(1+ |x[)2T€0, ou C, o > O sont des constantes. Nous signalons que pour la classe d’equations
gue nous avons considéré, en général on peut pas établir des estimations de Strichartz globales en temps, comt
le montre si bien le prochaine exemple.

Exemple 1.SoitV e C3°(R3) un potentiel tel qué/ (X) < 0 en un pointc € R3. Il est facile de prouver, a I'aide
de la compacité des injections de Sobolev pour les domaines bornes, qu'il existe un minimisant de I'énergie de
Dirichlet HY(R®) > u — [ps |Vu|? € R, sur la varieté suivanteMy := {u € HX(R3) | [ps V[u|?dx = —1}.

1/s

A=(0,1/2)

C=(0, 1/6)

B=(1/2,0)

Fig. 1. Domaine des paramétres.
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Si up € HY(R®) est un minimisant alors a I'aide des multiplicateurs de Lagrange on peut déduire g@se
solution de I'équation elliptique suivante=Aug + AVug =0, ol x € R\ {0}. Donc la functionu (¢, x) := ug(x)
est solution de (2), ot; =0, V(t,x) =AV(x), F=0, f =ug, g =0.

Mais commaeu(r, x) ne dépend que des variables de I'espace celle ci n'est pas integrable globalement en temps.

Remarque 4.Le probléme des conditions optimales sur les coefficient¥ pour que I'equation associée (2)
satisfasse des estimations de Strichartz analogues au cas libre demeure ouvert. Nous signalons en outre que
probléme d’existence locale pour le probleme (1) avec des données initiales moins régulariéres, c’est-a-dire pou
des donnéesf, g) € H* (R3) x H*~1(R3) avecs < 1, reste également ouvert.

2. ldée de la démonstration de la Proposition 1.3

Dans cette section on va décrire, sans rentrer dans les détails techniques, I'idée de la démonstration de |
Proposition 1.3. Comme on a remarqué, la faible régularité demandée aux coeffigientg, pose déja des
problémes sur I'existence de solutions de (2) dans les espaces classiques de I'énergie. Pour surmonter cet
difficulté on applique le théoréme des contractions, qui nous permet de montrer I'existence et I'unicité d'un point
fixe pour I'application suivante¥r > u — N(u) — v € Y7, o0 : Y7 := CO([0, T]; HX([R3))NC([0, T]; L3 (R2)),

N(u) := —agdu — Y21 a;0,.u — Vu etv € Yr est I'unique solution de

ov—Av=Nw)+F, u@=f oul0=g¢.

Cette méthode nous donne I'existence et I'unicité de solution Bam®ur 'Eq. (2). On peut aussi prouver que
pour cette solutiom on a I estimation suivante :

lully; < C(T)(”F||L1([07T];L2(]R§)) + ||f||H1(R§) + ||g||L2(]R§))- (4)
Pour prouver les estimatiods’ ([0, T; L‘I(Ri)), on écrit 'Eq. (2) satisfaite par, de la maniére suivante :
opu—Au=Nw)+F, u@=f 0oul0)=g.

En appliquant les estimations de Strichartz, satisfaites par I'équation des ondes libres, a I'équation précédent
on obtient :

IIMIILng < C(Ilfllgl(R:;) + llgllz2®s) + IIFIIL;Lz(Rg) + IIN(M)IILl([o,T];Lz(R:;)),
qui a I'aide de I'inégalité de Holder et de I'injection de Sobolev nous donne ;

||M||Lp([0,T];Lq(R)§) < C(||f||H1(R§) + ||g||L2(]R§) + ||F||L1([O,T];L2(R§)) + CT”M”YT,
ou Y7 denote I'espace fonctionnel de I'énergie. Cette estimation va impliquer, a I'aide de (4), la Proposition 1.3.
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