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Résumé

Dans cette Note, on se propose d’étudier le comportement de la fonction maximale de Hardy-Littleflysod|'’espace
cuspidale en termes de la croissance du volume de la base. En particulier, on montre que pourigut 300 fixé, il existe
une variété sur laquelle 'opératelt est borné sut.” pourp > pg mais pas pour X p < pg. Pour citer cet article: H.-Q. Li,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The Hardy-Littlewood maximal function on some metric measure spaces. In this Note, we study the behavior of the
Hardy-Littlewood maximal functio® on cusp manifolds in terms of the growth of the volume of the base space. In particular,
we prove that for all k< pg < +oo fixed, there exists such a manifold on whithis bounded orL? for p > pg but not for
1< p < po. Tocitethisarticle: H.-Q. Li, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).

0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Considérons un espace métriqu#, p), munie d’une mesure de Borel NotonsB(x, r) (ou By) la boule
ouverte de centre et de rayorr, et|B(x, r)| (ou|BZ|) son volume. Sjf € Lﬁ)C(H), alors on noteM 1, la fonction
maximale de Hardy-Littlewood dg, définie parM f (x) = sup.. g |B;|‘1||f||L1(B;,dQ) (x € H). Remarquons que
M esttoujours borné sur*. Si(H, p, o) possede la propriété du doublementdu volume, on sait que I'opéndteur
est de type faibl€l1, 1) (voir [4]), donc il est aussi borné s’ pour tout 1< p < +o0; dans le cadre des espaces
symétriques de type non compact ainsi que Aldsgroupes harmoniques (qui sont a croissance exponentielle de
volume),M est aussi de type faibld, 1), voir [9] et [1]. Remarguons que pour touklpg < 2 fixé, il existe une
variété riemannienne compléte telle quen’est pas borné sut? si 1 < p < po, voir [9] et [3]. Naturellement, on
se demande la question suivante : est-ce que dans le cas gédhéstlborné suL.” pour toutp > 2 ?
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Dans [5], I'auteur a montré que dans certaines types des variétés cuspidales (qui sont a croissance exponentiel
de volume) M est aussi de type faibld, 1). On se demande si ce résultat reste valable dans d’autre type de variétés
cuspidales, par exemple, les variétés cuspidales a base de groupes de Lie a croissance polynomiale de volume ?

Le but de cette Note est de donner une réponse aux deux questions précédentes. Avant d’énoncer notre résult:
on a besoin des notations et définitions suivantes :

On rappelle la définition des variétés cuspidales (voir par exemple [6]X: et une variété riemannienne
connexe, on définit Cug) comme étant 'espadgt x X muni de la métrique riemannienng?(dr? + gx), ou
gx est la métrique riemannienne skir En notantdy la distance sui, alors la distance induite sur Cusp), d,
est donnée par (voir la Proposition 2.2 de [5]) :

2, .24 42
d((y1,x1), (y2, x2)) = arccos o1 + y22~;fly);(x1, x2), Y(y1, x1), (v2, x2) e RT x X, (1)

En général, s(X, dx) est un espace de longueur, en remarquant la preuve de la Proposition 2.2 de [5] et [2]
(p. 57),d, définie par (1), est une distance sur Qugp= R* x X. Ceci nous permet de donner la définition
suivante :

Soit (X, dx) un espace de longueur muni d’une mesure de Bokelet soitN > 0 une constante (ce n’est
pas nécessaire de supposee N). Alors on peut définir 'espace cuspidale d’indided base deX, qu’on note
CusgX) comme I'espac®* x X, muni de la distancé et de la mesured= y~¥~1dyduy.

Dans la suite, pour deux fonctiorfset g, on dit quef ~ g si et seulement s'il existe une constaate 0 telle
quec~1f < g < ef. Pour un ensemble mesuralfie on note| E| son volume ety la fonction caractéristique
de E. Et dans toute la suite, on suppose que I'espace de longueur mesukghblg, 1 x), satisfait la condition
suivante : il existe deux constantes réetlgs> 0 etw, > 0 telles que :

|Bx (x,r)| ~r xec1 + 725,21, Vr 20, Vx € X.

On rappelle aussi la définition des espaces de Loréfitz et L7 avec 1< p < 400 : Soit f une
fonction mesurable définie sur un espace mesur@blés, v), on note f,(s) = v{| f| > s}. L'espace de Lorentz
LP1(v) (resp.LP*°(v)) est 'ensemble des fonctions mesurables satisfaisant (voir (2.1) def fDr.1) =

O+°O f*(s)l/f7 ds < +oo (resp.|| fllLr.oow) = Sug>0sf*(s)1/1’ < +400).
On a les résultats suivants concernant la fonction maximale de Hardy—LittleMand (CusgX), d, du) :

Théoreme 1.1. Soient(X, dx, ux) et(CusgX), d, du) comme ci-dessus et sait= max(w1, w2), alors:
(1) Siw < N, alors M est borné dd.>1 dansL1-> (donc borné sui.” pour toutl < p < +00).
(2) Siw > 2N, alors M n'est pas borné sut? sil< p < +oo.
N

(3)SiN < w < 2N, notonspg = 5y—, alors M n'est pas borne suL.? si1< p < po, etM estborne de ro-1

dansL?0-*° (donc, borné sui.? pour toutpg < p < +00).

Avant de donner sa preuve, on donne un exemple : considékons R, d, du = y~1dydx) avecd la distance
hyperbolique et d la mesure de Lebesgue, alors la fonction maximale de Hardy—Littlewood n’est pas bakié sur
pour tout 1< p < +00.

2. Estimation du volume des boules dans (CuspX), d, du =y~ ¥~1dydux) et un lemme
On commence par estimer le volume d’'une boule d&hsaX), d, dw) :

Proposition 2.1. Soit(X, dx, ux) comme dans l'introduction. En notahifa mesure de Dirac, on a
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sio<r <1,
ywz—N eNr (1 + e(wz—ZN)r + r5w2=2N), si yor > 1’
yrmN N1 4 e@1=2Nr 45, oy ], siy~1 > sinhr >sinh1
|B((y, %), r)| ~ Jsinhr — 1
(y er)wz—N W/y [1 + Swp=2N In(1+y sinhr)]
r
1 1
+ yer=NeNr [1+ y2N=@1 46, oy In —}, sir > 1etsinhr > = > 1.

y y

Dans cette Note, on a besoin aussi du lemme suivant :

Lemme 2.2. SoientN > 0etl < p < 4o fixés. Alors il exite une constan€& N, p) > 0 telle que pour toute
ge LPIRY, y~V=1dy), ona: l|gll 1+, y-vir-1dy) < CN, PGl Lraes y-N-1qy)-

Démonstration. Par le Théoréme V.3.13 (p. 195) de [8], il suffit de montrer I'estimation suivante dont la preuve
est élémentaire [, y~N/P~1dy < pNYP=1[ [ y~N=1dy]¥/? pour touteE € R* mesurable.

3. Preuvedu Théoréeme 1.1

On commence par montrer la partie négative du Théoréme 1.1 : pourN fixé, on posepo(k) =
supp > L p- 2N — k) < N}, et on fixe un pointxg € X. Si w1 > N et p < po(w1), alors on voit que
1M (Xp((10-3.x0).1)) lLP(du) = +00. Si w2 > N, en choisissanf, = xp(n.xp).1) (n € N*), on voit que pour tout
1< p < po(wy) fixé :

M f, ”Ll’(du) S I (an)Xy>l||L1’(du)

—> 400 (n —> +00).
I fallre Il full L o)

On donne maintenant la preuve de la partie positive du Théoréme 1.1 (on a doac©2N, et par la
Proposition 2.1, on a|B((y, x),r)| ~ €M (y*1™N x,<1 4+ y*2~N xy>1) pour toutr > 1 et tout(y, x)) :
En notanty = (y,x), Y’ = (', x’) e Rt x X, on remarque que :

MP) < Sup [BL | sy + 0031 5UA By | ||f||L1(B>+x}<1squ| 1 xy<alliaey)

0< r>

+ x)<1SU|dB I 1 xy=1llacpyy = Tof (V) + T2 f (V) + T f (V) + Ta f(Y).

Evidemment, les quatre opératedis(1 < i < 4) sont bornés sut.> et Ty est de type faiblé€1, 1) (voir par
exemple pp. 71-72 de [4]). De plus,on a :

|f(Y) Xy >l q

Taf (V) < o< / macr, vy )

CuspX)\B(Y,1)

+o0 yy/ N
<CyVyar //( ) O, x| du@y, x").
! ) Y2+ y2 4+ dz(x,x') | |

Quandw = maxw1, w2) < N, alorsTy est borné suf., puisqu’on a:
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1 1
N 2 2\ /2 / N
_ yy' ye+y yy dy
sup //yN ‘”1( 3 - ) du(y,x) < C sup ( 5 ) < 3 /2> — < 4o00.
21 xexd J ye+ye+di(x, x)) v>1d y ye+y y

Si w = N, alors on peut adapter les techniques de [9] pour montrerTguest de type faiblg1, 1). Quand
N < < 2N, en notantvx f(y', x) =SUR.o | Bx (x,")|™* [ . . If (¥, X)) dux(x’), ona:

400 +o0
Taf(Y) < vy M “xy<1 / YN IMy £ (v x) dy < Oy / YN My £ (v, x) dy
1 0

Donc, en utilisantle Lemme 2.2, 0n a:

ITafI12000, oo = sungPO(‘”)u{Y; Taf ()] > s} <C|[MxF &) | pagge im0 gy | g
5>

LPo@ (X duy)

’ ’ po(@) ’ po(w)
g C ” ”MX f(y 5 .x) ’|Lp0(w)'1(R+,y/_N_ldy/) ”L”O(”))(X,dux) g C ”MXf"Lpo(w)’l(R+XX,du)’

par I'inégalité de Minkowski et la définition de”-1. CommeX est un espace homogéne au sens deMg4],est
borné surL?(R™ x X, du) pour tout 1< p < +oo; par le théoréme d’interpolation sur les espaces de Lorentz,
voir le Théoréme V.3.15 (p. 197) de [8], il est aussi bornésta®)-1. Par conséquent, quad < w < 2N, T4

est borné dg.ro@)-1 dansLPo@-* De |la méme fagon, on peut montrer les résultats suivants; si 2N et

w1 < N, alorsTs est borné sul.®; siwy < 2N etwi = N, alorsTz est borné de.1-1 dansL1>; si wy < 2N et

N < w1 < 2N, alorsT; est borné dd.?o(@1.1 dans[ 70(@1).% + gj o)y < 2N etwy < N, alorsT, est borné suf.? ;

Si w1 < 2N etwy = N, alorsT, est borné dé.11 dansL}>®: siw1 < 2N et N < wp < 2N, alorsT est borné de
LPo@2).1 dans[Po(@2).% Pgr |e théoréme d'interpolation et la propriété d’inclusion des espaces de Lorentz, voir
les Théoréemes V.3.15 (p. 197) et V.3.11 (p. 192) de [8], on obtient les résultats positifs du Théoreme 1.1.
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