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Résumé

Dans cette Note, on se propose d’étudier le comportement de la fonction maximale de Hardy–Littlewood,M , sur l’espace
cuspidale en termes de la croissance du volume de la base. En particulier, on montre que pour tout 1< p0<+∞ fixé, il existe
une variété sur laquelle l’opérateurM est borné surLp pourp > p0 mais pas pour 1� p < p0. Pour citer cet article : H.-Q. Li,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The Hardy–Littlewood maximal function on some metric measure spaces. In this Note, we study the behavior of th
Hardy–Littlewood maximal functionM on cusp manifolds in terms of the growth of the volume of the base space. In part
we prove that for all 1< p0 < +∞ fixed, there exists such a manifold on whichM is bounded onLp for p > p0 but not for
1 � p < p0. To cite this article: H.-Q. Li, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Considérons un espace métrique,(H,ρ), munie d’une mesure de Borel�. NotonsB(x, r) (ou Brx ) la boule
ouverte de centrex et de rayonr, et |B(x, r)| (ou |Brx |) son volume. Sif ∈L1

loc(H), alors on noteMf , la fonction
maximale de Hardy–Littlewood def , définie parMf(x)= supr>0 |Brx |−1‖f ‖L1(Brx,d�)

(x ∈H ). Remarquons qu
M est toujours borné surL∞. Si (H,ρ,�) possède la propriété du doublement du volume, on sait que l’opérateM

est de type faible(1,1) (voir [4]), donc il est aussi borné surLp pour tout 1<p � +∞ ; dans le cadre des espac
symétriques de type non compact ainsi que desAN groupes harmoniques (qui sont à croissance exponentie
volume),M est aussi de type faible(1,1), voir [9] et [1]. Remarquons que pour tout 1<p0 � 2 fixé, il existe une
variété riemannienne complète telle queM n’est pas borné surLp si 1<p < p0, voir [9] et [3]. Naturellement, on
se demande la question suivante : est-ce que dans le cas général,M est borné surLp pour toutp > 2 ?

Adresse e-mail :li-hq@wiener.iam.uni-bonn.de (H.-Q. Li).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.11.005
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Dans [5], l’auteur a montré que dans certaines types des variétés cuspidales (qui sont à croissance exp
de volume),M est aussi de type faible(1,1). On se demande si ce résultat reste valable dans d’autre type de v
cuspidales, par exemple, les variétés cuspidales à base de groupes de Lie à croissance polynomiale de v

Le but de cette Note est de donner une réponse aux deux questions précédentes. Avant d’énoncer not
on a besoin des notations et définitions suivantes :

On rappelle la définition des variétés cuspidales (voir par exemple [6]) : siX est une variété riemannienn
connexe, on définit Cusp(X) comme étant l’espaceR+ ×X muni de la métrique riemannienner−2(dr2 + gX), où
gX est la métrique riemannienne surX. En notantdX la distance surX, alors la distance induite sur Cusp(X), d ,
est donnée par (voir la Proposition 2.2 de [5]) :

d
(
(y1, x1), (y2, x2)

) = arccosh
y2

1 + y2
2 + d2

X(x1, x2)

2y1y2
, ∀(y1, x1), (y2, x2) ∈ R

+ ×X. (1)

En général, si(X,dX) est un espace de longueur, en remarquant la preuve de la Proposition 2.2 de [5
(p. 57),d , définie par (1), est une distance sur Cusp(X) = R

+ × X. Ceci nous permet de donner la définiti
suivante :

Soit (X,dX) un espace de longueur muni d’une mesure de BorelµX , et soitN � 0 une constante (ce n’e
pas nécessaire de supposerN ∈ N). Alors on peut définir l’espace cuspidale d’indiceN à base deX, qu’on note
Cusp(X) comme l’espaceR+ ×X, muni de la distanced et de la mesure dµ= y−N−1 dy dµX.

Dans la suite, pour deux fonctionsf et g, on dit quef ∼ g si et seulement s’il existe une constantec > 0 telle
quec−1f � g � cf . Pour un ensemble mesurableE, on note|E| son volume etχE la fonction caractéristiqu
deE. Et dans toute la suite, on suppose que l’espace de longueur mesurable,(X,dX,µX), satisfait la condition
suivante : il existe deux constantes réellesω1> 0 etω2 � 0 telles que :

∣∣BX(x, r)∣∣ ∼ rω1χr�1 + rω2χr�1, ∀r � 0, ∀x ∈X.
On rappelle aussi la définition des espaces de LorentzLp,1 et Lp,∞ avec 1� p < +∞ : soit f une

fonction mesurable définie sur un espace mesurable(B,B, ν), on notef∗(s) = ν{|f | > s}. L’espace de Lorent
Lp,1(ν) (resp.Lp,∞(ν)) est l’ensemble des fonctions mesurables satisfaisant (voir (2.1) de [7])‖f ‖Lp,1(ν) =∫ +∞

0 f∗(s)1/p ds <+∞ (resp.‖f ‖Lp,∞(ν) = sups>0 sf∗(s)1/p <+∞).
On a les résultats suivants concernant la fonction maximale de Hardy–LittlewoodM sur(Cusp(X), d,dµ) :

Théorème 1.1. Soient(X,dX,µX) et (Cusp(X), d,dµ) comme ci-dessus et soitω = max(ω1,ω2), alors :
(1) Siω�N , alorsM est borné deL1,1 dansL1,∞ (donc borné surLp pour tout1<p � +∞).
(2) Siω� 2N , alorsM n’est pas borné surLp si 1 � p <+∞.
(3) SiN <ω < 2N , notonsp0 = N

2N−ω , alorsM n’est pas borné surLp si 1� p < p0, etM est borné deLp0,1

dansLp0,∞ (donc, borné surLp pour toutp0<p � +∞).

Avant de donner sa preuve, on donne un exemple : considérons(R+ ×R, d,dµ= y−1 dy dx) avecd la distance
hyperbolique et dx la mesure de Lebesgue, alors la fonction maximale de Hardy–Littlewood n’est pas bornéLp ,
pour tout 1� p <+∞.

2. Estimation du volume des boules dans (Cusp(X), d,dµ= y−N−1 dy dµX) et un lemme

On commence par estimer le volume d’une boule dans(Cusp(X), d,dµ) :

Proposition 2.1. Soit(X,dX,µX) comme dans l’introduction. En notantδ la mesure de Dirac, on a:
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∣∣B(
(y, x), r

)∣∣ ∼




y−Nr
∣∣BX(x, yr)∣∣, si 0 � r � 1,

yω2−N eNr
(
1+ e(ω2−2N)r + rδω2=2N

)
, si y, r � 1,

yω1−N eNr
[
1+ e(ω1−2N)r + rδω1=2N

]
, si y−1 � sinhr � sinh1,

(y er )ω2−N
√

sinhr − 1/y√
sinhr

[
1+ δω2=2N ln(1+ y sinhr)

]

+ yω1−N eNr
[
1+ y2N−ω1 + δω1=2N ln

1

y

]
, si r � 1 etsinhr >

1

y
> 1.

Dans cette Note, on a besoin aussi du lemme suivant :

Lemme 2.2. SoientN > 0 et 1 � p < +∞ fixés. Alors il exite une constanteC(N,p) > 0 telle que pour toute
g ∈ Lp,1(R+, y−N−1 dy), on a: ‖g‖L1(R+,y−N/p−1 dy) � C(N,p)‖g‖Lp,1(R+,y−N−1 dy).

Démonstration. Par le Théorème V.3.13 (p. 195) de [8], il suffit de montrer l’estimation suivante dont la p
est élémentaire :

∫
E y

−N/p−1 dy � pN1/p−1[∫E y−N−1 dy]1/p pour touteE ⊆ R
+ mesurable.

3. Preuve du Théorème 1.1

On commence par montrer la partie négative du Théorème 1.1 : pourκ > N fixé, on posep0(κ) =
sup{p � 1;p · (2N − κ) < N}, et on fixe un pointx0 ∈ X. Si ω1 > N et p < p0(ω1), alors on voit que
‖M(χB((10−3,x0),1))‖Lp(dµ) = +∞. Si ω2 > N , en choisissantfn = χB((n,x0),1) (n ∈ N

∗), on voit que pour tou
1<p < p0(ω2) fixé :

‖Mfn‖Lp(dµ)
‖fn‖Lp(dµ) � ‖(Mfn)χy�1‖Lp(dµ)

‖fn‖Lp(dµ) −→ +∞ (n→ +∞).

On donne maintenant la preuve de la partie positive du Théorème 1.1 (on a donc 0< ω < 2N , et par la
Proposition 2.1, on a :|B((y, x), r)| ∼ eNr(yω1−Nχy�1 + yω2−Nχy�1) pour toutr � 1 et tout(y, x)) :

En notantY = (y, x),Y ′ = (y ′, x ′) ∈ R
+ ×X, on remarque que :

Mf(Y )� sup
0<r�1

∣∣BrY ∣∣−1‖f ‖L1(BrY ,dµ)
+ χy�1 sup

r�1

∣∣BrY ∣∣−1‖f ‖L1(BrY )
+ χy�1 sup

r�1

∣∣BrY ∣∣−1‖f χy ′�1‖L1(BrY )

+ χy�1 sup
r�1

∣∣BrY ∣∣−1‖f χy ′�1‖L1(BrY )
= T1f (Y )+ T2f (Y )+ T3f (Y )+ T4f (Y ).

Evidemment, les quatre opérateursTi (1 � i � 4) sont bornés surL∞ et T1 est de type faible(1,1) (voir par
exemple pp. 71–72 de [4]). De plus, on a :

T4f (Y )� χy�1

∫
Cusp(X)\B(Y,1)

|f (Y ′)χy ′�1|
|B(Y,d(Y,Y ′))| dµ

(
Y ′)

� CNy
N−ω1χy�1

+∞∫
1

∫
X

(
yy ′

y2 + y ′2 + d2
X(x, x

′)

)N ∣∣f (y ′, x ′)
∣∣dµ(y ′, x ′).

Quandω= max(ω1,ω2) < N , alorsT4 est borné surL1, puisqu’on a :
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sup
y ′�1, x ′∈X

1∫
0

∫
X

yN−ω1

(
yy ′

y2 + y ′2 + d2
X(x, x

′)

)N
dµ(y, x)� C sup

y ′�1

1∫
0

(
y2 + y ′2

y2

)ω/2(
yy ′

y2 + y ′2

)N dy

y
<+∞.

Si ω = N , alors on peut adapter les techniques de [9] pour montrer queT4 est de type faible(1,1). Quand
N <ω < 2N , en notantMXf (y

′, x)= supr>0 |BX(x, r)|−1
∫
BX(x,r)

|f (y ′, x ′)|dµX(x ′), on a :

T4f (Y )� CNy
2N−ωχy�1

+∞∫
1

y ′ω−2N−1MXf (y
′, x)dy ′ � CNy

2N−ω
+∞∫
0

y ′ω−2N−1MXf (y
′, x)dy ′.

Donc, en utilisant le Lemme 2.2, on a :

‖T4f ‖p0(ω)

Lp0(ω),∞ = sup
s>0

sp0(ω)µ
{
Y ; ∣∣T4f (Y )

∣∣> s} � C
∥∥∥∥MXf (y

′, x)
∥∥
L1(R+,y ′−N/p0(ω)−1 dy ′)

∥∥p0(ω)

Lp0(ω)(X,dµX)

� C′∥∥∥∥MXf (y
′, x)

∥∥
Lp0(ω),1(R+,y ′−N−1 dy ′)

∥∥p0(ω)

Lp0(ω)(X,dµX)
� C′‖MXf ‖p0(ω)

Lp0(ω),1(R+×X,dµ),

par l’inégalité de Minkowski et la définition deLp,1. CommeX est un espace homogène au sens de [4],MX est
borné surLp(R+ × X,dµ) pour tout 1< p � +∞ ; par le théorème d’interpolation sur les espaces de Lore
voir le Théorème V.3.15 (p. 197) de [8], il est aussi borné surLp0(ω),1. Par conséquent, quandN < ω < 2N , T4
est borné deLp0(ω),1 dansLp0(ω),∞. De la même façon, on peut montrer les résultats suivants : siω2 < 2N et
ω1 < N , alorsT3 est borné surL1 ; si ω2 < 2N etω1 = N , alorsT3 est borné deL1,1 dansL1,∞ ; si ω2 < 2N et
N < ω1 < 2N , alorsT3 est borné deLp0(ω1),1 dansLp0(ω1),∞ ; si ω1 < 2N etω2 <N , alorsT2 est borné surL1 ;
si ω1 < 2N etω2 =N , alorsT2 est borné deL1,1 dansL1,∞ ; si ω1 < 2N etN < ω2 < 2N , alorsT2 est borné de
Lp0(ω2),1 dansLp0(ω2),∞. Par le théorème d’interpolation et la propriété d’inclusion des espaces de Lorent
les Théorèmes V.3.15 (p. 197) et V.3.11 (p. 192) de [8], on obtient les résultats positifs du Théorème 1.1.
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