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Résumé

SoitΩ ⊂ R
2 un domaine borné de classeC2+α, 0< α < 1. On montre que siu est la solution maximale de�u= 4exp(2u),

qui tend vers+∞ si (x, y) → ∂Ω, alors le rayon hyperboliquev = exp(−u) est de classeC2+α jusqu’au bord. La
démonstration repose sur de nouvelles estimations de Schauder pour des équations fuchsiennes elliptiques.Pour citer cet
article : S. Kichenassamy, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Smoothness of hyperbolic radius. Let Ω ⊂ R
2 be a bounded domain of classC2+α, 0< α < 1. We show that ifu is the

maximal solution of�u= 4exp(2u), which tends to+∞ as(x, y) → ∂Ω, then the hyperbolic radiusv = exp(−u) is of class
C2+α up to the boundary. The proof relies on new Schauder estimates for Fuchsian elliptic equations.To cite this article:
S. Kichenassamy, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Introduction
Let Ω ⊂ R

2 be a bounded domain of classC2+α , with 0< α < 1. Letd(x, y) denote the distance of(x, y) to
the boundary. Letu be the maximal solution of

−�u+ 4 e2u = 0. (1)

It satisfiesu(x, y)→ ∞ as(x, y)→ ∂Ω .
The hyperbolic radiusv is defined byv = exp(−u); for its properties and applications see [2]. We prove:

Theorem 0.1. v is of classC2+α up to the boundary.

Remark 1. Theorem 0.1 was conjectured in [2, p. 204]. It is proved in [5, Theorem 2.4] thatv is of classC2+β

for someβ > 0, provided thatΩ is (convex and) of classC4+α . This enables one to justify the formal asymptot
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en yields
v = 2d − d2(κ + o(1)), whereκ is the curvature of∂Ω , from which it follows, if Ω is strictly convex, thatu is
convex near the boundary. Theorem 0.1 is optimal sinceκ is of classCα .

Remark 2. An asymptotic expansion ofu to second order, for smooth domains, is given in [3, p. 32].

Remark 3. There is an extensive literature on the issue of boundary blow-up; see [1–3,7,9–14] and their ref
for further details.

The proof rests on the study of the properties of the renormalized unknownw defined by

w(x,y)= v − 2d

d2 .

This new unknown solves the Fuchsian equation

Lw + 2�d =Mw(w), (2)

where

L= d2�+ 2d∇d · ∇ − 2 = div
(
d2∇) − 2,

andMw is a linear operator withw-dependent coefficients: for anyf , we let

Mw(f )= d2

2+ dw
[2f∇w · ∇d + d∇w · ∇f ] − 2df�d.

A synopsis of the proof follows. It uses auxiliary results proved in later subsections.

Synopsis of proof
Let Ω ′ ⊂ Ω be a thinC2+α domain, on whichd is less than a parameterδ � 1/2, andd is of classC2+α . We

work throughout onΩ ′.
The first step is to establish, using a comparison argument and interior regularity, that

Theorem 0.2. w andd2∇w are bounded near∂Ω .

Theorem 0.7 applied toL−Mw then leads to

Theorem 0.3. If δ is small, thendw andd2∇w are of classCα(Ω ′), andd∇w is bounded near∂Ω .

Next, one findsw0 which is smooth enough, and is such thatw̃ =w −w0 has controlled boundary behavior:

Theorem 0.4. If δ is small, there is a functionw0 such thatw0, d∇w0, andd2∇2w0 belong toCα(Ω ′), and

Lw0 + 2�d = 0 onΩ ′.

A second comparison argument (see the subsection on the construction of sub- and super-solutions), th

Theorem 0.5. There is a constantγ such that

|w̃| � γ d ln(1/d) onΩ ′.

Applying first Theorem 0.8, then Theorem 0.9, toL, we find

Theorem 0.6. If δ is small,d2w̃ is of classC2+α(Ω ′).

Theorem 0.1 follows.
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Scaled Schauder estimates
An operatorA is said to beof type(I) (on a given domain) if it can be written

A= ∂i
(
d2aij ∂j

) + dbi∂i + c,

with (aij ) uniformly elliptic and of classCα , andbi, c bounded.
An operator is said to beof type(II) if it can be written

A= d2aij ∂ij + dbi∂i + c,

with (aij ) uniformly elliptic andaij , bi, c of classCα .

Theorem 0.7. If Ag = f , wheref andg are bounded andA is of type(I) onΩ ′, thend∇g is bounded, anddg
andd2∇g belong toCα(Ω ′ ∪ ∂Ω).

Theorem 0.8. If Ag = df , wheref and g are bounded,g = O(dα), and A is of type(I) on Ω ′, then g ∈
Cα(Ω ′ ∪ ∂Ω), anddg ∈ C1+α(Ω ′ ∪ ∂Ω).

Theorem 0.9. If Ag = df , wheref ∈Cα(Ω ′), g = O(dα), andA is of type(II) onΩ ′, thend2g ∈ C2+α(Ω ′ ∪∂Ω).

These results are variants of those in [6, Chapter 6].

Regularity up to the boundary for a model Fuchsian equation
One can localize the problem, using a partition of unity, to the neighborhood of a pointP on the boundary

Performing a rigid motion if necessary, we may assume that∇d = (1,0) at P . One then performs the chan
of coordinates(x, y) �→ (T ,Y ), whereT = d(x, y) and Y = y. In this coordinate system,L takes the form
L = L0 + L1, whereL0 = (D + 2)(D − 1) + T 2∂2

Y , whereD = T ∂T . We work on{0 � T � θ, |Y | � θ}, θ

small.
Let k be 2θ -periodic in Y , and let k̃ = ∫ ∞

1 k(T σ,Y )dσ
σ2 , which solves(D − 1)k̃ = −k. Next, find h(x, y)

by solving�h + k̃ = 0, with h = 0 for T = 0, hT = 0 for T = θ , and periodic conditions inY . Finally, let
w1 = T −2[(D − 1)h]. This function satisfiesL0w1 = k and has the required smoothness properties. One
treats equation(L0 +L1)w0 = k by a perturbation argument.

Construction of sub- and super-solutions
Direct computation shows that− ln[2d + d2(w0 +Ad lnd)] is a super-solution of (1) ifA is large and positive

resp. a sub-solution ifA is large and negative. One then uses an argument from [4] (see also [12]) which e
one to concludeu lies between these two functions. Theorem 0.5 follows.

Perspectives
The methods of this work may be generalized to produce systematic constructions of comparison funct

expansions, of high order, along the lines of our earlier work on the hyperbolic case (see, e.g., [8]). The sy
introduction of Fuchsian operators enables one to construct comparison functions, justify expansions and d
the optimal regularity of solutions.

1. Introduction

SoitΩ ⊂ R
2 un domaine borné de classeC2+α , avec 0< α < 1. On désigne pard(x, y) la distance de(x, y)

au bord. Soitu la solution maximale de

−�u+ 4 e2u = 0. (1)

Elle satisfaitu(x, y)→ ∞ quand(x, y)→ ∂Ω .
Le rayon hyperboliquev est défini parv = exp(−u) ; pour ses propriétés et applications voir [2]. On montre
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Théorème 1.1. v est de classeC2+α jusqu’au bord.

Remarque 1. Le Théorème 1.1 a été conjecturé dans [2, p. 204]. Dans [5, Théorème 2.4], on démontre quev est de
classeC2+β pour un certainβ > 0, siΩ est (convexe et) de classeC4+α . Ceci permet de justifier le développeme
formelv = 2d − d2(κ + o(1)), oùκ désigne la courbure du bord, d’où l’on tire, siΩ est strictement convexe, qu
u est convexe près du bord. Le Théorème 1.1 est optimal carκ est de classeCα .

Remarque 2. Un développement asymptotique deu à l’ordre deux pour des domaines très réguliers est donné
[3, p. 32].

Remarque 3. Le problème de l’explosion au bord a été étudié dans de nombreux travaux ; on pourra cons
particulier [1–3,7,9–14] et leurs références pour une vue plus complète.

La démonstration repose sur l’étude de l’inconnue renormaliséew définie par

w(x,y)= v − 2d

d2
.

Cette nouvelle inconnue satisfait l’équation fuchsienne

Lw + 2�d =Mw(w), (2)

où

L= d2�+ 2d∇d · ∇ − 2 = div
(
d2∇) − 2,

etMw est un opérateur linéaire à coefficients dépendant dew : pour toutef , on pose

Mw(f )= d2

2+ dw
[2f∇w · ∇d + d∇w · ∇f ] − 2df�d.

On donne un résumé de la preuve, qui utilise des résultats auxiliaires démontrés dans les Sections 3, 4, e

2. Résumé de la preuve

On travaille sur un domaineΩ ′ ⊂ Ω , sur lequeld n’excède pasδ � 1/2, que l’on prendra assez petit dans
suite, et sur lequeld est est de classeC2+α .

La première étape consiste à démontrer, par un argument de comparaison, que

Théorème 2.1. w etd2∇w sont bornées surΩ ′.

Le Théorème 3.1 appliqué àL−Mw, fournit alors :

Théorème 2.2. Si δ est petit,dw et d2∇w sont dansCα(Ω ′), etd∇w est bornée surΩ ′.

Il faut ensuite trouverw0 assez régulière, telle quẽw =w −w0 soit assez plate au bord (Sections 4 et 5) :

Théorème 2.3. Si δ est assez petit, il existe une fonctionw0 telle quew, d∇w, et d2∇2w sont dansCα(Ω ′) et
vérifie

Lw0 + 2�d = 0

surΩ ′.
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Un second argument de comparaison (voir Section 5) fournit alors :

Théorème 2.4. Il existe une constanteγ telle que

|w̃| � γ d ln(1/d)

surΩ ′.

Appliquant le Théorème 3.2, puis le Théorème 3.3 àL, il vient

Théorème 2.5. Si δ est petit,d2w̃ est de classeC2+α(Ω ′).

Le Théorème 1.1 en résulte.

3. Estimations intérieures et changements d’échelle

Le Théorème 2.1 se démontre par un argument de comparaison. Les Théorèmes 2.2 et 2.5 résulten
résultats généraux sur les estimations de Schauder pour des opérateurs fuchsiens linéaires, appliquésL ou à
L−Mw, surΩ ′. On dira qu’un opérateurA estdu type(I) (sur un ouvert donné) s’il a la forme

A= ∂i
(
d2aij ∂j

) + dbi∂i + c,

avec(aij ) uniformément elliptique et de classeCα , etbi, c bornées.
Un opérateur sera ditdu type(II) s’il s’écrit

A= d2aij ∂ij + dbi∂i + c,

avec(aij ) uniformément elliptique etaij , bi, c de classeCα .
On montre alors, par des arguments de changements d’échelle à partir des estimations intérieures, qu

Théorème 3.1. SiAg = f , oùf etg sont bornées, etA est de type(I) surΩ ′, alorsd∇g est bornée surΩ ′, etdg
et d2∇g sont de classeCα(Ω ′ ∪ ∂Ω).

Théorème 3.2. SiAg = df , oùf etg sont bornées,g = O(dα), etA est de type(I) surΩ ′, alorsg ∈ Cα(Ω ′ ∪∂Ω)

et dg ∈C1+α(Ω ′ ∪ ∂Ω).

Théorème 3.3. Si Ag = df , où f ∈ Cα(Ω ′), g = O(dα), et A de type(II) sur Ω ′, alors d2g est de classe
C2+α(Ω ′ ∪ ∂Ω).

Ces résultats sont des variantes de ceux de [6, Chapitre 6] ; on pourrait sans doute affaiblir encore les hy
sur les coefficients comme dans [6, Théorème 6.2].

4. Étude d’une équation fuchsienne modèle

On se ramène, via partition de l’unité, à un problème local, près d’un pointP du bord. On peut, par u
déplacement, supposer qu’en ce point∇d = (1,0). On introduit alors le changement de coordonnées(x, y) �→
(T ,Y ), oùT = d(x, y) etY = y. On trouve alors que dans ces coordonnées,L = L0 +L1, où

L0 = (D + 2)(D − 1)+ T 2∂2
Y ,

avecD = T ∂T . On travaille sur{0� T � θ, |Y | � θ}, θ petit.
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On supposek périodique enY et l’on considère

k̃ =
∞∫

1

k(T σ,Y )
dσ

σ 2 ,

qui vérifie(D − 1)k̃ = −k. On obtient ensuiteh(x, y) telle que

�h+ k̃ = 0,

avech = 0 pourT = 0, hT = 0 pourT = θ , eth périodique enY . On vérifie enfin que

w1 = T −2[(D − 1)h
]

vérifie L0w1 = k et possède les propriétés de régularité exigées au Théorème 2.3. On résout ensuite l’
(L0 +L1)w0 = k par un argument de perturbation. Ceci démontre le Théorème 2.3.

5. Construction de sur- et sous-solutions

On montre, par un calcul direct, que− ln[2d + d2(w0 + Ad lnd)] est une sur-solution de (1) près du bord
A est positif et assez grand, et une sous-solution siA est négatif et assez grand. On utilise alors un argumen
à [4] (voir également [12]) qui permet de conclure queu est comprise entre ces deux fonctions. Le Théorème
en résulte.

6. Perspectives

Les méthodes utilisées dans ce travail se généralisent naturellement dans deux directions. D’une
techniques générales que nous avons utilisées dans le cas hyperbolique fournissent des méthodes no
construction de fonctions de comparaison et de développements asymptotiques d’ordre élevé, et pour
linéarités assez générales (voir par exemple [8]). D’autre part, l’introduction systématique d’opérateurs fu
permet également de justifier ces développements et de déterminer la régularité optimale des solutions.
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