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Résumé

Dans la variété des algèbres de Lie nilpotentes de dimension finie sur le corps des nombres complexes, l’ense
algèbres de Lie caractéristiquement nilpotentes n’est pas fermé. Nous montrons dans cette Note qu’il n’est pas ouver
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Abstract

A topological property of the set of characteristically nilpotent Lie algebras. In the variety of finite dimensional nilpoten
Lie algebras over the field of complex numbers, the set of characteristically nilpotent Lie algebras is not closed. In this
show that it is also not open.To cite this article: J.M. Ancochea Bermúdez et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Préliminaires et rappels

SoitNn la variété des lois d’algèbres de Lie nilpotentes de dimensionn sur le corpsC des nombres complexe
Une algèbre de Lieg = (Cn,µ), µ ∈ N n, est dite caractéristiquement nilpotente si toute dérivationf de g est
nilpotente.

Les algèbres de Lie caractéristiquement nilpotentes méritent une attention particulière car

1. Si une algèbre de Lie nilpotente est rigide alors elle est caractéristiquement nilpotente [2].
2. Si une algèbre de Lie nilpotente d’indice de nilpotence maximum n’admet pas de structure affine,

caractéristiquement nilpotente [6].
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Il est facile de voir que l’ensembleCn des lois caractéristiquement nilpotentes n’est pas fermé dansNn dès
n � 7. Pourn < 7, Cn est vide. Pourn � 7, il existe une déformation de l’algèbre nilpotente définie par

[X1,Xi ] = Xi+1, i = 2, . . . , n − 1,

les autres crochets non définis étant nuls, sur une algèbre caractéristiquement nilpotente. Ceci mont
complémentaireNn−Cn n’est pas ouvert dansNn. Les déformations que nous considérons ici rentrent dans le c
des déformations valuées introduit dans [5]. Une déformationµ̃ d’une loiµ0 ∈Nn est dite valuée si elle est une l
d’algèbre de Lie à coefficients dans uneC-algèbre valuéeA dont le corps résiduel est isomorphe àC et vérifiant
µ̃(X,Y ) − µ(X,Y ) ∈ Cn ⊗C m, oùm est l’idéal maximal deA. Rappelons que les déformations de Gerstenh
sont de ce type ainsi que les perturbations introduites dans [1] et [3]. Les déformations valuées assoc
perturbations sont définies à partir d’une extensionC∗ non archimedienne non standard, l’anneau de valua
correspondant aux éléments limités et l’idéal maximal aux éléments infiniment petits. Dans ce contexte u
standardE deNn est ouverte pour la topologie métrique si et seulement si toute perturbation d’une loi st
deE est dansE [3]. En particulierCn est ouvert pour la topologie métrique si et seulement si toute perturb
d’une loi standard caractéristiquement nilpotente est caractéristiquement nilpotente. Or siCn est ouvert au sens d
Zariski, il est ouvert pour la topologie métrique. Nous allons généraliser le résultat de [2] en montrant q
n > 7, Cn n’est pas ouvert dansNn en exhibant une perturbation d’une loi standard deCn non caractéristiquemen
nilpotente.

2. Théorème

Théorème 2.1. Pour toutn, n � 7, l’ensembleCn n’est pas ouvert dansNn.

Démonstration. Pourn = 7 voir [2]. Considérons l’algèbre de Liegn, n � 8, dont la loiµ est donnée par


µ(X1,Xi) = Xi+1, 1 � i � n − 1,

µ(X4,X2) = Xn,

µ(X3,X2) = Xn−1 + Xn,

où {X1, . . . ,Xn} est une base deCn. Par convention, les crochets non définis par anticommutation sont sup
nuls. Cette algèbre de Lie est filiforme, c’est-à-dire a un indice de nilpotence maximal égal àn − 1. Or l’ensemble
des lois filiformes non caractéristiquement nilpotentes est entièrement décrit dans [4]. On en déduit quegn n’admet
pas de dérivation diagonale non triviale et sa loi est dansCn.

Notons parCi(gn,gn), Zi(gn,gn), H i(gn,gn) les i-cochaines, cocycles ou les groupes relatifs à la coho
logie de Chevalley degn à valeurs dans le module adjointg. SoitΨ ∈ C2(gn,gn) défini par :{

Ψ (X5,X3) = Xn, Ψ (X5,X2) = Ψ (X4,X3) = Xn−1,

Ψ (Xk,X2) = 2Xn−4+[k/2], k = 3,4.

On montre directement queΨ ∈ Z2(gn,gn).
Soit A la C-algèbre valuée définie par une extension non standard de Robinson etm son idéal maximal. On

suppose que le corps résiduelA/m est isomorphe àC. Pour toutε ∈ m, la loi µ̃ε sur(C∗)n ⊗C A définie par

µ̃ε(X,Y ) = µ(X,Y ) + εΨ (X,Y ), X,Y ∈ C
n,

est une déformation valuée deµ. En effet commeδµΨ = 0, il suffit de vérifier queΨ ◦ Ψ = 0 ou◦ est la loi de
composition de Gerstenhaber définie par

Ψ ◦ ϕ(Xi,Xj ,Xk) =
∑

σ∈A
Ψ

(
ϕ(Xσ(i),Xσ(j)),Xσ(k)

) + ϕ
(
Ψ (Xσ(i),Xσ(j)),Xσ(k)

)
.
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Si n � 8, Ψ est à valeurs dans l’espace engendré par{Xn−3,Xn−2,Xn−1,Xn} et doncΨ ◦ Ψ = 0.

Lemme 2.2. µ̃ε est une loi deA-algèbre de Lie filiforme non caractéristiquement nilpotente.

En effet, commẽµε(X1,Xi) = Xi+1, i = 2, . . . , n − 1, cette loi est bien filiforme. Pour montrer qu’elle adm
une dérivation diagonalisable, on considère le changement de bases


Y1 = X1,

Y2 = X2 + a3X3 + a4X4 + a5X5,

Yi = [Y1, Yi ], i � 3

à coefficients dans le corps de fractionsFA deA. Supposons que lesai vérifient{
1+ a2

3ε − 2εa4 = 0,

3a5ε + a3a4 − a2
3ε − 2εa4 = 0.

(Rappelons que, commeA est un anneau de valuation dans le corps de fractionsFA, si α ∈ FA − A alors
α−1 ∈ m. Ceci montre qu’un tel système admet des solutions.)

La loi µ̃ε est alors isomorphe à la loi définie par


µ̃ε(Y1, Yi) = Yi+1, 1 � i � n − 1,

µ̃ε(Y5, Y3) = εYn,

µ̃ε(Y5, Y2) = µ̃ε(Y4, Y3) = εYn−1,

µ̃ε(Y4, Y2) = 2εYn−2,

µ̃ε(Y3, Y2) = 2εYn−3.

C’est donc une loi filiforme de typeAn d’après [4]. Elle est non caractéristiquement nilpotente.✷
Ainsi la loi µ admet une déformation non caractéristiquement nilpotente. Commeµ̃ε /∈ Cn, l’ensembleCn n’est

pas ouvert au sens de Zariski.

Remarque 1. L’algèbre de Lieg̃ε = (Cn ⊗C A, µ̃ε) admet un tore externe maximal de dérivations de dimensio
Il est engendré par la dérivationfµ̃ε

: g̃ε → g̃ε définie parfµ̃ε
(Yi) = iYi, 1 � i � n.

Dans la base{X1, . . . ,Xn} cette dérivation vérifie en particulier

fµ̃ε
(X2) = 2X2 − a3X3 − 1

ε
X4 + (−3a5 − a3

3 + 3+ 3ε
(
3a5 − 2a2

3

))
X5.

Ainsi la matrice defµ̃ε
dans laC-base{X1, . . . ,Xn} defµ̃ε

est à valeurs dansFAet non dansA. Elle s’écrit sous
la formeMfµ̃ε

= M1 + 1
ε
M2 avecM1 ∈ Mn(A) et M2 ∈ Mn(A − m). Une telle matrice n’a pas d’image p

projection sur le corps résiduelA/m. Ceci explique, en partie, la non caractéristique nilpotence de l’algèbµ,
image deµ̃ε par cette même projection.
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