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Résumé

Dans la variété des algebres de Lie nilpotentes de dimension finie sur le corps des nombres complexes, I'ensemble de
algébres de Lie caractéristiquement nilpotentes n’est pas fermé. Nous montrons dans cette Note qu'il n’est pas ouvert non plus
Pour citer cet article: J.M. Ancochea BermUdez et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
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Abstract

A topological property of the set of characteristically nilpotent Lie algebras. In the variety of finite dimensional nilpotent
Lie algebras over the field of complex numbers, the set of characteristically nilpotent Lie algebras is not closed. In this Note we

show that it is also not opefio citethisarticle: J.M. Ancochea Bermudez et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Préliminaireset rappels

Soit \V,, la variété des lois d'algebres de Lie nilpotentes de dimensisur le corpsC des nombres complexes.

Une algébre de Lig = (C", u), u € N", est dite caractéristiquement nilpotente si toute dérivafiate g est
nilpotente.

Les algébres de Lie caractéristiquement nilpotentes méritent une attention particuliere car

1. Siune algebre de Lie nilpotente est rigide alors elle est caractéristiquement nilpotente [2].

2. Si une algébre de Lie nilpotente d'indice de nilpotence maximum n'admet pas de structure affine, elle est
caractéristiguement nilpotente [6].
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Il est facile de voir que I'ensemblé, des lois caractéristiquement nilpotentes n’est pas fermé dandes
n>7.Poum <7, C, estvide. Pour > 7, il existe une déformation de I'algébre nilpotente définie par

[X1, Xi]1=Xiy1, i=2,...,n—1,

les autres crochets non définis étant nuls, sur une algébre caractéristiquement nilpotente. Ceci montre que |
complémentairdy;, — C, n'est pas ouvert dans, . Les déformations que nous considéronsici rentrent dans le cadre
des déformations valuées introduit dans [5]. Une déformatidiune loi o € NV, est dite valuée si elle est une loi
d’'algébre de Lie a coefficients dans uBiealgébre valuéet dont le corps résiduel est isomorph& &t vérifiant

(X, Y) — u(X,Y) e C" ®c m, oum est I'idéal maximal deA. Rappelons que les déformations de Gerstenhaber
sont de ce type ainsi que les perturbations introduites dans [1] et [3]. Les déformations valuées associées au
perturbations sont définies a partir d'une extengiinnon archimedienne non standard, I'anneau de valuation
correspondant aux éléments limités et I'idéal maximal aux éléments infiniment petits. Dans ce contexte una partie
standardE de N, est ouverte pour la topologie métrique si et seulement si toute perturbation d’une loi standard
de E est dan<t [3]. En particulierC, est ouvert pour la topologie métrique si et seulement si toute perturbation
d’'une loi standard caractéristiquement nilpotente est caractéristiquement nilpotenté, ©stsouvert au sens de
Zariski, il est ouvert pour la topologie métriqgue. Nous allons généraliser le résultat de [2] en montrant que pour
n > 7, C, n'est pas ouvert dans, en exhibant une perturbation d’une loi standar@’g@on caractéristiquement
nilpotente.

2. Théoreme
Théoréme 2.1. Pour toutrn, n > 7, 'ensemble’,, n’est pas ouvert dand/,.

Démonstration. Pourn =7 voir [2]. Considérons I'algebre de Lig,, n > 8, dont la loiu est donnée par

wX1, Xj)=Xiy1, 1<i<n-1,
w(Xa, X2) = Xy,
(X3, X2) = Xy—1+ X5,

ou{Xji,...,X,} est une base d&". Par convention, les crochets non définis par anticommutation sont supposés
nuls. Cette algébre de Lie est filiforme, c’est-a-dire a un indice de nilpotence maximal£gal 20r I'ensemble
des lois filiformes non caractéristiquement nilpotentes est entierement décrit dans [4]. On en dgguit gdmet
pas de dérivation diagonale non triviale et sa loi est dans

Notons parCi(g,, g,), Z'(gn,,), H'(gn,gn) lesi-cochaines, cocycles ou les groupes relatifs & la cohomo-
logie de Chevalley dg, a valeurs dans le module adjointSoit¥ € C?(g,, g,) défini par :

¥ (Xs,X3)=X,, Y (X5 X2)=¥(X4,X3)=X,_1,
U (Xk, X2) =2Xn-atk/2;, k=3,4.

On montre directement qui € Z%(g,,, g,)-
Soit A la C-algébre valuée définie par une extension non standard de Robinsosagt idéal maximal. On
suppose que le corps résiduglm est isomorphe &. Pour touts € m, la loi i, sur(C*)" ®c A définie par

fe(X,Y) = (X, Y)+e¥(X,Y), X,YeC"

est une déformation valuée ge En effet comme, ¥ = 0, il suffit de vérifier quel o ¥ =0 ouo est la loi de
composition de Gerstenhaber définie par

Yoop(X;, Xj, Xy)= Z (0 Xo (i), Xo()s Xo0) + (¥ Ko, Xo(j)): Xok))-
oeAs
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Sin > 8, ¥ est avaleurs dans I'espace engendr&ar 3, X,_2, X,—1, X,,} etdonc¥ o ¥ =0.
Lemme 2.2. i1, est une loi deA-algebre de Lie filiforme non caractéristiquement nilpotente.
En effet, commei. (X1, X;) = X;+1, i =2,...,n — 1, cette loi est bien filiforme. Pour montrer qu’elle admet

une dérivation diagonalisable, on considére le changement de bases

Y1 =Xy,

Y = X +a3X3+ asXa+ asXs,

Yi=[Y1,Y:], i>3

a coefficients dans le corps de fractigsde A. Supposons que les vérifient
1+ a%e —2¢a4 =0,

3ase + azaq — a%s — 2ca4=0.

(Rappelons que, commé est un anneau de valuation dans le corps de fraconssi o« € §4 — A alors
a~1 e m. Ceci montre qu’un tel systtme admet des solutions.)
Laloi fi. est alors isomorphe a la loi définie par

fe(Y1,Y) =Yip1, 1<i<n-—1,
e (Ys, Y3) = €Yy,

e (Ys, Y2) = jie(Ya, Y3) = €Y1,
fe(Ya, Y2) = 2eYy—2,

fie (Y3, Y2) = 267, _3.

C’est donc une loi filiforme de typa,, d’aprés [4]. Elle est non caractéristiquement nilpotente.

Ainsi la loi © admet une déformation non caractéristiquement nilpotente. Cagmmde,,, 'ensembleC, n'est
pas ouvert au sens de Zariski.

Remarque 1. L'algébre de Lieg, = (C" ®c A, ji.) admet un tore externe maximal de dérivations de dimension 1.
Il est engendreé par la derivatiofy, : g. — g. définie parf; (Y;) =iY;, 1<i <n.
Dans la basé¢X;, ..., X,,} cette dérivation vérifie en particulier

1
f7.(X2) =2X5 — asXs — —Xa+ (—3as — a3 + 3+ 3¢(3as — 2a3)) Xs.

Ainsi la matrice def;;, dans laC-base{X1, ..., X,} de f;, est a valeurs daraet non dansi. Elle s’écrit sous
la forme My, =M1+ %Mz avec M1 € M, (A) et My € M,(A —m). Une telle matrice n'a pas d’'image par
projection sur le corps résidudl/m. Ceci explique, en partie, la non caractéristique nilpotence de l'algébre
image deii. par cette méme projection.
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