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Résumé
Nous donnons un exemple explicite de surface d’'Enriques sans poifit@y. Pour citer cet article: G. Lafon, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract
An Enriques surface without a rational point over C((z)). We give an explicit example of an Enriques surface without a

rational point overC((¢z)). To citethisarticle: G. Lafon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Serre, dans une lettre a Grothendieck ([4], p. 152), suggere qu’une variété projective, lisse, géométriquemen
connexeX définie sur le corpsk = C(C) des fonctions d'une courbe algébrique complexest vérifiant
H(X,0x) =0 pouri > 0 a toujours un point rationnel. Il ajoute immédiatement que cette hypothése lui semble
«bien optimiste ». On sait aujourd’hui que cette hypothése est fausse : dans leur récent article [5], Graber, Harris
Mazur et Starr ont établi I'existence d'une surface d’Enrigkiessir un tel corp¥ = C(C) sanskK -point rationnel.

Leur exemple est indirect, ni la courlgeni la surfaceX ne sont explicites.

Nous allons ici donner un exemple explicite de surface d’Enriques définie sur le corps des fo@¢tjoohes la
droite projective complex@}C (et méme en fait suR(¢)) n'ayant pas de point sur le compléié(z)), et a fortiori
pas de point su€(z). Ceci répond a une question de B. Mazur. Les équations utilisées ici ont été introduites dans
un article de Colliot-Théléne, Skorobogatov et Swinnerton-Dyer ([3], Remarque 4.1.2).

1. Préliminaires
Le fait suivant est énoncé dans [3]. Nous commencgons par en donner une preuve.
Proposition 1.1. Soit F un corps de caractéristique zéro. Spik F* et soientc, d et f des trinbmes dé'[«] de

degré?2 tels quecdf(d — ¢) € F[u] soit séparable. SoiY un F-modéle projectif et lisse, relativement minimal de
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la variété affine¥p définie dans&j‘v avec coordonnées, y, z, u par le systeme d’équations

{ x2—cu) = fw)y?,
x2—du) =rfu)z2

Alors Y est une surface d’Enriques.

Démonstration. Le diviseur de f(u) sur Y est un double (c’est, a l'introduction du factewrpres, la
Proposition 4.1 de [3], dont la démonstration vaut sans changement dans le cas présent). Par conséquent, la surfa
affine Zp définie dans&% avec coordonnéds, t, x, y, z) par le systéme d’équations

x2—cu) = fu)y?#0,

X% —d(u) =rfwz*#0,

fw)y=1>#0
est F-birationnelle a un revétement double non ramifiégle Y (cela découle de la Proposition 1.1 de [3]). On
notera que la variété affine définie ci-dessusregtomorphe a la variété affine définie par le systeme

x%—c(u) =y?#0,
x2—du)=rz?>+0,
fw)=1*#£0. O

Lemme 1.2. Il existe un modeéle projectif et lisse dequi est une surfaceX

Démonstration. Pour éviter d’alourdir les notations, on omettra désormais de préciser qu’on se place toujours sur
le corpsF. Considérons le modélg défini dansA® x P avec coordonnéds:; x, y, z, w) par le systéme

x2— c(u)w2 = y2,
x2— d(u)w2 =rz2

La projection sur le facteuA® induit un morphisme déj versAi = SpecF[u]). De plus, si I'on fait le
changement de variable= El aprés multiplication des équations définissant le systéme?petrchangement de

variable en posant’ = vx, y' = vy etz’ = vz, on obtient une surfack; définie dans\® x P2 avec coordonnées
(v; x’, y',Z/, w) par le systeme d’équations

2

{x’2 —w? =y,
x? - dwyw?=rz'?,

ou, pour un trinéme, on a définig (v) = v2g(v—1), avecg un trindme en la variable. La surfacer; est également
munie d’une projectiof; — A,} = SpecF[v]).

Les deux surface®y et Y1 se recollent, ainsi que leurs projections vers les droites affines, pour donner une
surfaceY munie d’un morphisme : ¥ — P1, dont la fibre générique est intersection compléte lisse de deux
quadriques danB3, donc est une courbe de genre un. Les fibres géométriques singuligyesodeau nombre
de 6, une au-dessus de chacun des pointsl],deérifiantc(u) -d(u) - (c — d)(u) = 0. Chacune de ces fibres est
union de deux courbes lisses de genre zéro se coupant transversalement en deux points.

SoitCo c A2, avec coordonnées affings, 1), la conique lisse d’équatiofi(x) = 2, et soitC c PP? la conique
projective lisse qu’elle définit. La projectiot® — Al donnée patu, r) — « induit un morphismecy — A}l qui
s’étend en un morphisme — P* ramifié exactement en les deux pointsifedonnés paif (u) = 0.

Soit X le produit fibréY xp1 C. Comme les polyndmeg etc.d.(c — d) sont sans racine commune, la surface
projectiveX est lisse. La projectio — C a pour fibre générique une courbe lisse de genre un. Elle a exactement
douze fibres géométriques singuliéres, chacune du type décrit ci-dessus. Il est par ailleurs aladoqtient un
ouvert isomorphe a la surface affidg définie plus haut, don¥ estF-birationnelle aZ.
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Pour établir le lemme, ainsi que la Proposition 1.1, on peut supposer le Eodestype fini surQ, puis le
plonger dan< et se contenter de vérifier le résultat §UrEn effet, les propriétés d’'étre une surface K3 ou d'étre
une surface d’Enriques sont stables par extension de corps puisque d’apres la classification de [1], p.188, pou
une surface projective lissg, étre une surface K3 est équivalent a avoir un fibré canonique trivial et vérifier
H(X,0x) =0, et étre une surface d’Enriques est équivalent & avoir un fibré canonique d’ordre exactement deux
dans le groupe de Picard et vérifigt (X, Ox) = 0.

En appliquant le Lemme VI.4 de [2], on obtient alorgep(X) = Z,-lil xtop(Si), ou les S; sont les fibres
singuliéres, qui ont toutes une caractéristique d’Euler—Poincaré égale a 2x@pic) = 24. De plus, grace
au Corollaire 12.3 de [1], on sait qu’un diviseur canonique X¥upeut s’écrire sous la form& = f*(D), ou
D est un diviseur suP?l, et on a donck - K = 0. Le méme Corollaire affirme également gleest de degré
d = x(X,0x) — 2y (P, Op1) = x(X, Ox) — 2. En utilisant la formule de Noether et le calcul ggp(X), on
obtient alorsy (X, Ox) = 2. Le diviseurD est donc de degré 0 et le diviseur canonique est linéairement équivalent
a 0, c'est-a-dire que le fibré canonique est trivial. De pkisest minimale car une courbe exceptionnelle de
premiére espécg sur X vérifieraitE - K = —1, ce qui n'est pas possible avec un diviseur canonique trivial. Par
la classification de [1], p. 188, la seule possibilité pour une sufaognimale d’avoir un fibré canonique trivial
et de vérifieryop(X) = 24 est d'étre une surface K30

CommeX est une surface K3, on H1(X, 9x) = 0. Si I'on avait H(Y, Oy) # 0, la variété d’Albanese de
Y serait non triviale, il existerait donc une application rationnelle non constantea®s une variété abélienne.
Une telle application se prolonge automatiquement en un morphisme défiXi teurt entier ([7], Lemme 9.11),
la variété d’Albanese d& serait non triviale, on auratf 1(X, Ox) # 0, ce qui est absurde. Aingl1(Y, Oy) = 0.
De plus, commeX domineY, on a pour les dimensions de Kodaira Heet X l'inégalité « (Y) < «(X) ([7],
Théoréme 6.10), ce qui implique(Y) < 0. En utilisant a nouveau la classification de [1], p. 188, les seules
possibilités poury sont alors d’étre une surface rationnelle, une surface K3 ou une surface d’Enriqués Or
un revétement double non ramifié non trivial, donc n’est pas simplement connexe et ne peut pas étre une surfac
rationnelle ou une surface K3. C’est donc une surface d’Enriques, ce qui démontre la proposition.

Nous utiliserons le lemme bien connu suivant (qui découle du théoréme d’inversion locale pour les variétés
analytiques, énoncé dans [6], 3.9, Théoréeme 2) :

Lemme 1.3. Soit X une variété lisse géométriguement connexe définié su€((z)) et U un ouvert de Zariski
non vide deX. Alors X (k) =0 < U (k) = 0.

2. L'exemple

L'exemple annoncé est défini par un systéme d’équations du type de ceux introduits ci-dessus :
Proposition 2.1. La variété affine définie dan&é(m), muni des coordonnées affin@s x, y, z), par le systeme
d’équations

x2—tu? +1t = (tu? —1)y?> 0,
22+ =12 — 172 £0

n'a pas de point su€((z)).
Démonstration. Vérifions pour commencer que ¢df— ¢) est bien séparable, donc que I'on est dans les

hypothéses de la Proposition 1.1. D&B&+/7)), les racines def sont 1/4/r et —1/4/1, celles dec sont 1 et
—1, celles del sont 1/ (+/2r) et—1/(/21) et celles del — c sont I/t — L et /¢ + 1.
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On remarque ensuite qu&u) = r2u? — t est de valuation paire (égale a(@)) quandv(x) < O et de valuation
impaire (égale a 1) quandu) > 0.

Fixonsug tel quev(up) < 0. On a alors une solution au systeme si et seulement si on peut trouvgrtein
quev(xZ — tu? + 1) soit paire et(xZ — 2tu3 + 1) soit impaire. En effet, on pourra alors trouvey et zo tels
que (xo, yo, z0, o) SOit solution du systéme en extrayant deux racines carrées alors que dans le cas contraire, les
valuations des deux membres de I'une des équations définissant le systéme sont toujours différentes. Or, comm
v(ug) <0, on av(tu3 — 1) = v(tuf) = 2v(uo) + 1 qui est impaire, donc on doit avaix3) < v(tu3 — ). Or on
a aussiv(2ru — 1) > v(2rud) = 2v(ug) + 1= v(tud — t) > v(x2) (on peut ne pas avoir égalité dans la premiere
inégalité pouw (ug) = —1). On en déduit que(xg — 2tu(2) + ;1) = v(xg) ne peut étre impaire, donc qu’il n'y a pas
de solution vérifiant (ug) < 0.

Choisissons maintenaint tel quev(u1) > 0. On aura désormais une solution si et seulement s'il existe ted
quev(xf — tu% + t) soitimpaire elv(xf — 2tu§ + %) soit paire. Or, comme(u1) > 0, on av(2tu§ - %) = —1donc
on doit avoirv(x1) < 0, et comme)(tuf —t)>1,0na nécessairememxf - tu% + t) impaire, ce qui empéche a
nouveau I'existence d’une solution. On en déduit I'absence de point rationnel sur la variété considerée.

Théoréme 2.2. Un modéle projectif lisse minimal de la variété introduite a la Proposit®oh est une surface
d’Enriques sans point SUE((z)).

Démonstration. Puisqu’on vient de voir que le modele en question n’a pas de point sur un ouvert, il suffit d'utiliser
le Lemme 1.3 pour conclure.

Remarque 1. Ces équations définissent également une surface d’Enriques sans p@itt)sur

Remarque 2. Dans le systéme de la Proposition 2.1, on peut remplacer, dans le second membre de la seconds
équation, le premier par n'importe quel élément de C((¢)) n'étant pas un carré, la surface ainsi définie est
toujours une surface d’Enriques sans point rationnelGUr)). Par contre, sr est un carré dan€((z)), la

surface définie par le systéme analogue a toujours un point rationrié{ Glir (cela découle du fait qu’'un trinbme
séparable sUE((¢)) prend toujours les deux parités de valuation).
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