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Abstract

We investigate the inverse problem of identifying the Robin parameterϕinv by measuring the electrostatic potentialf on a
partM of the accessible boundary of a two-dimesional domain. After proving an identifiability result, the inverse prob
formulated as an optimization problem in a non-standard way: the cost functionalF measuresL1-gap between the solutio
uϕ of the direct Robin problem and the measurementf onM , and thus it is more robust against outliniers than least-squ
formulations (Huber, 1969). Positivity, monotonicity and control properties of the state derivativeu1

ϕ are proved. Tools o

complex analysis allow differentiability ofF in spite of the fact that we work with theL1-norm. To cite this article: S. Chaabane
et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Résumé

Différentiabilité d’une L1 fonctionnelle écart liée au problème inverse de Robin.On s’intéresse dans ce travail à l’étu
d’un problème inverse d’identification du coefficient de Robinϕinv par la mesure du potentiel électrostatiquef sur une surface
de mesureM du bord accessible dans le cas 2D. Après avoir prouvé un résultat d’identifiabilité, on transforme ce pr
inverse en un problème d’optimisation dans un cas non standard : la fonction coûtF modélise l’écartL1 entre la solutionuϕ
du problème direct de Robin et les mesuresf surM . L’avantage de cette méthode est qu’elle est plus robuste au bru
celle du moindre-carré (Huber, 1969). Après avoir prouvé quelques propriétés de positivité, de monotonicité et de co
la dérivéeu1

ϕ de l’état, on démontre en utilisant des outils d’analyse complexe que la fonctionnelleF est différentiable bien

qu’on travaille avec la normeL1. Pour citer cet article : S. Chaabane et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.
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Soit Ω un domaine simplement connexe deR
2 dont la frontière∂Ω est une courbe de Jordan de cla

C1,β ; β ∈]0,1[ (voir Fig. 1). SoientΓ1 et Γ2 deux ouverts non vides connexes et disjoints de∂Ω , satisfaisant
∂Ω = �Γ1 ∪ �Γ2. On désigne parM un ouvert connexe non vide deΓ1 tel que∂M ∩ ∂Γ1 = ∅.

Considérons le problème inverse suivant :
Étant donné un fluxΦ ∈ C0

0(Γ1) vérifiantΦ � 0, Φ 	≡ 0 et la mesuref surM ; déterminer une fonctionϕinv
telle que la solutionu du problème :

(RP)




�u= 0 dansΩ,
∂u

∂n
=Φ surΓ1,

∂u

∂n
+ ϕinvu= 0 surΓ2,

vérifie aussiu|M = f .
On se place dans le cas où la fonctionϕinv appartient à l’ensemble des paramètresϕ admissibles donné par :

Φad= {
ϕ ∈L∞(Γ2), ϕ 	≡ 0 etϕ � 0 p.p. surΓ2

}
.

La première partie de ce travail est consacrée à étendre le résultat d’identifiabilité prouvé dans [3] aux f
ϕ ∈Φad. La démonstration se base essentiellement sur des propriétés de positivité et de monotonicité de la
du problème de Robin (RP).

Dans la deuxième partie de ce travail, on transforme le problème inverse en un problème d’optimisatio
construction d’une fonctionnelleF définie surΦad par :

F(ϕ)=
∫
M

|uϕ − f |,

avecuϕ désigne la solution du problème (RP) en remplaçantϕinv par ϕ. On démontre dans ce cas queϕinv est
l’unique minimum deF . Notons que les fonctionnellesL1 sont plus robustes aux bruits que les fonctionne
moindres-carrés [7] ce qui motive notre travail.

Pourϕ ∈ Φad, la fonction(uϕ − f ) peut être positive dans une partieM1 deM et négative dans une aut
partieM2. Ce changement de signe entraine en général des problèmes de differentiabilité de la fonctionF .
Pour surmonter cette difficulté, on commence par prouver que l’ensemble :

Sϕ = {
x ∈M telle queuϕ(x)= f (x)

}
,

est fini pour toutϕ ∈Φad ; ϕ 	= ϕinv. On démontre ensuite les deux théorèmes suivants :

Théorème 0.1.Pourϕ ∈Φad eth1, h2 ∈L∞(Γ2) telle queh1 � h2, on a:

u1
ϕ(h1)� u1

ϕ(h2),

avecu1
ϕ(h) ; h ∈L∞(Γ2), désigne la dérivée de l’étatuϕ dans la directionh.

Théorème 0.2.La dérivéeu1
ϕ de l’état vérifie les propriétées suivantes:

• Monotonicité :Soitϕ,ψ ∈Φad telle queψ � ϕ. On a alors: u1
ψ(1)� u1

ϕ(1).

• Positivité :u1
ϕ(1)(x) < 0 pour toutx ∈ �Ω .

• Contrôle :Pour toutϕ ∈Φad eth ∈ L∞(Γ2), on a: |u1
ϕ(h)| � −‖h‖L∞(Γ2)u

1
ϕ(1).
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Ces propriétées de positivité, de monotonicité et de contrôle de la dérivéeu1
ϕ de l’état ainsi la carctérisatio

de l’ensembleSϕ , jouent un rôle important pour l’étude de la différentiabilité de la fonctionnelleF formulée en
normeL1.

Théorème 0.3.Pourϕ ∈Φad on a:

lim‖ψ−ϕ‖L∞ (Γ2)→0+
ψ∈Φad

F(ψ)−F(ϕ)
‖ψ − ϕ‖L∞(Γ2)

=
∫
M

u1
ϕ(ψ − ϕ)sign(uϕ − f ),

avecsign(uϕ − f ) représente la fonction signe de(uϕ − f ).

1. Introduction

We investigate the inverse problem of identification of a Robin coefficientϕinv from the knowldgw of dataf on
some partM of the accessible boundaryΓ1. The Robin inverse problem studied in this work might be viewed
model for corrosion detection problem (see, for example, [6,8,9]) and it was studied previously by many a
We cite for example the works of [6,8] on uniqueness, stability and an identification process in the case thΩ of
a thin 2D strip domain. More recently, a local isotropic stability result together with a logarithmic estimate
mapping of the parametersϕ to the dataf in caseΩ is a 2D rectangular domain was established in [5] and a gl
logarithmic stability result between Robin’s parametersϕ and measurementsf was proved in [4] in the case of
C1,β Jordan domain ofR2. Numericals implementation for identification of the Robin parameterϕ by using the
Kohn–Vogelius method was studied in [1] and by using tools of complex analysis and analytic data extens
studied in [2].

2. Problem formulation and identifiability result

We consider a simply connected bounded Jordan domainΩ in R
2 with C1,β boundary∂Ω andβ ∈]0,1[ (see

Fig. 1). LetΓ1 andΓ2 be two nonempty connected disjoint open subsets of∂Ω , satisfying∂Ω = �Γ1∪ �Γ2 and letM
be a nonempty connected open subset ofΓ1 such that∂M ∩ ∂Γ1 = ∅.

We study the following inverse problem:

Fig. 1. The domain and its boundary.

Fig. 1. Le domaine et sa frontière.
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Given a prescribed fluxΦ ∈ C0
0(Γ1) with Φ � 0,Φ 	≡ 0, and a measurementf of u onM, recover the function

ϕinv such that the solutionu to the problem:

(RP)




�u= 0 inΩ,
∂u

∂n
=Φ onΓ1,

∂u

∂n
+ ϕinvu= 0 onΓ2,

also satisfiesu|M = f .
The functionϕinv is assumed to belong to the set of admissible parametersΦad defined by:

Φad= {
ϕ ∈L∞(Γ2): ϕ 	≡ 0 andϕ � 0 a.e. onΓ2

}
. (1)

Forϕ ∈Φad, we denote byuϕ the solution of (RP) withϕinv replaced byϕ.
If the admissible parameter set is chosen to beA = {ϕ ∈ C0

0(
�Γ2): ϕ � 0 andϕ 	≡ 0} uniqueness of the

coefficientϕinv from the knowledge off onM was established in [2,3]. The following identifiability theore
represents an extension of that result for the setΦad:

Theorem 2.1.Letϕ,ψ ∈Φad and assume thatuϕ|M = uψ |M . Thenϕ =ψ a.e. onΓ2.

The proof of this theorem is based on positivity and monotonicity properties of the solutionuϕ with respect to the
parameterϕ. Forϕ ∈ A, these properties are proved in [2,3] by the Hopf Maximum principle. If the parametϕ
are only nonnegative in theL∞ sense, as required byΦad, then the Hopf maximum principle is not applicab
A modified proof can be based on the following monotonicity lemma:

Lemma 2.2.LetS = {ϕ ∈L2(Γ2): ϕ 	≡ 0 andϕ � 0 a.e. onΓ2}. Then the mapping:

η :S −→ H 1,

ϕ �−→ uϕ
(2)

is well defined, locally Lipschitzian and a decreasing function onS, i.e., 0 � ϕ � ψ implies 0 � uψ � uϕ .
Moreover,infx∈ �Ω uϕ(x) > 0.

3. Differentiability of the cost function F

Becausef is attainable and due to Theorem 2.1, the functionϕinv is the unique solution of the followin
optimization problem:{

min
∫
M |uϕ − f |,

subject toϕ ∈Φad.

It will be convenient to introduce the functionalF :Φad ⊂ L∞(Γ2)→ R by F(ϕ)= ∫
M |uϕ − f |. The motivation

for using theL1-functional rather than a last squares functional is given by the fact thatF is robust against outlier
in noisy data [7]. For a given parameterϕ ∈ Φad, the functionuϕ − f can be positive in some partM1 of M and
negative in another partM2 resulting in possible lack of differentiability ofF . We first establish the following
lemma:

Lemma 3.1.The setSϕ = {x ∈M: uϕ(x)= f (x)} is finite for everyϕ ∈Φad such thatϕ 	= ϕinv.
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Forϕ ∈Φad, andh ∈L∞(Γ2), let u1
ϕ(h) denote the solution of the problem:




�u= 0 inΩ,
∂u

∂n
= 0 onΓ1,

∂u

∂n
+ ϕu= −huϕ onΓ2.

(3)

This lemma allows to verify the following result on the asymptotic behavior of the difference quotient.

Theorem 3.2.The linear mappingh �→ u1
ϕ(h) is continuous and for everyϕ,ψ ∈Φad, we have:

lim‖ϕ−ψ‖L∞ (Γ2)
→0

‖uψ − uϕ − u1
ϕ(ψ − ϕ)‖H1(Ω)

‖ϕ −ψ‖L∞(Γ2)

= 0.

Moreover the mapping: ϕ �→ u1
ϕ fromΦad equipped with theL∞ norm toL(L∞(Γ2),H

1(Ω)) is well defined and
locally Lipschitzian.

We prove then the two following theorems providing positivity, monotonicity and control properties of the
derivativeu1

ϕ .

Theorem 3.3.For ϕ ∈Φad andh1, h2 ∈L∞(Γ2) with h1 � h2, we have:

u1
ϕ(h1)� u1

ϕ(h2).

Theorem 3.4.The following properties hold:

• Monotonicity:Letϕ,ψ ∈Φad such thatψ � ϕ. Then: u1
ψ(1)� u1

ϕ(1).

• Positivity:u1
ϕ(1)(x) < 0 for everyx ∈ �Ω .

• Control:For everyϕ ∈Φad andh ∈L∞(Γ2), we have: |u1
ϕ(h)| � −‖h‖L∞(Γ2)u

1
ϕ(1).

Lemma 3.1 and Theorems 3.2–3.4 imply that the functionalF is differentiable in Int(Φad):

Theorem 3.5.For ϕ ∈Φad we have

lim
‖ψ−ϕ‖L∞ (Γ2)

→0+
ψ∈Φad

F(ψ)−F(ϕ)
‖ψ − ϕ‖L∞(Γ2)

=
∫
M

u1
ϕ(ψ − ϕ)sign(uϕ − f ),

whereu1
ϕ(ψ − ϕ) is the solution of(3) with h=ψ − ϕ. Moreover, the functionF is differentiable inInt(Φad).

4. Conclusion

We have established the differentiability of the functionF by using mainly some tools of complex analysis
the case of no error on the dataf . Next we shall study differentiability properties of the functionF in the case of
aL1-perturbed data.

The functionalF and its differential expression permit to define a Newton-type method in order to
numerically the Robin inverse problem. This will be the next step of our work.
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