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Abstract

We investigate the inverse problem of identifying the Robin paramgtgrby measuring the electrostatic potentfabn a
part M of the accessible boundary of a two-dimesional domain. After proving an identifiability result, the inverse problem is
formulated as an optimization problem in a non-standard way: the cost funcﬂbnaéasuresLl-gap between the solution
u, of the direct Robin problem and the measuremgmin M, and thus it is more robust against outliniers than least-squares
formulations (Huber, 1969). Positivity, monotonicity and control properties of the state derinétiaee proved. Tools of
complex analysis allow differentiability of in spite of the fact that we work with thel-norm Tocitethisarticle: S. Chaabane
etal., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Résumé

Différentiabilité d'une L1 fonctionnelle écart liée au probléme inverse de RobirDn s'intéresse dans ce travail & 'étude
d’'un probléme inverse d’identification du coefficient de Ropjgy, par la mesure du potentiel électrostatigisur une surface
de mesureV du bord accessible dans le cas 2D. Aprés avoir prouvé un résultat d'identifiabilité, on transforme ce probléme
inverse en un probléme d'optimisation dans un cas non standard : la fonctiofF coatiélise I'écart.® entre la solutiont,,
du probléme direct de Robin et les mesugesur M. L'avantage de cette méthode est qu’elle est plus robuste au bruit que
celle du moindre-carré (Huber, 1969). Aprées avoir prouvé quelques propriétés de positivité, de monotonicité et de controle de
la dérivéeu(}) de I'état, on démontre en utilisant des outils d’analyse complexe que la fonctiothel différentiable bien
qu’on travaille avec la normeX. Pour citer cet article: S. Chaabaneet al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.
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Version francaise abrégée

Soit £2 un domaine simplement connexe ®é dont la frontiéred2 est une courbe de Jordan de classe
¢ B €10, 1[ (voir Fig. 1). Soientl; et I> deux ouverts non vides connexes et disjointsely satisfaisant
982 = I'L U I>. On désigne pad/ un ouvert connexe non vide d& tel quedM NI = @.

Considérons le probléme inverse suivant :

Etant donné un fluxp ¢ (38(1“1) vérifiant® > 0, @ # 0 et la mesuref sur M ; déterminer une fonctioginy
telle que la solutiom du probléme :

Au=0 danse,

ou _ surl
(RP) on L

ou

— +¢invu =0 surly,

on

vérifie aussiuy = f.
On se place dans le cas ou la fonctigy, appartient a I'ensemble des parameéesimissibles donné par :

Pad={p € L®(I2), ¢ #0 ety >0p.p. surlz}.

La premiére partie de ce travail est consacrée a étendre le résultat d’identifiabilité prouvé dans [3] aux fonctions
@ € dyg. La démonstration se base essentiellement sur des propriétés de positivité et de monotonicité de la solutior
du probléme de Robin (RP).

Dans la deuxiéme partie de ce travail, on transforme le probléme inverse en un probléme d’optimisation par la
construction d’'une fonctionnell& définie surd,q par :

T(w)=/|u¢—f|,
M

avecu, désigne la solution du probleme (RP) en remplagast par . On démontre dans ce cas o@gy est
I'unique minimum deF. Notons que les fonctionnellds® sont plus robustes aux bruits que les fonctionnelles
moindres-carrés [7] ce qui motive notre travail.

Pourg € @44, la fonction (v, — f) peut étre positive dans une parfi€, de M et négative dans une autre
partie M>. Ce changement de signe entraine en général des problémes de differentiabilité de la fonctiannelle
Pour surmonter cette difficulté, on commence par prouver que I'ensemble :

Sy = {x € M telle queu, (x) = f(x)},

est fini pour toutp € @aq; ¢ # inv. ON démontre ensuite les deux théorémes suivants :

Théoréme 0.1.Pourg € @yqethy, ho € L (1) telle quehy < hp, on a:
ug(h1) > ug(ha),
aveCué(h) ; h e L*°(I2), désigne la dérivée de |'état, dans la directior.
Théoreme 0.2.La dérivéeu(}) de I'état vérifie les propriétées suivantes
e Monotonicité :Soity, ¢ € Paqtelle quey < ¢. On a alors: ui(l) < u(})(l).

o Positivité :u(1)(x) < 0 pour toutx € £2.
o Controle :Pour toutp € Pageth € L®(I72), on a: uj(h)| < — ||l Lo (ryyu} (D).
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Ces propriétées de positivité, de monotonicité et de contrble de la détrjvée I'état ainsi la carctérisation
de I'ensembleS,,, jouent un réle important pour I'étude de la différentiabilité de la fonctionnglf@rmulée en
normeL?.

Théoreme 0.3Pourg € dggon a:

FOFO_ [ 1y sigruy - .

1V =¢llpoo (ot 10— @llLoo(ry)
Y E€Dad M

avecsign(u, — f) représente la fonction signe de, — f).

1. Introduction

We investigate the inverse problem of identification of a Robin coeffigigipfrom the knowldgw of datg on
some pariV of the accessible boundary. The Robin inverse problem studied in this work might be viewed as a
model for corrosion detection problem (see, for example, [6,8,9]) and it was studied previously by many authors.
We cite for example the works of [6,8] on uniqueness, stability and an identification process in the casethat
a thin 2D strip domain. More recently, a local isotropic stability result together with a logarithmic estimate for the
mapping of the parametegsto the dataf in cases? is a 2D rectangular domain was established in [5] and a global
logarithmic stability result between Robin’s parametei@nd measuremeniswas proved in [4] in the case of a
¢%# Jordan domain oR?. Numericals implementation for identification of the Robin parametby using the
Kohn—Vogelius method was studied in [1] and by using tools of complex analysis and analytic data extension was
studied in [2].

2. Problem formulation and identifiability result

We consider a simply connected bounded Jordan do®aim R? with C1-# boundaryd$2 andg €10, 1[ (see
Fig. 1). LetI; andI> be two nonempty connected disjoint open subsetsdfsatisfyingd 2 = I't U > and letM
be a nonempty connected open subsdatio$uch thab M N oI = 3.

We study the following inverse problem:

Fig. 1. The domain and its boundary.
Fig. 1. Le domaine et sa frontiére.
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Given a prescribed flup e 08(1“1) with @ > 0, @ #£ 0, and a measuremetitof u on M, recover the function
@inv Such that the solution to the problem:

Au=0 in $2,

ou _ onr
(RP) an L

ou

— 4+ ot =0 onlry,

on

also satisfies |y = f.
The functionginy is assumed to belong to the set of admissible paramétgrdefined by:

®ad= {9 € L¥(I2): ¢ £0andp >0 a.e. o). 1)

Forg € @44, we denote by, the solution of (RP) withpj,, replaced byp.

If the admissible parameter set is chosen to.be= {¢p € 68(1:2): ¢ > 0andy # 0} uniqueness of the
coefficientginy from the knowledge off on M was established in [2,3]. The following identifiability theorem
represents an extension of that result for thefsgt

Theorem 2.1.Lety, ¥ € ®@ag and assume thaly y = uy|pu. Thenp = a.e. only.

The proof of this theorem is based on positivity and monotonicity properties of the salytisith respect to the
parametep. Forg € A, these properties are proved in [2,3] by the Hopf Maximum principle. If the parameters
are only nonnegative in the®> sense, as required bf,q, then the Hopf maximum principle is not applicable.
A modified proof can be based on the following monotonicity lemma:

Lemma 2.2.LetS = {¢ € L2(I2): ¢ #0andg > 0a.e. onl:}. Then the mapping

n:S — Hl,
© — Uy

(2)

is well defined, locally Lipschitzian and a decreasing functionSni.e., 0 < ¢ < ¢ implies 0 < uy < uy.
Moreover,inf, _zu,(x) > 0.

3. Differentiability of the cost function F

Becausef is attainable and due to Theorem 2.1, the funcigy is the unique solution of the following
optimization problem:

{minfM lup — f1,
subject top € ®aq.

It will be convenient to introduce the functional: @39 C L*(I2) — R by F(p) = fM luy — f1. The motivation
for using theL-functional rather than a last squares functional is given by the facff@tobust against outliers
in noisy data [7]. For a given parametge @44, the functionu, — f can be positive in some pa#f; of M and
negative in another pai/, resulting in possible lack of differentiability af. We first establish the following
lemma:

Lemma 3.1.The setSy = {x € M: uy,(x) = f(x)} is finite for everyp € ®aq such thaip # giny.



S. Chaabane et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003) 771-776 775

For¢ € @44, andh € L*(I72), Ietu(}](h) denote the solution of the problem:

Au=0 in $2,
ou _ onr
an b 3)
Ou + h onIr:
— u=—hu .
on ¢ ¢ 2

This lemma allows to verify the following result on the asymptotic behavior of the difference quotient.
Theorem 3.2.The linear mapping — u(})(h) is continuous and for evegy, ¢ € @5q, we have

im iy —uy —ug( — Ol 0
lo—=vll oo () =0 lg — ¥llLoo(ry) '

Moreover the mappingpy — ué from @54 equipped with th&.> norm to L(L>°(I%), H1(£2)) is well defined and
locally Lipschitzian.

We prove then the two following theorems providing positivity, monotonicity and control properties of the state
derivativeu}.

Theorem 3.3.For ¢ € ®3gandhs, hp € L*° (1) with hy < h2, we have

ug(h1) > ug(ha).
Theorem 3.4.The following properties hold

e Monotonicity:Lety, ¥ € ®aqsuch thaty < ¢. Then uj, (1) <ug(l).
o Positivity: u}(1)(x) < O for everyx € 2.
e Control:For everyp € @agandh € L (1), we have|u(})(h)| < —||h||LOO(,~2)u;(1).

Lemma 3.1 and Theorems 3.2—3.4 imply that the functidha@ differentiable in In®4g):

Theorem 3.5.For ¢ € @59 we have

I —¢llLo (=0 1V — @llLoo(ry)
YDy M

whereu(})(w — @) is the solution of3) with 4 = ¢» — ¢. Moreover, the functiotF is differentiable inint(®ag).

4. Conclusion

We have established the differentiability of the functiBrby using mainly some tools of complex analysis in
the case of no error on the dafaNext we shall study differentiability properties of the functiérin the case of
a Ll-perturbed data.

The functional 7 and its differential expression permit to define a Newton-type method in order to solve
numerically the Robin inverse problem. This will be the next step of our work.
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