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Résumé

Suivant Voevodsky, on sait associer un triangle de Gysin dans la catégorie des motifs triangulés a touXcapiermé
d’'un schéma liss& et d'un sous-schéma fermé lisgede X. Nous étudions la fonctorialité de ce triangle de Gysin : si I'on se
donne un morphismég: Y — X transverse &, cette fonctorialité est simple. Nous nous intéressons au cas ou le morphisme
n’est pas tout a fait transverseZaobtenant ainsi une formule motivique d’excées d'intersection et une formule qui fait intervenir
la ramification au sens des anneaux de valuations discrétes d’égale caractéRstiqager cet article: F. Déglise, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Motivic interpretation of the excess intersection formula.Following Voevodsky, one can associate a Gysin triangle in the
category of triangulated motives to every couf}g Z) such thatX is a smooth scheme ariflis a smooth closed subscheme
of X. We study the functoriality of this triangle: if one considers a morphignY — X which is transversal t&, this
functoriality is simple. We are rather interested in the case wifei® not quite transversal t&. In that case, one obtains
a motivic excess intersection formula and a ramification formula in the sense of equicharacteristic discrete valuatitm rings.
citethisarticle: F. Déglise, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let k£ be a perfect field. In this Note, the word scheme always means separstbéme of finite type. We say
that a scheme is smooth when it is smooth over the base field. We use the notation and definitions of [3], Chapter 5
Recall also from [9] that for a smooth scherie we get a canonical isomorphisfi?*(X; Z(n)) ~ CH"(X),
where the right-hand side is the usual Chow group of cycles of codimensibix .

In this Note, we study the Gysin triangle in the categb?e™(k), and particularly its functoriality.

First, we adopt a different method than the one used in [3], Chapter 5 to construct the Gysin triangle. We call
closed pair every coupleX, Z) such thatX is a smooth scheme arflis a closed subscheme #&f A morphism
of closed pairgf, g): (Y, T) — (X, Z) is a commutative square of schemes such that the associated square of
topological spaces is Cartesian — we say that such a morphism is Cartesian if the square is Cartesian in the
category of schemes. To a closed p@ir, Z) we associate, with the notation of loc. cit., the motivic complex
C*(L(X)/L(X — Z)), denoted by (X, Z). This complex is functorial with respect to morphisms of closed pairs.
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Let (X, Z) be a closed pair such thatis smooth. Following [6], one uses the deformation to the normal cone
to obtain an explicit isomorphism¥ (X, Z) ~ M(NzX, Z). The motivic complex at the right hand side is also
denoted byM Th(NzX) and called the Thom motive of the fiber bundlg X overZ.

Moreover, as we work with motives, we get a canonical isomorptgii(NzX) — M(Z)(n)[2n] whenZ
is of pure codimension in X. This isomorphism is obtained from the Thom class\gfX in the Chow group
CH"(P(NzX & 1)) (cf. formula (2.3) for definition).

Thus, one obtain a canonical isomorphidf(X, Z) - MTh(NzX) — M(Z)(n)[2rn] when Z is smooth of
pure codimensiom in X. This isomorphism allows one to obtain the Gysin triandletX — Z2) - M(X) —

M(Z)(n)[2n] =2

Let now (X, Z) and(Y, T') be closed pairs such that (resp.T') is smooth of pure codimensionin X (resp.
minY).Let(f,g):(Y,T)— (X, Z) be a morphism of closed pairs. It induces a morphigity, 7) — M (X, Z),
and with the isomorphisms described above, a morphisof, g),: M(T)(m)[2m] — M(Z)(n)[2n]. The main
purpose of this note is to understand this morphism:

Proposition 0.1.With the above hypothesis

(D) If fistransversaltaZ (i.e.,n =m andT = Z xx Y), thenM (f, g); = M (g)(n)[2n].

(2) Supposd(f, g) is Cartesian. Pug = ¢g*NzX/NrY; it is called the excess intersection bundle, and has
dimensiore =n — m. Let A7 be the diagonal embedding @ k andc.(¢) : M(T) — Z(e)[2¢] be the morphism
corresponding to the top Chern class&oin CH¢(T) ~ HomDMEff(k) M (T)Z(e)[2¢]. Then

M(f, )= (M(g) ®ce(§)) o M(AT)(m)[2m].

(3) Suppose =m = 1. LetJ denote the ideal of in Y, and suppose that the ideal @fx x Y in Y is equal to
J" forr e N*. ThenM (f, g)1 =r.M(g)(D)[2].

Formula (2) is a generalisation of a particular case of the excess intersection formula of [4], Theorem 6.3 to the
case of motives. Indeed, the Gysin triangle induces in motivic cohomology the long exact sequence of localisation
for higher Chow groups using the isomorphism in [9]. Finally, formula (3) in the case of an extension of discrete
valuation rings ovek gives a ramification formula for the residue homomorphism.

1. Introduction

On fixe un corps parfait. Les schémas que I'on considére sont toujours supposés munis d’'une structure de
k-schéma séparé de type fini; on dit simplement qu'un schéma est lisse lorsqu’il est Iisse@sunotej\f}(r la
catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts, abrégeant ainsi la notation de [3], Chapitre 5. Pour le reste, o
conserve les notations de loc. cit. On utilise enfin isomorphigiféX ; Z(q)) ~ CHY (X, 2q — p) de [9].! ou le
deuxiéme désigne le groupe de Chow supérieur défini par Bloch dans [1].

2. Isomorphisme de pureté et triangle de Gysin

2.1. Motifs a supports

Définition 2.1. On appelle paire fermée tout cougl¥, Z) tel queX est un schéma lisse &t un sous-schéma
fermé deX. On appelle morphisme de paires fermées tout coufle): (Y, T) — (X, Z) de morphismes de
schémas s’inscrivant dans le carré commutatif de schémas  qui est dit cartésien sur les espaces topologiques

sous-jacents. sy yf
Z—=>X

1 Le lecteur constatera que cet isomorphisme ne nécessite pas le théoréme de pureté que nous réétablissons ici.
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Un tel morphisme est cartésien (resp. excisif) si le carré ci-dessus est cartésielf @ssptale etreq €St un
isomorphisme).

Rappelons que d'aprés [3], Chapitre 5, a tout schéma Ks®st associé un faisceau avec transfert®)L
représenté pak. Rappelons aussi que Voevodsky a construit un foncteur « complexe des chaines singulieres »
C*: NV — DM (k) (cf. loc. cit., 3.2).

Définition 2.2. Soit (X, Z) une paire fermée.
On note L(X, Z) le conoyau du monomorphisméX — Z) — (X) dansN}(r. On définit le motif relatif associé
a(X, Z)enposanM (X, Z) = C*(X, Z).

On déduit de cette définition un triangle distingué naturel :

MX —Z)— M(X)— M(X,Z)— M(X — Z)[1]. (1)

Remarque 1.1l résulte de la définition que les motifs relatifs sont naturels par rapport aux morphismes de paires
fermées. Par allleurs, ils sont aussi contravariants par rapport aux inclusions des sous-schémas fermés en jeu.

Proposition 2.3.

(Red) Réduction :Si (X, Z) est une paire fermée, le morphisme canoni¢ieZeq) — (X, Z) induit I'identité
M (X, Zred) — M(X, Z).

(Add) Additivité : SoitX un schéma lisse, ef, Z’ des sous-schémas fermésXliélisjoints. Alors, le morphisme
induitM(X,ZuZz')— M(X,Z)® M (X, Z') est un isomorphisme.

(Exc) Excision :Tout morphisme excis{l, T) — (X, Z) induit un isomorphisme/ (Y, T) - M (X, Z).

(MV) Mayer-Vietoris :SoientX un schéma algébrique liss&, etV deux ouverts d& telsqueX =U UV, etZ
un sous-schéma fermé de On a alors un triangle distingué

MUNV,ZNUNWE2Z MW, zovye MV, 20 vy px, z) —F2

ou j» eti, désignent les morphismes cartésiens induits par les immersions ouvertes évidentes.
(Htp) Homotopie :Le morphisme cartésiem: (AL, A%) — (X, Z) induit par les projections canoniques induit
un isomorphisma/ (7): M (AL, ALy — M (X, 2).

Démonstration. La premiére propriété est évidente, et les deux derniéres résultent des propriétés analogues de:
motifs de Voevodsky. La propriété&@dd) découle deN1V). La propriété Exc) quant a elle est déja vraie pour le
faisceau avec transfertg X, Z) d'aprés les propriétés de la topologie de Nisnevict.

2.2. Déformation au céne normal

Soit (X, Z) une paire fermée. On no®; X I'éclaté deX en Z. Rappelons alors la construction de I'espace
de déformation au c6ne normal. Avec une convention un peu différente de celle de [4], Chapitre 5, on pose
DzX = BOXZ(A,% x X) — BzX. Ce schéma est alors naturel par rapport aux morphismes cartésiens de paires
fermées. Par ailleurs, il est plat s&;} et Dz X|1 = X. Enfin, Dz X|op= CzX, cbne normal d& dansX. On en

déduit des morphismes de déformation au céne norniil Z) (1), (Dz X, A%) (dsq) (CzX, Z), quisont des

morphismes cartésiens de paires fermées. On note par aiNeuéde fibré normal deZ dansX. Le résultat sur
lequel s’appuie cette note est alors :

Proposition 2.4.Soit(X, Z) une paire fermée telle qué soit lisse.

Alors, les morphismesM (X, Z)MM(DZX,A%)MWJ)M(NZX, Z) induits dans DM (k) par la

déformation au cdne normal sont des isomorphismes.
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Démonstration. Dans le cas o = A%, pour un entier naturel, Z étant vu comme sous-schéma fermé a travers
la section nulle, le théoreme est évident d’aprés le calcul de I'espace de déformation et la pridfpigté (

Plus généralement, comnieet Z sont lisses, on obtient localement pour la topologie de Zariski une paramé-
trisation (X, Z) — (A’,j“, A}), morphisme cartéesien étale (cf. [5], 17.12.2 d). Muni d’'une telle paramétrisation,
on voit par la propriétéExc) que la proposition pour la pailg, Z) est équivalente a la proposition pour la paire
(A, Z), cas déja réglé ci-dessus.

On peut alors conclure grace a la proprié®/(). O

2.3. Motif de Thom

Gréace a la proposition précédente, on a réduit I'étude des motifs relatifs dont le fermé est lisse au cas du motif
M(E,X) ou E/X est un fibré vectoriel eX est vu comme sous-schéma fermé a travers la section nulle. On
note MTh(E) ce motif relatif, et on I'appelle lenotif de Thonde E/ X. Le but de ce qui suit est de dégager un
isomorphisme canonique pour ce motif, lorsqueX est de rang.

Or, en ut|I|sant le méme procédé que dans [6], Proposition 2.17, on obtient un triangle distingué canonique

M((P(E)) N MP(E® 1) — MTh(E) S ,OUE®L1=E xXAl en tant que fibré vectoriel siif, et le morphisme

i est engendré par 'immersion fermée correspondant al hyperplan a l'infini.

D’apres le Théoréme 3.5.1 de [3], Chapitre 5, il existe un isomorphisme canoM(¢E)) —— LN

@ngn M(X)(@)[2i]. Il résulte de la définition de cet isomorphisme que le morphisroerrespond a travers
les isomorphismeKE) et [(E & 1) a I'inclusion canonique des premiers facteurs; on en déduit que le triangle
ci-dessus est scindé. Il induit donc un isomorphisme canonigué/ (X)(n)[2n] = MTh(E) dont nous allons
expliciter un inverse.

Rappelons pour cela la définition de la classe de Thom du fihr&®. Notant p (resp.A) la projection
canonique (resp. le fibré inversible) &¢E & 1), il s’agit de la classe dan6 H"(P(E & 1)) égale & (E) =
Z?:O(—l)"—"p*(cn_,»(E)).cl(k)", ou lesc; désignent les classes de Chern classiques.

Remarque 2.1l arrive que I'on considére plutdt cette classe multipliée @at)”. Notre convention de signe sera
justifiée dans le paragraphe suivant.

On peut utiliser I'isomorphismé/?*(X; Z(n)) ~ C H"(X) rappelé au début de cette Note ; la classe de Thom
correspond alors & un morphisti&) : M (P(E @ 1)) — Z(n)[2n] dansDMe (k).

Soit p la projection canonique du fibré projectiffE @ 1)/X et A I'immersion diagonale duk-schéma
P(E @ 1). Considérons le morphism@(E) ® M(p)) o M(A): M(P(E ® 1)) - M(X)(n)[2n]. Comme par
définitions (E)|pr) = 0, et que l'isomorphisme utilisé ci-dessus est compatible au pullback, ce morphisme induit,
grace au triangle distingué scindé ci-dessus, un unique morphisndéTh(E) — M (X)(n)[2n].

Lemme 2.5.Soit X un schéma lisse, e/ X un fibré vectoriel de rang:. Alors, le morphismeg est un
isomorphisme de réciproque: .

Démonstration. Posonsl = EBO<1<” M (X)(i)[2i]. On peut expliciter le morphisng; comme la composée sui-

vante i : M (X)(n)[2n] —— &) L[(E®l) S22 M(P(E @ 1)) —ZE~ MTh(E), ot (1) est le monomorphisme canonique.

Il résulte alors de la définition deg que la relation suivante est vérifiée; o ap = Id, ce qui permet de
conclure. O

2.4. Triangle de Gysin

Soit (X, Z) une paire fermée. Les deux isomorphismes explicités ci-dessus nous permettent de définir a partir

de (1) un triangle distingué canonique, appelé triangle de GWiOX — Z) — M(X) — M(Z)(n)[2n] i}. Lafin
de cette Note a pour but d’élucider en partie la fonctorialité de ce triangle.
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Remarque 3.0n peut voir que ce triangle distingué coincide avec celui défini dans [3], Chapitre 5, puisque
I'isomorphisme exhibé avant la Proposition 3.5.4 de loc. cit. est égal a

Ceci justifie notre convention de signe concernant la classe de Thom. Remarquons par ailleurs que ce choix es
justifié par la remarque de loc. cit. qui précéde la Proposition 3.5.4.

3. Défauts de transversalité

On considére maintenant deux paires ferm@esZ) et (Y, T) telles queZ (resp.T) est lisse et de codimension
n dansX (resp.m dansY). On se donne de plus un morphisipgg): (Y, T) — (X, Z).

Celui-ci induit donc un morphismé/ (Y, T) — M(X, Z). On s'intéresse au probléeme de déterminer le
morphismeM (f, g)1: M(T)(m)[2m] — M(Z)(n)[2n] qui s’en déduit grace aux isomorphismes de la section
précédente.

3.1. Cas d'un morphisme cartésien

On suppose quéf, g) est cartésien. Le morphisndé( f, g), est alors bien défini. On remarque que si de plus
n = m, par définition, le morphismg est transverse . La formule suivante est toutefois valable méme st n :

Théoréme 3.1.0n note¢é = g*NzX/NrY vu comme fibré vectoriel suf, et on posee = n — m. On note
(&) : M(T) — Z(e)[2¢] le morphisme correspondant a la classe de Chern maximake @n considére enfin
Ar la diagonale deT'/ k. Alors, M(f, g)1 = (M(g) ® c.(§)) o M(AT)(m)[2m].

Remarque 4.En particulier, sif est transverse 4, M (f, g), = M(g)(n)[2n].

Indication de preuve. La déformation au céne normal étant naturelle par rapport aux carrés carte3|ens le

morphismeM ( f, g) estisomorphe a travers celle-ci au morphisvh@V, f, g) OUN, f : NrY N g*NzX 5 NzX
est le morphisme induit parf, g) sur le fibré normal. Le morphismeest une immersion fermée, et il reste a
montrer le lemme :

Lemme 3.2.Soiti: F — E une immersion fermée, morphisme de fibrés vectorield'sde rangs respectifs:
etn. On posee =n —m eté = E/F. Alors, le morphism@/Th(i): MTh(F) — MTh(E) correspond a travers
(M(17)®ce(§))oM (A7) (m)[2m] M(T)(n)[2n].

les isomorphismes respectifs eteg a M(T)(m)[2m]

Soitt:P(F & 1) — P(E & 1) 'immersion fermée induite par. On noteyg la projection déP(F @ 1) surT. Le
lemme découle alors de la formule suivante dait*(P(F & 1)) : *(1(E)) = ¢*(ce(£)).t(F).2 O

Remarque 5.Compte tenu de I'isomorphisnié?’ (X; Z(n)) ~ C H"(X), et du fait que le triangle de Gysin induit

sur la cohomologie motivique la suite exacte longue de localisation pour les groupes de Chow supérieurs, on voi
que ce théoréme est une interprétation motivique du Théoréme 6.3 de [4] (et le contient comme cas particulier
lorsque tous les schémas en jeu sont lisses). Ainsi, ce théoréeme généralise la formule de Fulton au cas des group
de Chow supérieurs tels qu’ils sont définis par Bloch.

3.2. Ramification et codimensidn
On suppose maintenant que= m = 1. NotonsJ I'idéal de T dansY. D’apres la définition des morphismes de

paires fermées dans 2.1 et puisquest réduit par hypothésg,= (Z x x Y)reg. On ajoute de plus I'’hypothése que
idéal de Z x x Y dansY est égal d" our € N*,

2 On a utilisé le fait que lisomorphism@),, .y H2'(X; Z(n)) ~ C H*(X) est naturel et gue le produit sur les groupes de Chow correspond
au cup-produit en cohomologie motivique. Pour cette derniére vérification, on renvoie a [2], Théoréeme 8.3.4.
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Théoreme 3.3Dans la situation ci-dessug/(f, g); =r.M(g)(1[2].

Indication de preuve. Rappelons que ¢ est I'idéal deZ dansX, Dz X = Spec¢, ., J".t™"), t désignant le
parametre de la déformation.
On associe dés lors au morphistyeg) le morphismeD, f : DY — Dz X, spectre du morphisme
D, 't 2 @,y B @,

—n

x.t > px).r™" = @(x).~.

Dans le morphisme (1§:J — J est induit par le morphismg. Le morphisme (2) est I'élévation a la puissance
r sur le parametre de la déformation. Par ailleurs, ce morphisme induit un morptisnieh) : (D17, A%) —
(Dz X, A%) qui est égal & f, g) sur la fibre au-dessus de 1. Nota¥isf : N7Y — Nz X le morphisme induit par
D, f sur la fibre au-dessus de 1. Donc, a travers lisomorphisme de déformation au cone normal, le morphisme
M(f, g) correspond au morphism¥ (N, f, g). Par ailleurs, le morphism#&/, f est composé des morphismes

NrY 3 NrY 5 NzX, ol le morphismes est un morphisme de fibrés vectoriels au-dessug,ds v est un
morphisme homogéne de degré

Soientii:P(N7Y & 1) — P(NrY & 1) le morphisme induit par sur les complétions projectives ele fibré
inversible canonique suP(N7Y @ 1). Alors, *(A) = A". On peut en déduire qu’'a travers lisomorphisme de
Thom, MTh(u) correspond a la multiplication par ce qui permet de conclure D

Remarque 6.Cette proposition s’applique en particulier pour une extension d’anneaux de valuations discrétes
d’égale caractéristique. L'entier n’est rien d’autre que I'indice de ramification au sens de [8] de I'extension
considérée. On notera en particulier que la formule est valable méme dans le cas de ramification sauvage. Comp
tenu de I'isomorphisme entre cohomologie motivique et groupes de Chow, cette formule s’interpréte a nouveau en
affirmant qu’un certain morphisme de Gysin raffiné est la multiplication-par

Nous avons particulierement utilisé cette formule dans [2], Théoréme 9.2.1, pour interpréter les formules des
modules de cycles de Rost (cf. [7]) dans la catégorie des motifs triangulés. Nous projetons par ailleurs d'utiliser
cette formule afin de prolonger la suite spectrale définie par Rost dans loc. cit. au cas de la cohomologie motivique
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