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Résumé

L'objet de cette Note est de présenter une preuve du résultat suivant : un champ de \ettmbustement transitif sur
une variété compacte n'admet aucune singularité. On montre tout d’abord I'incompatibilité d’'une décomposition dominée
avec la présence de singularités hyperboliques selles. On prouve ensuite que la robuste transitivité implique I'existence d’une
décomposition dominé®our citer cet article: T. Vivier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Robustly transitive flows on compact manifoldsIn this Note, we present a proof of the following result: robustly transitive
cl-vector fields on compact manifold admit no singularity. We first prove the incompatibility of dominated structure with
hyperbolic saddles. Secondly, we show that robust transitivity implies the existence of dominated sffacite¢his article:

T. Vivier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
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Abridged English version

Let M be a compact riemannian boundarylessanifold, withn > 3, andX a C1-vector field defined on/.
The vector fieldX is robustly transitivef it admits aC1-neighborhood/ of transitivevector fieldsy, i.e. Y admits
a dense orbit inv. The main result in this note can be stated as follows:

Theorem 0.1.If X is robustly transitive, thelX has no singularity.

This result is a generalization of Doering’s result in dimension 3 (cf. [4]). The main tool in this proof is the
notion ofdominated structurécf. Definition 2.2), which is a weak form of hyperbolicity.
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Let ¢ be the flow generated hy, Sing X) the set of singularities aX, and A a set of regular points invariant
underg. Let N be the normal bundle fox: for any regular poinp,

1
T,M =R.X(p)®N,.

We define the linear Poincaré flowp, (x)), (cf. Definition 2.1), for anye € A and anyr > 0, as the linear part
of the dynamic generated lgybetweenV, andNy ).

A splitting N = N* @ N* of the normal bundle oven (into two invariant subbundles of constant dimensions)
is saiddominatedor the linear Poincaré flowP;), if the difference between the exponential growth of any vector
of N* and the exponential growth of any vector@f during any time longer than a fixed constant is bigger than
a fixed constant > 0.

The proof of Theorem 1.1 now splits into two steps. In Proposition 3.1, we show, as in [4], that, under the
assumption of hyperbolicity of all singular points, including at least a saddle-type singularity, there is no dominated
structure oveM — Sing(X) for the linear Poincaré flowP;),. In Proposition 3.2, we show that,¥f is supposed to
be robustly transitive, then there exists a dominated structuredMveSing(X) for the linear Poincaré flowr;);.

This proposition is a statement for flows of a result of Bonatti, Diaz and Pujals [2].

Let us present the sketch of the proof of Proposition 3.1. The first step is to prove (cf. Proposition 4.1) the
following: under the assumption of existence of a dominated splifting N* & N over A for the linear Poincaré
flow, NO vector of the normal bundle ovet is allowed to undergo at first an exponential growth too close to
the exponential growth of a vector " during an arbitrarily long time, and then an exponential contraction too
close to the exponential contraction of a vectoNifi during an arbitrarily long time. On the other hand, one
can prove that (cf. Corollary 4.3), in the neighborhdo@f a saddle-type singularity on whicki is supposed to
be linear, there always exist vectors of the normal bundle, whose exponential growth is first arbitrarily close to
the maximal exponential growth of the linear Poincaré flowMn_sing x) during an arbitrarily long time, and
then arbitrarily close to the maximal exponential contraction of the linear Poincaré flaMt/0Bing x) during
an arbitrarily long time. So, under these hypothesis, a saddle-type singylacép not belong to IftA U {p}),
if A admits a dominated structure for the linear Poincaré flow. Moreover, Lemma 4.4 states tlizt eegtor
field admitting a dominated structure for the linear Poincaré flow and with all singularities hyperbolic can be
approximated by'! vector fields, admitting a dominated structure for their linear Poincaré flow, and that are linear
around their singularities. This concludes the proof of Proposition 3.1.

The proof of Proposition 3.2 is based on the following idea. Supposebustly transitive. Then the absence
of dominated structure ove¥ — Sing(X) for the linear Poincaré flow implies that, up to an arbitrarily small
perturbation, there exists at least a sink or a source, which contradicts the robust transitivity assumption.

We shall make use of an adaptation for vector fields of Franks’ Lemma [6]: the Proposition 5.1 enables us to
perturbX in theC* topology by perturbing slightly the linear Poincaré fléw(p), atT > 0 andp both fixed. This
result enables us to work wilinear cocyclesA linear cocycleis a pair(X, (Q;);), whereX is a set of regular
points invariant byp, and(Q; (x)); a family of linear application€!-depending on, and continuous i € X,
such thatQ, (¢(s, x)) o Qs (x) = Q;+5(x). More precisely, we shall work withXo, (Q;);), whereXy is the set of
hyperbolic periodic points homoclinically related to a pointThanks to [3], we know that, up to an arbitrarily
small perturbation o, there is a poinp such that¥y is dense inM. As in [2], one can prove that, for such a
linear cocycle(Xo, (Q;);), there is a dichotomy: eitheW/ — Sing(X) admits a dominated structure fo@,),, or
for anye > 0, there is ar-periodic pointg € Yo and ane-perturbation(é,), of (Q;); such that( X, (ét),) is a
linear cocycle, ancﬁt(q) is an homothety. Up to an arbitrarily small perturbation, we can thus construct a sink or
a source, which breaks the robust transitivity.
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1. Introduction

Soit M une variété riemannienne compacte sans bord, de dimensioB3, et X un champ de vecteurs de
classeC! défini surM. Le champ de vecteups est ditrobustement transiti’il est transitif (i.e. admet une orbite
dense dang/) et s'il admet unCt-voisinage de champs de vecteurs transitifs. Les exemples les plus connus de
tels champs sont les champs d’Anosov transitifs. Dans [4], Doering prouve qu’en dimension 3, les seuls champs
robustement transitifs sont des champs d’Anosov (donc n'admettent pas de singularité). Le résultat principal de
cette note est le suivant :

Théoreme 1.1.Si X est robustement transitif, il n'admet aucune singularité.

Ce résultat est a comparer avec I'existence d’attracteurs robustement transitifs, tels que I'attracteur de Loren:
(cf. [1] et [5]). En effet, il est prouvé dans [7] qu'en dimension 3, tout attracteur robustement transitif possede
une structure partiellement hyperbolique, avec une direction stable forte. Nous montrons ici que tout champ
robustement transitif vérifie une forme affaiblie d’hyperbolicté¢omposition dominéhu fibré normal). D’autre
part, nous prouvons que cette structure ne peut exister sur tout un voisinage d'une singularité de type selle
L'existence d’'une singularité est donc possible dans un attracteur de Lorenz (la singularité n’appartient pas a
I'intérieur de I'attracteur), mais pas pour un champ robustement transitif.

2. Définitions et notations

Soity le flot associé au champ de vectelrsSing X) I'ensemble des singularités du champ de vect&yest A
un ensemble de points réguliers invariant par legloDn note| || la norme induite par la métrique riemannienne
de M. Pour toute application linéairg, on notem(A) = 1/||A~1||. En tout pointp ¢ Sing(X), on noten, le
(n — 1)-plan normal au champ de vecteufgp) :

L
T,M =R.X(p)®N,.

Définition 2.1. On définit le flot linéaire de Poincaré, (x)), pour toutx € A et toutr > 0 :
Pi(x):Ny — N(p(t,x)a P, Zﬂw(t,x)OTx(ﬂ(tv\Nx ),

ouny:T,M — N, estla projection paralléle & (y).

Définition 2.2. On dit que le fibré normal dd admet une décomposition domin&e= N* & N* pour (P;); (ou
que(P;), admet une décomposition dominée girsi :

e N* et N” sont deux fibrés invariants pour le flot linéaire de Poin¢®&¢,, de dimension constante sdr;

e il existe To > 0 et A > 1 tels que pour tout > Ty, tout x € A, et tout couple de vecteurs non nuls
(v*,v") e Ni x N¥:

| P ()| <(1>’ [v¥
1Py~ \A) o)
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3. Schéma de la preuve

La preuve de ce théoréme se décompose en deux étapes. Comme dans [4], la premiére étape mont
I'incompatibilité d’'une décomposition dominée avec la présence de singularités. La seconde étape montre que
la robuste transitivité implique la présence d’'une décomposition dominée.

Proposition 3.1. Supposons toutes les singularitésXidnyperboliques, et supposons qu’il existe une singularité
de type selle.
Alors le flot linéaire de Poincaré n'admet pas de décomposition dominé¥ suiSing(X).

Proposition 3.2. Si X est robustement transitif, le flot linéaire de Poincaré admet une décomposition dominée sur
M — Sing(X).

Cette proposition est une version pour les flots du résultat de Bonatti, Diaz et Pujals concernant les
difffomorphismes [2].

4. Preuve de la Proposition 3.1

La proposition suivante caractérise la croissance exponentielle d’'un vecteur quelconque du fibrévipgrmal
en fonction de la croissance exponentielle des vecteurS‘det de N“, ol I'on suppose qu&V|, admet une
décomposition dominée pour le flot linéaire de Poingdgre= N* & N“.

Proposition 4.1. Soit X un champ de vecteurs de classé, défini sur une variété riemannienne compacte
sans bordsM, et A un ensemble invariant pouk, dont le fibré normal admet une décomposition dominée
Nia = N* @ N* pour le flot linéaire de Poincarép;);.

Alors il existes > 0 etT > 0, tels que pour tout > T, touts > T, toutz > r, toutx € A, et toutv € Ny, I'une
au moins de ces inégalités est vérifiée

12l _ 1

1

—.In < —.In(m(Pr‘Nf)) — &, (1)
r il r

1 PP 1

—In——=——> —.In|| P, 5+ . 2
" B )] P I Psns, I +€ (2)

Remarque 4.2.l'inégalité (1) signifie quev ne subit pas une dilatation exponentielle trop proche de celles que
connaissent les vecteurs 8¢ le long de la ligne de flot qui relie a¢(r, x).

L'inégalité (2) signifie queP; (v) ne subit pas une contraction exponentielle trop proche de celles que connaissent
les vecteurs d&/* le long de la ligne de flot qui relie(z, x) ae(t + s, x).

La proposition précédente peut donc s’interpréter de la fagcon suivante : «En I'existence d’une décomposition
dominéeN = N* & N“, un vecteur de I'espace normal ne peut pas connaitre successivement le long d’'une ligne de
flot d’abord une dilatation exponentielle proche de celle d’un vectew'dpendant un temps arbitrairement long
puis une contraction exponentielle proche de celle d’'un vected*deendant un temps arbitrairement long ».

Nous dirons qu& estlinéaire au voisinage d’une singularit¢ s'il existe une carte, voisinage ge sur laquelle
le champ de vecteurs est linéaire.

Une singularitép du champ de vecteup$ est ditehyperboliquesi les valeurs propres deX (p) sont toutes de
partie réelle non nulle. On dit alors queest unpuitssi elles sont toutes de partie réelle négative, smarcesi
elles sont toutes de partie réelle positive, aallesinon.
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Supposong linéaire au voisinage d’'une singularité hyperboliqude type selle : la dilatation maximale est
obtenue pour des vecteurs de la variété instable, la contraction maximale est obtenue pour des vecteurs de la varié
stable. On considére un voisinage glédentifiable & un ouvert dB”, et on se restreint au sous-espace vectoriel
engendré par les sous-espaces propres associés a la plus grande valeur propre (nécessairement positive) et a la |
petite valeur propre (nécessairement négative) @€ p). On montre alors que, le long des segments de flot partant
arbitrairement pres de la variété stable et approchant arbitrairement prées la variété instable, il existe des vecteur
du fibré normal dont la croissance exponentielle est d’abord presque maximale sur un temps arbitrairement long
puis presque minimale sur un temps arbitrairement long. Cette propriété contredit la Proposition 4.1. On en déduif
le corollaire suivant :

Corollaire 4.3. Supposong linéaire au voisinage d@, singularité hyperbolique de type selle.
Alors si le flot linéaire de Poincaré admet une décomposition dominéd son a:

p ¢ Int(AU{p}).
Or la propriété d’existence d’une décomposition dominée du fibré normal est « ouverte » au sens suivant :

Lemme 4.4. Supposons toutes les singularitésXignyperboliques. SoitX"), une suite de champs de vecteurs
de classeC! convergeant ver& en topologieC!. On suppose que le fibré normal @& — Sing(X) admet une
décomposition dominée pour le flot linéaire de Poincaré assodié a

Il existe alorsN > 0, tel que pour tout: > N, le fibré normal deM — Sing(X") admet une décomposition
dominée pour le flot linéaire de Poincaré associ&’a

Comme il est possible d’approcher en topologietout champ de vecteurs de clagsé par des champs de
vecteurs linéaires au voisinage de leurs singularités, le Corollaire 4.3 et le lemme précédent impliqueneque
peut admettre de singularité hyperbolique de type selle, si le flot linéaire de Poincaré admet une décompositior
dominée suM — Sing(X). On en déduit la Proposition 3.1 annoncée.

5. Preuve de la Proposition 3.2

Le but de cette partie est de prouver que I'absence de décomposition dominée implique qu’une perturbation
arbitrairement fine permet de créer un puits ou une source, ce qui brise la robuste transitivité.

La proposition suivante permet de créer un puits ou une source en perturbant le flot linéaire de Pgifoaré
oux est un pointT-périodique. Cette proposition est une adaptation pour les champs de vecteurs d’'un lemme de
Franks [6] :

Proposition 5.1. SoitZ{ un voisinage dé& en topologieC?.

Pour toutT > 0, il existee > 0 tel que, pour tout segment de flot régulier= ¢ ([0, T] x {p}) associé axX,
pour tout voisinagd/ de ce segment de flot et pour toutperturbation@ du flot linéaire de Poincaréy (p), il
existe un champ de vecteufss U/ vérifiant les conditions suivantes

Yir =Xr,
Y = X hors deU,
le flot linéaire de Poincarér (p) associé & estQ,

avecl” = ¢([—11, 2] x {p}), 0Ut1 = Max~o@([—t, T]1 x {p}) € U ettr =Max-o¢([0,t] x {p}) € U.
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On appellecocycle linéairetout couple(X, (Q;);) ou X est un ensemble de points réguliers invariant par
le flot ¢ et Q;(x): Nx — Ny .x) est une famille d’applications linéaires, continue par rapparf eontiniment
différentiable par rapportaet telle que

01 (p(s,x)) 0 Qs (x) = Qpp5(x).

Quitte a perturbek, il existe un pointp périodique dont la classe homocline a#t(I'existence d’un tel point
est prouvée dans [3]). Soy I'ensemble des points périodiques hyperboliques homoclinement refDa
méme que dans [2], on montre qu’un tel cocycle liné&iXe, (Q;);) vérifie toujours I'une des deux propriétés
suivantes :

e s0it(Q;); admet une décomposition dominée; ~ ~
e S0it, pour tout > 0, il existe un pointy € Xy de périoder et unes-perturbation Q,), telle queQ.(¢) est une
homothétie.

La preuve de cette dichotomie se base sur la notiooodgcles linéaires admettant des transitia@issuit le
schéma de [2]. La notion de transition est assez technique et ne peut étre définie avec précision dans cette Not
Dans ce qui suit, nous essayons de présenter grossierement ce que formalise cette notion.

Soienty = ¢([0, 7] x {g}) ety’ = ¢([0, T’'] x {¢'}) deux orbites périodiques dang, de périodes respectives
7 ett’. Pour toute > 0, il existe une orbite périodique passant un temps arbitrairement long dargoisinage
dey, puis un temps arbitrairement long danssuwoisinage de/’ ; on peut méme imposer au temps de transition
entre les deux voisinages d’étre uniformément borné.

NotonsT7,_, . (respectivement, _,,) I'application linéaire caractérisant la dynamique linéaire engendrée sur
le fibré normal le long d’'une transition entre e#voisinage dey et ung-voisinage dey’ (respectivement entre un
g-voisinage de;’ et une-voisinage dey). On dit que le cocycle linéairexy, (Q;);) admet deg-transitions si,
pour tout tel coupldq, ¢’), tout couple d’entiergn, m), il existe unes-perturbation(Q;); du cocycle linéaire et
un pointy € X' de périoder tel queér(y) estégale d, _,, 0 (Q(g")" o Tyy o (Q:(g))". Ondit alors qu’'un
cocycle linéairemdmet des transitionsil admet deg-transitions pour tout assez petit.

Soit X un champ de vecteug! robustement transitif sur une variété compacte. L'absence de décomposition
dominée du flot linéaire de Poincaré 3dr— Sing(X) implique donc I'existence d’un poigt z-périodique et d'une
e—perturbatior(ﬁ,)t du flot linéaire de Poincarg); tels que1’5r (g) soitune homothétie. Grace ala Proposition 5.1,
on peut alors perturber le champ de vecteurs, de facon a obtenir un puits ou une source, ce qui brise la robust
transitivité.
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