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Résumé

On propose dans cette Note une justification rigoureuse de la loi de comportement limite d’'un matériau électromagnétique
bianisotrope avec mémoire présentant une structure périodique et dont tous les parameétres constitutifs dépendent du temp
Cette étude est menée sur les formulations temporelle puis fréquentielle des équations de Maxwell en appliquant la méthod
de I'éclatement périodique introduite par D. Cioranescu, A. Damlamian et G. Grsociter cet article: A. Bossavit et al.,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Modelling of periodic electromagnetic structures — bi-anisotropic materials with memory. In this Note we propose a
rigorous justification of the limit constitutive law of a periodic bi-anisotropic electromagnetic structure with memory. This
study is based on the periodic unfolding method, introduced by D. Cioranescu, A. Damlamian and G. Griso, and is applied on
the time domain and on the frequency domdimcite thisarticle: A. Bossavit et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abridged English version

Let o be a positive parameter meant to go to 0, we consider the electromagnetic*fiefda chiral material
defined by its constitutive law:®u® (¢, x) = A% (¢, x)u®(t, x) + [ B%(s, x)u® (s, x) ds + [ C%(t —s, x)u® (s, x) ds
in which the 6x 6 matricesA*, B*, C* are assumed to geriodicwith perioda (as discussed in the beginning
of Section 1.2) and not necessary diagonal. The fiélgs the unique solution to the variationnel problem (3).

To study the limit of the sequendea®}, we introduce theeriodic unfolding operatofl, and give its main
property in Theorem 1.2.

Under appropriate assumptions stated in Theorem 1.3, we get the:lwhithe sequencé:*}, as the unique
solution to the homogenized problem (5) where the new constitutive law is givetulbyx) = A@)u(z, x) +
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]Ot B(s)u(s, x)ds + féC(t, s)u(s, x) ds. The expression of theffective parametergl, 5, C is given in (10) and
we note that the last integral term is not of a convolution form!

The proof of this result is based on the existence of two corregtansliz which appear in the limit problem (7).
Thefirst correctori, which is linear inu (instead of linear irvu as in diffusion problems) is the superposition of
three elementary correctois” which depends upon the operatbrw © which is related to the initial conditiou?,
and the kerneio: ii(t, x, y) = W (¢, y)ur(t, x) + 0 2(t, »)ud(x) + [o wk (¢, s, y)ux(s, x) ds. Thesecond corrector
is givenin [2].

In the last section we investigate ttationary Maxwell equationand get, through Theorem 2.1, the limit
problem with the effective matrices and the extra source (11).

1. Loisde comportement et équations de M axwell généralisées

L’homogénéisation des équations de Maxwell a déja été traitée par la méthode de la compacité par compensatio
et par la méthode a double échelle [1-4]. Nous nous proposons de fournir ici un résultat d’homogénéisation
général dans le cas ou tous les coefficients qui interviennent dans la loi de comportement dépendent du temp:
Les démonstrations détaillées se trouvent dans [2].

1.1. Probléme d’évolution

On considére un domain@ de R? de frontiéred 2 lipschitzienne, un temp% > 0 et on noteE le champ
électrique H le champ magnétique gt (0, 7) x 2 — R®, u = (E, H) le champ électromagnétique. Sous 'action
d’une source extérieurg: (0, T) x £2 — R, j = (£, j#) le champu est solution du probléme d’évolution posé
sur(0, T) x £2 suivant :

S Lu(t, x) = Mu(t,x)+ j(t,x) dans(0,T) x £2,
u(0, x) = u(x) danss2, (1)
n(x) Aus(t,x)=0 sur(0, T) x 952,
ou M est I'opérateur de Maxwell
rot
M:v=(vi,v2) € L*(2,R%) — Mv = ( v )
—rotvy

Dans le cas d'un milieu diélectrique linéaireigdtropela loi de comportement associée a I'opératequi relie
I'induction électriqueD et I'induction magnétiqué a E et H est de la forme :

D(t,x) = eoe,(t, \)E(t,x) + [o o E (s, x)E(s, x) ds + [g vE(t — s)E(s, x) ds,
B(t, %) = popr (t, ) H(t, %) + fg o™ (s, x)H (z, x) ds + [g v (1 —s)H (z, x) s,
avece,, ir, ... qui sont des scalaires ou des matrices diagonales. Dans ce travail on étend 'étude au cas de:s

matériauxchiraux, c'est-a-dire ceux dont la loi de comportement est symétriqué eh H, ce qui conduit a la
représentation suivante de:

t t
Lu(t,x):A(t,x)u(t,x)—i—/B(s,x)u(s,x)ds—}—/C(t—s,x)u(s,x) ds, (2)
0 0

ou les matricest, B, C d’ordre 6 sont quelconques.
On introduit les trois espaces

H (rot, 2) = {v e L?(£2; R3), rotv € L?(£2; R%)},
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Ho(rot, 2) = {v € H(rot, 2), n(x) A v(x) = 0 dansH ~V2(3£2, R3)},
V(§£2) = Hp(rot, £2) x H(rot, £2) et on établit un premier résultat général.

Proposition 1.1. Soit A € W21(0, T, L=(£2, R%®)) une matrice symétrique et uniformément coercibes
w210, T, L>°(£22,R3%)) etC € W21(0, T, L> (82, R35)). Alors le probléme

(AW, Vult, x)+ [5 Bls, x)u(s, x)ds + f§ C(t — 5, x)u(s, x) ds)
=Mu(t,x)+ j,x) dans(0,T) x £2,

u(0,x)=u’(x) danss,

n(x) Aui(r,x)=0 sur(0,T) x 82

admet une solution uniquee W10, T, L?($2, R%) N L>®°(0, T, V(£2)) associée & la condition initiale® e
V(£2) et & la source extérieurg € WH1(0, T, L2(£2; R®)). De plus cette solution vérifie les majoratians

. 0
lull oo, 7. vy + 1u/dr || oo, 7. 12¢2y) < (i lwrio,r. L2y + ||u ”V(.Q))'

1.2. Homogénéisation et opérateur d’éclatement périodique

On considére maintenant un matériau dont la structure périodique est caractérisée par un motif élémentaire d
taille . On noteY =10, 1[ 2 la cellule de référence. Pour tout R3 on note[z] I'unique combinaison entiére
telle quez — [z] € ¥, alors pour touk € R3 on a la décomposition unique= a([$14 {Z}). On suppose que les
parametres de la loi de comportement sont oscillants et de la faffoe = A({:}), B*(x) = B({3}), C*(x) =
C({%}). On étudie la limite de la suite des champs électromagnétigti¢:s solutions des problémes variationnels :

t
/L“u“~v=/A°‘(0)u°"°~v+// rotu - v1 —rotu$ -vp + j-v Vi€ (0,7T), Vv e L?(2;R%). (3)
0

L'opérateur d’éclatement périodiqdg : v € L2(£2; R) — L2(2 x Y; R) (introduit dans [3]) est défini par :
To(W)(x,y)= v(a[x/ot] +ay), xXen, yey,

avecv prolongé par 0 en dehors de. La propriété deZ, dont nous avons besoin pour établir la convergence de

u® est énoncée dans le théoréme suivant.

Theoreme 1.2. Soit{v*}, une suite uniformément bornée dakigrot, £2). Apres extraction eventuelle de sous-
suites, il existe trois champs € H(rot, 2), v € L?(£2, Hye(Y; R)), v € L*(2, Hpe(Y: R?)), div,(0) =0, tels
que:

v —~ v dansH (rot, 22) faible, To(v*) —~v+V,o dansL?(22 x ¥; R3) faible,
To(rotv®) — rote v +roty, o dansL?(2 x Y; R®) faible.

On rappelle que toutes les fonctions & valeurs d#§) sont de moyenne nulle.

Idée de la démonstration. On utilise la décompositiofi (rot, £2) = VH&(.Q) @ H (rot, div0, £2), avecH (rot,
div0, 2) = {v € L2(2, R3), rotv € L2(£2), divv = 0 dansL?(£2)}.

Hypothéses. Pour pouvoir étudier le comportement asymptotique de la solution on fait les hypothéses suivantes
sur les données :

u®9 - 4% dansV(£2) fort,

j*—j  danswt1(0,T; L?(£2; RE)) fort.
On est alors en mesure de formuler le probléme homogénéisé.

(4)
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Théoréme 1.3. Soit A% € W21t8(0, T, L (2, R3%)) une matrice symétrique et uniformément coercive,
BY € W20, T, L®(£2,R%0)) et C* € WA (0, T, L>®(£2,R%®)) avec B > 0, u*C e V() et j¥ ¢
WL, T, L%(£2)) vérifiant(4), la suite{u®}, converge vers un unique champ électromagnétique limite
u=(E,H)e W-*(0,T, L?(£2,R%))NL>®(0, T, V(£2))
solution du probleme global homogénéisé
%Lu =Mu+j— %Eouo dans(0,T) x £2,
u(0) = u° danss2, 5)
nAu;=0 sur(0,T) x 052.
La source extérieure supplémentagéacou0 ne dépend que de la condition initiakd, son expression est donnée
ci-dessous e(D).

La loi de comportement homogénéiggqui relie le déplacement électrique limif et I'induction magnétique
limite B aux champs etH : (D, B) = L(E, H) est de la forme

t t
Lu(t,x)=.A(t)u(t,x)+/B(s)u(s,x)ds+/C(t,s)u(s,x)ds, (6)
0 0

ou A, B, C sont trois matrices indépendantesxideurs expressions étant données ci-dessoyd@n

Idée de ladémonstration. Elle se fait en plusieurs étapes que nous présentons succinctement.
(i) On montre que la solution® de (3) est uniformément bornée et, en s’appuyant sur le Théoréme 1.2, on
établit qu'il existe trois champs limites :
ue Wt(0, T; L2(£2; R®)) N L>®(0, T; V(£2)),
it € W (0, T; L?(82, Hye{Y: R?))),

e L™(0,T; L3(R2, Hye(Y; R%)), divy(u1) =0, divy(uz) =0
qui sont solutions du probléme :

t
/ L(u+Vyu)t)-v= / / ((rotx uz(s) + rot, Liz(s)) SV — (rotx u1(s) + rot, Li]_(s)) . vz) ds

2xY 0 2xY
t
+// j(s)-vds + / A0 v VYoelL?(Q2xY). (7)
0NRxY 22xY

(ii) Pour construire la solution homogénéiséet les correcteurs etu on choisit des fonctions de test qui uti-
lisent la décomposition orthogonalé(Y) = VHp(Y) & Hpediv0, Y) ot H(div0, Y) = {v € L(Y), divv =0
dansL?(Y)}. On considére la décompositiatiz, x) = ux(, x)ex OU ¢, est la base canonique & et on montre
que le premier correcteuarpeut étre mis sous la forme :

t
Wt x,y) =wpt, Yur(t,x) +wt, y)udx) + / w(t, s, y)ur(s,x)ds aveci(0,x, y)=0. (8)
0

Les trois familles de correcteurs élémentait@s’, w°, w) (a valeurs dan®R®) sont solutions de différents
problémes de diffusion locaux posés $ur

o Lecorrecteuin ;! e W»M£(0, T, Hy(Y)), quine dépend que de I'opératelirésout iy, A(z, y)Vyw (7, y)-
Vy0(y) dy = — [y A, Vex - Vy5(y) dy Vi € H(Y).
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o Lecorrecteuin € W2 (0, T, Hj.(Y)), qui est associé a la condition initial€0, -), résout:f, LV,w (z, y)-
Vyi(y)dy = [y A, y)ex - Vyi(y) dy Vi € Hio(Y).

o Etle noyauw, € WA (D, Hl.(Y)) avecD = {(1,5) € [0, T1% s <1} résout : [, (A(1, y)Vywi (¢, s, ) +
f;(B(Sla ¥) + C(t — 51, ) VyWi (51,5, ) ds1) - Vyg(y) dy = — [, (B(s, y) + C(t — s, y))(ex + VWi (5, ¥)) -
Vyi(y) dy Vi € Hpo(Y), V(t,5) €D.

On en déduit alorgy, L(u + Vyi)dy = Lu + £%4° ou 'opérateur homogénéig® est associé a la condition
initiale u° par :

£0%0°(t, x) = ug(x)/Lvyw,?(r, ¥)
Y

t
=ud(x) / (A(r,ywyw;’(r,y) + / (B(s,y) +Ct —s,y>)vyw2<s,y>ds), 9)
Y 0

et ou I'opérateur homogénéigeest donné par (6). Les nouvelles matrices homogénéiégds C sont définies
par leurs colonnes :

Ar(t) = / Aty (e + Vywg e, ) dy, Bt = / B(t, y)(ex + Vywi (¢, y)) dy,

Y Y
t

Cre(t,s) = /(A(t, VVywi(t,s,y) + /(B(t, y)+C(t—r, y))VyEk(t, s,) d‘L’) dy
Y K
+ / C(t—s, y)(ek + Vwa(s, y)) dy. (10)
Y
On remarqgue que dans (6) le dernier terme est plus général qu’un produit de convolution!

La convergence de I'opérateur «rotationnel» fait apparaitre un deuxiéme corréctson expression en
fonctionu est donnée dans [2]. La convergence forte des s(iif8g et {rotu*}, est établie dans [2].

2. Approchefréquentielle

Pour étudier le probleme stationnaire on suppose 4tieet B¢ sont indépendants du temps et on note
v(p) = f0°° e P'y(r) dr la transformée de Laplace de

Soit A* € L>(£2,R%) une matrice symétrique et uniformément coerciB¥, ¢ L>(22, R%) et C ¢
WLLR*, L2(£2,R39)), il existe alorspg > 0 tel quei® = (E%, HY) € L ((po, 00), V(£2)) est I'unique solution
de I'équation d’équilibre :

(PA®(x) + B (x) + pC¥(p, x))i® = Ma*(p, x) + j*(p,x) + A%(x)u®C(x) danss2, ¥p > po,
nAif =0 surog.

La loi de comportement fréquentielle associée a (2) s'éctiD¥(p,x), B%(p,x)) = (A%(x) + %B"‘(x) +
C*(p, x))i*(p, x). En reprenant les notations de la section précédemt®(x) = A({ZD), B(x) = B({3)D,
C%(p,x) = C(p, {3} on obtient, par une déemarche analogue, le résultat de convergence qui suit.

Théoreme 2.1. La suite{u®}, converge vers un champ limifes L°°((po, 00), V (£2)) donné par

{(pA+B+p5(p))ﬁ(p,x) = Mi(p,x)+ j(p,x) — L% (p, x) dans2, Vp > po,
nAii1=0 suros.
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Les matrices homogénéisées et la source supplémentaire sont données ci-de€kblus en
Idée de ladémonstration. En procédant comme dans le cas d'évolution on obtient le probléme limite éclaté :

/ (pA + B+ pa(p)) (lft(p) + Vyﬁ(p)) v= / (rotx iip(p) + rot, i_tz(p)) ‘U1
2xY 2xY
— (rot, fi1(p) + roty uz(p)) - v2 + / (J(p)+Au®) v YveL? (2 xY), Vp = po.
2xY

Comme précédemment le premier correcteur, qui permet de calculer la solution#inatt donné par
i(p, x, y) = Wi (Mik(p, x) + We(p, Y)iik(p, x) + WA p, y)ug(x) avec

o Wi € Hy(Y) unique solution dg, AV, wf - V, 0 = — [, Aex VyiVie HY(Y), R

o Wi € L®((po, 00), Hpe(Y)) Unique solution dgfy (pA + B+ pC)V,wi - Vyi = — [, (B + pC)(ex + V) -
Vy Vo € Hpo(Y),

o W € L®((po, ), He(Y)) unique solution dfy, (pA + B + POV, w0 - Vyo = [, Aex - Vy b Vi € HoelY).

On obtient alors les expressions suivantesrdagices effectivest du terme de source :

Ay = / A ee+ V(). Bi= / BO)ex + Y, ().

Y Y
~ ~ 1 ~
Ci(p) = / C(p.y)(ex + Vywp (v)) + (A(y) + ;B(y) + pC(p, y))%@(p, y), (11)
Y
L% (p,x) = / (PAG) + B() + pC(p, »))Vyw Ap, yyud(x) — / A)u’(x).
Y Y

Le deuxiéme correcteur est donné dans [2].

3. Conclusion

Lors de I'approche temporelle, on a établi les résultats d’homogénéisation dans le cas le plus général ou
A, B, C sont des matrices qui dépendent du temps et on a obtenu la loi de comportement (6) ou les matrices
A et B dépendent du temps et @liest un noyau. Cependant &i et B sont indépendantes deon montre
alors dans [2] que la nouvelle loi de comportement homogénéisée est de la méme forme que la loi initiale (2) :
Lu(t,x)=Au(t,x)+ Bfé u(s,x)ds + fé C(t — s)u(s, x) ds. Si de plus les phénomenes sont sans mémoire, i.e. si
C =0, on retrouve les résultats classiques.
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