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Résumé

On présente ici des résultats d'existence et d’unicité pour I'équation scalaire d’'Oseen dans des espaces de Sobolev ave
poids. Ces poids contrblent la croissance et la décroissance des fonctions a I'infini. La structure de la solution fondamentale
nous amene a considérer des poids de types anisotropiques. Ce choix est également approprié pour obtenir des inégalités
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Abstract

Weighted Sobolev spaces for the steady scalar Oseen equation in R”. We present existence and uniqueness results for
the steady scalar Oseen equation in weighted Sobolev spaces. The weights prescribe the behaviour of functions at infinity
Because of the structure of the fundamental solution, we use anisotropic weights. They are suitable to prove weighted Poincare
inequalities.To cite thisarticle: C. Amrouche, U. Razafison, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version
This Note is devoted to the study of the steady scalar Oseen equation

ad .
—Au—i——u:f inR", n>3, 1)
0x1

where f is a given scalar function or a distribution ands the unknown. To prescribe the growth or the decay
properties of functions at infinity, the problem is set in weighted Sobolev spaces. Since the fundamental@olution
of Eq. (1), for example when = 3,

1
OX) = — e%/2, r=I|X, s=r—xa, (2)
4rr
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has various decay properties in different direction®f) we deal with the anisotropic weight functions given by
the formulan%‘ =A+r%1+s)*?, a, B eR.Eq. (1) has been studied by Farwig [2] in weighiedspaces. This
Note is concerned with weightdd’ spaces, k p < co. Our main tool is the anisotropically weighted space

Ly 4(R") = {u e D'(R"), ngu € L (R")}.
It is a Banach space equipped with the nqrﬂmLpﬂ(Rn) = IInﬁulle(Rn) Ouir first aim is to prove Poincaré-type
inequalities in anisotropically weighted Sobolev spaces. To that end, let us introduce the following spaces

1, av .
Xy p(R") = {U Loz p1p(R) 5o e Lop(®R"). i=1, ”}

1, v
Ve = v el @), 37

For anyj e Z, we also definé?; the space of polynomials of degree lower thyarwith the conventior?; = {0}
when; < 0. Then the first main results are

eLpﬂ(]R”), i:l,...,n}.

Theorem 0.1. (i) Leta, 8 € R satisfy8 > max0, (1 —n + p)/2p), « + 8 + n/p — 1 # 0. Let j/ = min(j, 0),
where; is the highest degree of the polynomials containeﬁi{(ﬁ (R™). Then, there exists a constafit- 0, such
that
Vu e Xi:Z(R”), inf /(1+ r @ AP (14 5) 2Py AP dx < C /(1+ " (14 5)PP|Vu|P dx.
Rn
(i) Leta, B € R satisfyg <0 anda +n/p—1<0ora+pB+n/p—1>0.Let, now,j be the highest degree of
the polynomials contained ml ”(}R"). Then, there exists a constafit- 0, such that

vMeY;’g(R"), inf /(1+r)(°‘ 1)p(1+s)ﬁp|u+klpdx<C/(1+r)"‘p(1+s)ﬁp|Vu|pdx
R7

We are now interested in solutions belonging to the s;%éfé R ={ue L_l o@R™M), Vu e LP(RM)}if p#n
and W&"(R") = {u(In(1 + ng Htle L"lO(IR{”) Vu € L"(R™)}. We notice that the spacP(R") is dense in

WO1 P(®R™). Introducing the dual spac#, ~LP(R7y of WO1 P(@®R™), with 1/p + 1/p’ = 1, we have the following
result.

Theorem 0.2. For any f € Wo_l”’(IR{”), satisfying the compatibility conditiovip € Pr1_,/,1, (f. (p) o Wi
0

=0, Eq.(1) has a solution: € Wol”’(R”) unique up to an element &f;_,,, and
ou

|nf ||M + K” lp R”) + ‘ ax1

KePp1_n/p)

S ClI e gy
1P(Rn) (®")

whereC is a positive constant independentfoandu.
Our last result is for existence of a solution in anisotropically weighted Sobolev spaces.

Theorem 0.3. Assumep > 2 and f € L1/2 1/2(]1%3) Then problem(1) has a unique solutiont = O * f €
L?1/21/2(R®) suchthatiit € L{ 1 p(R%), 5o € LY 1 p(R%), i, j =1,2.3, and g € LY, 1 »(R®). Moreover,
we have the estimate
82
0x;0x;

ou

0x1

au
8)6,'

||“||L1’ (R3) + ‘ < C”f”[j’ (R3)*
“1/2,1/2 12,12
/24 Lg 1R LY)1/2(R3) LY)1/2(R3)
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1. Introduction

Dans cette Note, on étudie le probléme (1) qui représente le modéle scalaire du systéme stationnaire d’Oseen. L
probléme étant posé dans tout I'esp&€e n > 3, afin de mieux décrire le comportement a I'infini des fonctions, on
se place dans le cadre des espaces de Sobolev avec poids. Si on considére la solution fondamentale de I'équation (
définie par (2) dans le cas de la dimension 3, on constate qu’elle a un comportement a I'infini qui varie selon
différentes directions d&”. Cela nous ameéne a utiliser des poids anisotropiques de la f@'me{1+r)“(1+s)ﬂ,
avecr = |X| ets =r — x1. Le cas hilbertier{p = 2) a été étudié par Farwig [2]. Notre travail est une extension aux
espaces de Banach en général. Aprés une premiére partie ol nous présentons les espaces de Sobolev avec p
anisotropiques et leurs premiéres propriétés, la deuxieme partie est consacrée aux inégalités de Poincaré pour tc
1 < p < oo (sauf pour certaines valeurs critiquesgleu il faudrait modifier les poids en introduisant des facteurs
logarithmiques). Enfin dans la derniére partie, nous présentons des résultats d’existence et d’unicité pour I'Eq. (1)

2. Cadrefonctionnél et notations

Notonsx = (x1, ..., x,) un point générique d&”, r = |X| = (x1 + - - - + x,)¥/2 sa norme euclidienne. &
désigne un espace de distributions scaldrelésignera I'espac8”. De mémeF = (Fy, ..., F,) désignera un
champs de vecteurs. On définit a présent le poids anisotropgque(l + )%+ s)P, avecs = r — x1, ainsi

que 'espace avec poids suwanL”ﬂ(R”) = {v € D'(R"), r]ﬂv € LP(R™)}, qui est un espace de Banach pour
sa norme||v||Lp SR = ”nﬂv”L”(R”) On introduit les espaces de Sobolev avec poids anisotropiques suivants :
X h®R) ={vell_ 2. p-12RD. Vv € LL JR")}, Yo bR ={velLl_ | ;R"), Vv e Ll ,(R"), quisont
des espaces de Banach pour leurs normes naturelles Leurs proprletes Iocales sont |dent|ques a celles des esps
classiques de Sobolév®-?(R") et on a les inclusions continues et denXé% R" Ya,ﬁ (R™). On montre que

Proposition 2.1. L'espaceD(R") est dense danxijg(IR{”) (resp. dansYOi’g(IR{”)).

NotonsX_i ”ﬁ(R") (resp.Y__O[l”_f”;3 (R™)), avec Yp +1/p’ =1, le dual deXi:Z(}R”) (resp.Y;’g(R")) qui sont

donc des sous-espacesT&R"). On notep = 1 + r le poids isotrope. On rappelle les espaces de Sobolev avec
poids suivants :

WP (R") = {u € D'(R™), p“u € LP(R")} = L] ((R"),
WLP(R") = (u e D'(R"), p* tu € LP(R"), p*Vu e LP(R")}, sin/p+a#1,
Wy P (RY) = {u € D'R™), p**(n(1+p)) u € LP(R™), p*Vu € LP(R™)}, sin/p+a=1,

qui sont des espaces de Banach pour leurs normes naturelles. Notons que RERéacest dense dans ces
espaces (cf. [1]) On désigne rWr_l (R™) le dual deWo}’p(R"). Onremarque que 8i/p +« # 1, on al'identité
l”(IRi") (R") Enfin, on introduit I'espace :

ng(w):{veWo*w»av/axlewa (e, o
muni de lanorme :
v
vl & WE? ®ey = vl woP ®m) +Z 8x, LP(R") ‘3)51 L7 Ry ?

qui est équivalente a la norme naturelleﬁlé”’(R").
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Proposition 2.2. L'espaceD(R") est dense dan@ol”’(}R”).

3. Inégalités de Poincar é avec poids anisotr opiques

On rappelle I'inégalité de Poincaré obtenue par Farwig [2B:si0, o+ 8+ % > 0, alors il existe une constante
C > 0, telle que

Vu e X;5(R3), /(1+ r)2@12 1 4 )22y 12dx < C /(1+ 1%L+ )% |Vu|? dx. (5)
R3 R3

Un résultat similaire est obtenu pour un domaine extérieur. On va généraliser I'inégalité (5)a# Cast réduire
les contraintes sur et 8. Pour cela, on va distinguer deux cas : le gas 0 et le cass < 0.

3.1. Lecags >0

Théoreme 3.1. Soitw, 8 deux réels satisfaisam® > max0, (1 —n + p)/2p) eta + B +n/p — 1 # 0. Soit
j' =min(j, 0), ot j est le plus haut degré des polyn6mes contenus Kégﬁ(R"). Alors, il existe une constante
C > 0, telle que

Yu e Xi’g(ﬂv), Jnf [+ P @ Y2p (1 4 o) B=YDP ) 43P dx < C /(1+ PP (1+ 5)PP|Vu|? dx. (6)
’ el .,
le‘l Rl‘l
Notons que sie + 8 +n/p — 1> 0, alorsj < 0. Cela signifie queP;; = {0} et nous obtenon¥u e
Xi:Z(R”), Jpn Q41 @Y2P (1 45)B=12P )y P dx < C [ (1+7)*P (1+5)PP|Vu|P dx, qui est une généralisation
de I'inégalité (5).

Preuve du théoréme. La preuve est composée de trois étapes.

(i) Premiere étape : on montre quejsic R est tel quey + "—51 > 0 et sif* € 10, w/2[, alors pour toute
fonction f positive mesurable définie si0, 6*[, telle quefoe*(l— cos9)? TP/2(sing)"~2[ £ (6)]1” d < +oo, on a

0* 0*

p
/(1 — cos9)? (sin®)"?[F(6)]" db < ()/LH) /(1 — cosd)? TP/2(sing)" 2 £ (6)]" db, (7)
0 0

avecF(6) = [ f(s)ds.

(i) Deuxiéme étape : on introduit le sectefie= {x e R",r > R, O0<s < Ar}, avecR > 0 et 0< A < 1. Gréce
a l'inégalité (7), on montre que &i 8 sont deux réels satisfaisghit- max(0, (1 —»n + p)/2p), alors il existe une
constante” > 0 tel que

Yu € D(S), /(1+ P @=Y2p (1 4 5)B=Y2P P dx < C /(1+ PP (14 $)PP|Vu|P dx. (8)
N S

(iii) Troisieme étape : on désigne paf, le complémentaire de la boule fermée de centre 0 et de rRy@n
rappelle I'inégalité de Hardy suivante (cf. [5,7]) : on a

+o0 +00
Vf eD(IR, ool), /|f(r)|prydr<C/|f’(r)|pr”+pdr, avecy +1+#0. 9)
R R
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DansR" \ S, on aci1r < s < cor, aveccs, c2 > 0. Ainsi, en utilisant I'inégalité (9), on montre queosif sont deux
réels satisfaisant > max0, (1 —n + p)/2p) eta + B +n/p — 10, alors toute fonctiom € D(B}) vérifie
l'inégalité (8) ou les intégrales sont prises &jy. Ce résultat nous permet ensuite d’obtenir (63

On peut montrer par un contre-exemple que 'inégalité (6) n’est pas valablgpo0r. Pour ce cas, nous avons
un autre résultat.

3.2. Lecagg <0
En procédant de la méme maniére que pour lescad), on obtient

Théoréme 3.2. Soitw, 8 deux réels satisfaisamt <O etae +n/p—1<0oua + 8 +n/p —1> 0. On note
maintenantj le plus haut degré des polyndmes contenus d’ﬁg’gs(ﬂ%"). Alors, il existe une constante > 0, telle
que

Vue v, ! (R"), inf /(1+ N DPA+5)PPlu+ P dx < C /(1+ P (1+ 5)PP|Vu|? dx. (10)
’ (S i
R” R”

Nous pouvons remarquer que I'inégalité (6) implique 'inégalité (10).

4. Résultatsd’existence et d’unicité

Nous allons, & présent, nous intéresser a la résolution de 'Eq. (1). On introduit I'espace des polynémes
Sk ={q € Pr; —Aq + g—ﬁ = 0}. On rappelle queS’(R") désigne I'espace des distributions tempérées. A I'aide
de la transformée de Fourier, on peut montrer le résultat d’unicité suivant :

Lemme4.1. Soitu € §’'(R") une solution de I'équation scalaire d'Ose€l) avec f = 0, alorsu appartient asy,
pour un certairk.

Nous rappelons un résultat d’existence pour une dorfréggpartenant &7 (R") (cf. [3,4]).

Théoréme 4.2. Soitl < p < oo et f € L?(R"), alors I'équation scalaire d’Oseefil) admet une solution
u € LY (R"), unique a un polyndéme d§ pres, telle que pour tout j =1,...,n, on a Pu_ o LP(R") et

lo¢ 0x;0x
53—;’1 € LP(R™). De plus on a I'estimation
9%u ou
‘ oo S ClfllLr@r.
8)(1‘8)6]‘ LP(R") 8)61 LP(RM)

On est maintenant en mesure de donner un premier résultat d’existence :

Théoréme4.3. Soitf Wo_l’p(R")J_]P[l_n/p/], alors 'Eq. (1) admet une unique solutione W&”’(R")/P[l_n/,,] :

de plus on a|u||Wé.p(Rn)/P[lin/p] < C”f”wg“’(wy ou C > 0 est une constante independantefdet deu.

Dans le cas de la dimension 3, en utilisant les résultats déntaa Novotny et Pokorny [6] sur la convolution
par la solution fondamentale, on peut expliciter la solution obtenue par le Théoréme 4.3.

Proposition 4.4. Soit f appartenant éWO_l”’(R3)MP>[1_3/p,]. Alors:



766 C. Amrouche, U. Razafison / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003) 761-766

sip=>3, O0x fe W ”(}R3) est une solution dél), unique a une constante additive prés. De plus on a
INE N0 f + Kllgar s < CIf o )

(i) Sil < p < 3, il existe une unique constankedépendant d¢ telle queO * f + K € VT/(;L”’(R3) est 'unique

solution de(1). On a, de plus I'estimatiofiO = f + Kl zp < C||f||
0

R3) —1 P R3)

Nous remarquons que, contrairemerft & f + K, O * f n’appartient pas nécessairemerW%f (R3). Nous
allons voir que ce résultat peut étre amélioré :

Proposition 4.5. Sil< p < 2et f € Wy "7 (R3) LPj1_3/,, alors

o*feﬂw o L (R3).

e>0

De plusO x f € W&”’(IR@) est l'unique solution d€1), c’'est-a-dire que la constant& donnée par la
Proposition4.4 est nulle. Pour tout > 0, on a aussi I'estimation

10 fllyop, @ <CI o s
Nous donnons, a présent, un résultat d’existence dans un espace de Sobolev avec poids anisotropiques.

Théoréme 4.6. On suppose > 2, f € Ll/2 1/2(R3) Alors I'Eq. (1) admet une unique solution= O % f €
L?1/212R?), telle quegt € g, »(R®), 50 € LY 1 (R, i,j=1,2,3,etgt € L] ,(R%). De plus on
a l'estimation

82
0x;0x;

ou
axi

u
8x1

<C .
[lu ||L111/2,1/2(R3) + ‘ < f”L{/Z,l/z(RS)

Lg,l/z(RS) Ly 1/2,1/2 (R3) 1/2 1/2 (R3)
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