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Résumé

Le but est d'étudier le comportement asymptotique d& {atatistique multivariée pour des processus non stationnaires,
d’une fonctionnelle réguliéré(F) ou F est la fonction de répartition (f.r.) d’'une observation. On étudie pour commencer le
comportement asymptotique des processus de vecteurs aléatoires indépendants, non stationnaires. Puis on examine le cas
processus de vecteurs aléatoires non stationnaires, dépendants avec un coefficient de mélange (taux d’absolyg(régularité
(m > 1)). On établit la convergence en loi, sous des hypotheses d'intégrabilité uniforme @jard® des fonctions a noyaux
symétriques pour des observations indépendantes non stationnaires, et sous I'hypothése importante : la convergence des for
tions de répartition non stationnaires pour une certaine ndPoue.citer cet article: M. Harel, E. Elharfaoui, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 337 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The slow convergence of multivariateU-statistic for nonstationary processesThe object is to study the asymptotic
behavior of the multivariat& -statistic for nonstationary independent processes of a regular fundiighalvhereF is the dis-
tribution function of an observation. First, the asymptotic behavior of nonstationary independent processes is studied. Then the
use of nonstationary dependent processes with a coefficient of mixing (absolute regulagiyrate: > 1)) is addressed. The
convergence in law is established, under assumptions of uniform integrability of pide2) of the kernel symmetric func-
tions for nonstationary independent observations and under the important assumption: the convergence of the nonstationar
distributions functions for some normo cite thisarticle: M. Harel, E. Elharfaoui, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit X1, ..., X,, ... une suite de vecteurs aléatoires indépendants a valeur®dans> 2), ou X, a pour f.r.
Fo (@ € N¥), soit®@ ) (xq, ..., Xm(y)) une fonction a noyau symetrique en 8e§/) (< n) vecteurs. Si la suite de
f.r. F, converge pour une certaine norme vers undéf.on définit le réeb ™’ (F) par
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6 (F) est appelée la fonctionnelle réguliérefle
On définit I'estimateur sans biais asymptotiquedtie (F) par :

-1
n
U,Y)=< ) Yo 0P Ky X)) ¥ =18, 2)

m
()/) ICag <<y <n

ou ) désigne la somme sur I(é%?y)) combinaisons de:(y) éléments distincts dang, ..., n}.

La statistiqud],f”) est appeléd/ -statistique multivariée.

Dans cet article, on étudie le comportement asymptotique tedtatistique multivariée pour des processus non
stationnaires, d’une fonctionnelle régulié@) ou F est la f.r. d'une observation. Dans la Section 2, on généralise
les résultats de Hoeffding [2] pour désstatistiques multivariées quand &g ont des distributions différentes,
et on étudie la convergence en loi des processus non stationnaires indépendants. Dans la Section 3, on prolon
le résultat de Yoshihara [3] au cas des processus identiquement distribués, absolument réguliers et on générali
aussi le résultat de Harel et Puri [1] établi pour des processus de variables aléatoires non stationnaires au cas d
processus de vecteurs aléatoires non stationnaires dépendants, nous passerons donc du cas indépendant étudié
la Section 2 au cas dépendant.

Signalons enfin que leB -statistiques interviennent dans plusieurs domaines de la statistique mathématique.
Nos résultats peuvent étre appliqués, par exemple, a la distribution asymptotique d’'une large classe de tests d
rangs qui sont des outils fondamentaux dans de nombreuses applications.

2. Théoréme limite d’une U-statistique pour des processus indépendants

Pour établir le théoreme limite central dellastatistique, nous commencerons par définir une fonction a noyau
symétrique associée a des processus non stationnaires comme sulit :

2.1. Définitions

Soientiy, iy, ..., i, des entiers arbitraires tels quecli; < iz <--- <i, <n, pourtoutp (1< p <m(y)—1),
on pose :Ip,n(il, cees ip) = {(ip-l-l’ cees im(y)); 1< ip—i—l <---< im(y) <n, i ¢lin, ..., ip}7 p+1<I<m(y)}
et

1) (i1, eemrip) _
(pp,n (le---vxp) = Z )»(X]_, "'sxp)7 (3)
(ip+l ~~~~~ im(y))EIp.n(il ~~~~~ ip)
ou AX, ... Xp) = f(Rr)m(y) P (p()’)()(l’ .. Xm(y)) dFi,,+1(Xp+l) 1,,,(y) (Xm(y)) On pose a-USS|IO n=1{G1,...,
im);1<ip < <iy<n}etdg, = Z(Il VVVVV im)Elon ](R,)m dﬁ(xl,...,xm)dFll(xl) Fi,,Xn). Si p =m, on
posed)(ll »»»»» im) — .

Par suite pour toup (1< p <m — 1), on définit :

-1 p
n ) (i1, i
Uy :< ) > / @0 00, %) [T AL, <1 = Fiy (7)), 4

m
()/) 1<ip<<ip<n (R")P j=1

ou 1y désigne la fonction indicatrice dé.
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Par définition, on vérifie facilement que :

m(y)
m(y)
U,iy)ze,ﬁy)JrZ( py >Uz(a,yﬁ; y=1..8@>D ®)
p=1

qui est une généralisation de la décomposition de Hoeffding, ou

-1
) n
Y ICag <<ty <n
o) =E[0Y (Xay. ... X)) ¥ =1....8 (g = D). (7)
On peut écrire aussi que.”’ = (m?V))_l¢o,n-
2.2. Théoréme principal

En utilisant les définitions et les notations ci-dessus, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 Supposons gu'il existe un nombre strictement posi que pouly =2+ 6 :

su max E|loY Xy, ..., X 1 < to0 8
neNElg(x1<w<(xm(y)<n | ( “ am(y))| ( )
et que
; 62 ®7._
n—llTooE[ﬁUl’n ﬁUl,n] =0y.8 (9)

existe, lorsqud < y < g,1<8§<gol U{V) (1< y < g) estdéfinie comme da(4).

,n
Alors on a la convergence en loi c{e/E{U,El) —oy, ., ﬁ{U,Eg) — 6%}y vers Ia loi normaleN (0, ),
quandn tend verstoco.

En utilisant la décomposition de Hoeffding, la preuve du Théoréme 2.1 est établie grace aux deux résultats
suivants :

Lemme 2.1.Sous les conditions du Theore@é, le vecteur aléatoireéﬁU{lg, e ﬁU{grf) converge en loi vers
la loi normaleg-variée de moyennget de matrice covarianc® (= (oy,s)y,5=1.....¢), quandn — 4-oo.

.....

Lemme 2.2.Sous les conditions du Théoréghé, pour toutp > 2, \/EUI(,’,’,Q (y =1,..., g) converge en probabilité
vers0, quandn tend verstoco.

Définition 2.1. SoientP et Q deux mesures de probabilité définies sur I'espace probabilig&bJ&5") ou B est
la tribu borélienne, on rappelle que la distance eftiet Q en norme de variation totale est définie par :

IP—Qllv = sup|P(A) — Q(A)|.
AesB’
Par conséquent, &i et G sont les fonctions de répartition de deux vecteurs aléatoiresXéll¥', on note par
convention ||F — G|y = || Px — Py|lv, ou Px et Py sont les loisimages d¢ etY.
On déduit du Théoréme 2.1, le corollaire suivant :
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Corollaire 2.1. On considére la U-statistique définie dai®. Si la condition(8) est satisfaite, et si I'on suppose
de plus gu'il existe une fonction de répartitiérielle que:

IFo —Flly =0(z%); O0<t<1 aeN¥ (10)

alors: lim,— 100 6 =67 (y =1, ..., g), ol la fonctionnell® ) est définie eril). De plus, la conclusion du
Théoréme.1 reste vraie en remplacanf’’ par 6.

3. Théoreme limite d’une U -statistique sous la condition d’absolue régularité

On considére, maintenafX,},cn+ Une suite de vecteurs aléatoires a valeurs @dnst absolument réguliers
de taux de mélang@(m) (m > 1). Supposons qu'il existe un réel strictement positifels que :

B(m)=0(m= @5 . 0<4 <s. (11)

Pour une définition de I'absolue régularité dans le cas non stationnaire voir Harel et Puri [1].

On noteH; ; la f.r. conjointe du vecteur aléatoil&;, X ;) et on suppose qu'il existe une suite de vecteurs
aleatoiresK? strictement stationnaire, de ff, absolument réguliere et de méme taux que la sGiteelle qu’en
notantH; la f.r. conjointe définie SUR” x R" de (X}, X’]‘.) (l=j—1i)onait

||H,',j—H>;_l»||V:O(‘L'i); O<t<1 m<i<]j. 12)

On définit la suitesZ , par :

1 n ) n n—i ) )
o= LSO o ) 2 B ol V)~ 09
i=1 11] 1

etla constantef strictement positive par :

[e ]

o2={E({” (X)) - (67)? Z E(@ X)ey (X5, ) — (07)%), (14)

ou qaiy)(x;ﬁ) = Jrymen1 @V (XE, X2, -, Xn(y)) AF(X2) - - - R (X (y)) . SOUS la condition (13), on définit :

o= [E[(@( 0D —0) (@4 <) —0®)]} + 23 {E(@ 0ol 0t — 076D (19)
k=1

Théoreme 3.1Siles condition$8), (11) et (13) sont satisfaites, alors la Suitt?{g’n définie en(14) converge vers la

constanterf définie er(15), et le vecteur aléatoir(a\/ﬁ{U,fl) - 9,51)}, cee, ﬁ{U,fg) - e,fg)}) converge en loi vers la
loi normale g-variée de moyenQest de matrice de covariandg: (y)m(8)oy 5)y,s=1,...s OUo, s €st défini erf16).

.....
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