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Résumé
Soit A, le laplacien généralisé de Dunkl associé & un systéme de ratitemssR”Y et & une fonctiott définie surk, positive
et invariante par le groupe de Weyl. Dans cette Note, on montre que cet opérateur différentiel et aux différéltesmsigfait
la propriété de Liouville, puis on résout I'équation de Poisagm = — f par une méthode d’'analyse de Fourier généralisée.
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Abstract

Liouville's property and Poisson’s equation for the generalized Dunkl Laplacian. Let A, be the Dunkl generalized
Laplacian associated to a root syst@&wof RY and a non-negative function k defined Brand invariant by the Weyl group. In
this Note, we show that this differential-difference operatoiRdh satisfies the Liouville property, then we solve the Poisson
equationA,u = — f by using a generalized Fourier analysis methiatite thisarticle: L. Gallardo, L. Godefroy, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let R be aroot system iRY, W the corresponding reflection grouR, a positive subsystem @& andk a non-
negative andV-invariant function defined o®. The associated Dunkl Laplacian is the operatgr= Zf"zl Tl.2,
where for 1< i < N, T; is the differential-difference operator defined foe C1(R") andx € RV by

u(x) — u(ow(x))

a
) = o004+ ) Kear = =2

D(ER+

((-,-) and o, denote respectively the usual scalar product and the reflection with respect to the hyperplane
orthogonal tax in RY).
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In [7] it has been proven that the generalized heat equﬁ(#oa Agu, u(-,0) = £, u € C3RN x (0,00)) N
CRYN x [0,00)) and |u(x, )] < c e’ for |x| > r, for some constant§’, A,r > 0, has a unique solution
u(x, 1) = [pn pr(x, ¥) f(»)wx(y) dy, where

_ —(Ix|2+1y[?) /41 r Y
V) =———5—€ E | —, —
pl‘(x )’) (21)y+N/2Ck k<\/2—[ \/2_1‘
is the generalized heat kern¢l,| denotes the euclidean norr; (-, -) is the Dunkl kernel,y = Za€R+ k(a),

ok (0) = [Tyer, (e x)[@ andey = [pu e 1%/20 (x) dx. For f € LY(RN, wy (x) dx), we denote by

1 . N
fk(f)(§)=a/f(X)Ek(—lé,x)wk(X)dx, § eR",
RN

the Dunkl transform of the functiofi (see [1] and [7] where another normalization is used).
In this Note, we prove the following results:

Theorem 0.1 (Liouville property).Letu be a bounded? function onR¥ such thatAu = 0. Thenu is constant.
Theorem 0.2 (Poisson’s equationsuppos®y + N > 2. Then

(i) the functionG (x, y) = [;"™ p:(x, y) dt is finite for allx # y in RV;

(ii) if f is either a continuous compactly supported function®h such thatF;(f) € LY(RY, wi(x) dx) or
a function in the Schwartz spac&R"), then the functiorGf (x) = fRN G(x,y)f(y)wr(y)dy is bounded,
belongs toC2(RV) and satisfies the Poisson equatianu = — f. Moreover, every bounded solution of this
equation is of the formm = Gf + C whereC is a constant.

1. Introduction

Associée a un groupe de réflexionsRIié, N > 1, Dunkl a défini dans [2] une famille d’opérateurs différentiels
et aux différences finies. Leur origine provient de I'étude des modeles de Calogero—Moser—Sutherland en méca
nique quantique, et ils ont un intérét en théorie des champs conformes [8]. lls généralisent, en un certain sens, le
opérateurs de dérivées partielles usuels et permettent de définir un laplacien. La caractérisation des fonctions ha
moniques relatives a ce laplacien généralisé par une propriété adéquate de valeur moyenne a été étudiée dans [
On s'intéresse ici & deux autres questions classiques de théorie du potentiel : le théoréme de Liouville et I'équatior
de Poisson.

Commencgons par définir précisément ces opérateurs. Le lecteur est invité & consulter les articles [2,1,7] poul
plus de détails. On munR” de sa structure euclidienne canonique, dont on ndtetiale produit scalaire e- |
la norme. Pouw € RN \ {0}, o, désignera la réflexion par rapports,, I'hyperplan orthogonal & :
(o, x)
o2

ou(x)=x—2

Soit R un systéme de racines, c’est-a-dire une famille finie de vecteurs non nil$ dérifiant :
Yoee R, RNRa={ta} et oy(R)=R.

On noteW le groupe de réflexions engendré pag, o € R}. Pourg fixé appartenant RV \ |,z Ha, ON NOte
Ry ={a € R| (a, B) > 0}. On supposera de plus que pour taut R, |«|? = 2. Soit maintenant une fonction
positive, définie sur et invariante pa#v. Pour 1< i < N etu fonction différentiable suR”, on pose :
ou u(x) —u(oy(x))
Tu(x) = 5= + ) kleai —— 5=

D(ER+



L. Gallardo, L. Godefroy / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003) 639-644 641

Enfin, on considére 'opératedy; = Zf\’zl Tl.z, appelé laplacien de Dunkl, et quikdi-) = 0 se réduit au laplacien
usuel.

Dans cette Note, nous nous intéressons donc a I'équation de Poisson associée, c’est-a-dire nous résolvor
I'équation Ayu = —f. Nous démontrons également un théoréme de type Liouville, & savoir que les seules
fonctionsu bornées et de clasg#? vérifiant Ayu = 0 sont les fonctions constantes. Pour ce faire, nous utilisons
une transformation généralisant la transformation de Fourier classique, ainsi que les résultats de Rdsler [7] su
I'équation de la chaleu%—”; = Au. Cette méthode (voir aussi [5]) permet de s’affranchir des difficultés techniques
inhérentes a la méthode usuelle [4] qui demande une connaissance explicite du noyau de Green.

2. Rappelssur latransformation de Dunkl et sur I'équation de la chaleur

Nous collectons dans cette partie quelques résultats dont les démonstrations figurent dans [1,2,7].
Notons tout d’abordw; la fonction définie suR™ par wi(x) = [T,cr, I, x)|%@ . On remarquera que

wy est W-invariante, homogene de degr¢ avecy = ) k(a) et quewy(x)| < 2¥|x|?. Posonsc, =
Jrw e_|x|2/2wk(x) dx (on notera que notre constante n’est pas la méme que dans [1,7]).
Poury € RY fixé, le systéme
Tiu(x,y) =yiu(x,y), i=1...,N,
u@,y)=1
admet une unique solution analytique 8UY, notéeE; (-, y). Ce noyau, qui est strictement positif et qui se réduit

a €Y sik=0, est appelé noyau de Dunkl. Il a un unique prolongement holomorfifea CV et vérifie pour
z,weCN,x,yeRN,veNN etraeC:

aER L

1)

Ei(z, w) = Ex(w, 2), Ex(rz, w) = Ex(z, Aw), ()
|Ec(ix, y)| <1, |9} Ex(x,2)| < |z|"leHITRE@I (3)

La transformation de Dunkl est I'application dé(R" , w (x) dx) dansCy,(RV) définie par :

1 : N
Tk(f)(§)=a/f(X)Ek(—lé,x)wk(X)dx, §eR”Y,
RN

(voir [1], avec une autre normalisation). Cette transformation est un automorphisme de I'espace de Schwartz
S(RY), et vérifie une formule d’inversion : pouf € LY(RY, wy (x) dx) telle queFi(f) € LYRY, wi(x) dx),
onaf =F/(Fe(f)) p.p. ouF (f) (&) = Fi(f)(—§).

Enfin, terminons ces rappels par quelques résultats sur le noyau de la chaleur associé au laplacien de Dunkl (c
[7]). Pourx, y e RN ett > 0, on pose :

—(|x2+|y1?) /4t Xy
S Eil —, — ). 4
2072, k(@ V2 (4)

Poury e R fixé, la fonctionu(x, r) = p; (x, y) est solution de I'équation de la chaléﬁr: Agu SUrRY x (0, 00).
On afpy pi(x, y)ax(y) dy = 1 et linégalité

pl(-xvy):

—(x|—1yD)2/4
pl‘(x7 )’)< (2t)y+N/ZCke . (5)

De plus, Fi(p: (-, Y) (&) = ck‘le—”f‘zEk(—iy, £), et on a donc d’aprés la formule d’inversion :

1 . .
Py == / e By (ix, ) Ey (—iy, £)eox (£) dE. (6)

k]RN
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Pour f € C,»(RY), posonsP; f(x) = fRN pr(x, ¥) f(Y)wr(y) dy. Alors u(x, t) = P, f(x) est 'unique solution du
probléme de Cauchy

{ ‘3—’; = Awu  SUrR¥ x (0, 00),

dans la class@u € C2(RY x (0, 00)) N C(RN x [0, 00)) | IC, &, r > 0, |u(x, )| < C & pour|x| > r}.

(7)

3. ThéoremedeLiouville
Théoréme 3.1. Soitu de classeC? et bornée suR? vérifiantAyu = 0. Alorsu est une fonction constante.

Démonstration. D'aprées le résultat d’unicité pour I'équation de la chaleur associée au laplacien de Dunkl, on a
nécessairement :
Vi >0, Vx eRY,  Pu(x) =u(x).

L'estimation (3) permet de différentier sous le signe intégral, on obtient donc; ouier entre 1 eV :

0= b3 e

(v a L OBk (X
+ [ —= ¢ Sk d
[(ZI)VJFN/zCk NZE AW J_ u(y)wi(y)dy.
R

PosonsM = supw |u|. D’'aprés (3), on a alors :

|x] o (e 2Hy P /4t (lxllyD/2

8x,( >‘ / e &0/ 2 4, (1) dy
Iyl o (P +1y P /4 (lxllyD/2
/(2,)y+1v/2+16k e e S w () dy.

. 2 A
Puisque e/ <1, onaméme :

x| oIy P=2Lxlly]) /41
8x,( >‘ / e il o (y) dy

VL o (y-2ixliyy 4
/(Zt)y-i-N/Z—i-lck VIRV ey () dy. (8)

Fixonsx € RY. On voit aisément qu'il existd > 0, C > 0 tels que pouy € RN on ait :

e sily| > Aalorsi|y2 <|yl?—2lx||yl;
e sily| < Aalors—Clx||y| < |yl? — 2lx||y].

On écrit ensuite chacune des intégrales de l'inégalité (8) comme somme de deux intégrales, fesas et
I'autre sur{|y| > A}. En utilisant ensuite les deux inégalités précédentes, on obtient pourtdut

<4+ Db+ I3+ 1,

ou
8_)ci(x)
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avec
—L Clxllyl/4 _ M| s
Il_m / € wr(y) dy, IZ—M e wi (y) dy,
{vi<4) {y>A)
M C M 2
= |X||y|/4t - _|y| /8[
I3= 2N / lyle wr()dy,  Ia 2N, / lyle wi(y) dy.
tvl<4) {y>A}

Il est facile de voir qud; — 0 etls — 0 quandr — +oo. On écrit ensuite que :
Mx| —Iy[2/8t _ o Mixl Y s
M /e (l)k(y) dy—wz_i_].ck; e (I)k(l))dl).
RN RN

I <

On a pour ce faire effectué le changement de variakley //f et utilisé la propriété d’homogénéité dg. On a
donc aussiz — 0 quand — +oo. Le cas dd se traite par la méme méthode. On a donc montréggL(e) =0,

pour touti € {1, ..., N} et toutx € RY. Ainsi u est une fonction constante

4. Equation de Poisson

Proposition 4.1. L'intégrale G(x,y) = ]0+°° pi(x,y)dr est finie pourx # y dansRY si et seulement si
2y + N > 2. LafonctionG ainsi définie est alors appelée noyau de Green du laplacien de Dunkl.

Démonstration. Pour la condition suffisante utiliser (5). La condition nécessaire résulte du fait que I'inégalité (5)
est une égalité si = 0.

Remarque 1. Cette condition est vérifiee des give> 2 et queA, n’est pas réduit au laplacien usuel.

Théoréme 4.2. Supposon8y + N > 2. Soit f une fonction continue & support compact &Y telle queF,(f) €
LY (RY, wx (x) dx) ou une fonction appartenanta 'espaSéR”). La fonctionGf (x) = [pv G(x, y) f ()i (v) dy,
appelée potentiel d¢, est bornée, de clasgg? et vérifie 'équation de Poisson

Aru = —f.

De plus, toute solution bornée de cette équation est de la formé& f + C, ou C est une constante.

Démonstration. On va d’abord vérifier simultanément que la fonctiGly est bien définie et est bornée.
On peut supposer qu¢ > 0. D’apres le théoréme de Fubini pour les fonctions positives, onGg (x) =

Jo7% Jan pe(x, ) £ () (y) dy dr. Grace & (6), cette formule se rééciiif (x) = é oFo fon Jrn €TE Eg(ix, £)
x Ep(—=iy, &) f (y)wr (&)wi (y) dé dy dr. En utilisant (3) et I'hypothése faite syfron a :

2 . . _ 2
[ [l mix o Eiv o fo@am|ddy < [ [ e im0 dedy < +oc.
RN RN RN RN
L'application du théoréme de Fubini et de la formule d’inversion pour la transformation de Dunkl nous conduit a :

~+00
1 .
Gt =— / / &6 By (i, ) F(f) (6o (£) d . )

0 RN
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Onadonc:

|Fi(S)E)I

e

|Gf ()] < //‘“Wﬂqwmmaw@—7
“Ex o RN
La continuité deFi (f), Iinégalité|wy (£)| < 2"|€|% etI'hypothése suy impliquent quey, _y, ‘fkgl;@‘w (&) dg
< +00. De plus, 51, %wk(s) dé < fon [Fk(f)(E) |k (§) dg < +00. Ceci prouve que la fonctioif est
bien définie et est bornée.

On peut alors appliquer le théoréme de Fubini dans I'égalité (9). On obtient :

Fr(H)E)

Gfx )——/ TER Ep(ix, &) (§) d&.
kRN

Montrons maintenant qué€f vérifie 'équation de Poisson. On peut voir que le passage du laplacien de Dunkl

sous le signe intégral se justifie en controlant les dérivées partielles de l'intégrande. Or, d'aprés (3) on a ici :

|B%Ek(ix,§)| < |€] et I#&Ek(ix,é)l < |€]%, pourx, £ e RN, i, j=1,..., N. Ceci est suffisant pour affirmer

que

Fi .
AGf(x) = / k|(§f|)2(c§) (Ak)x(Ek(lx, é))wk(é) dg.
]RN
On conclut alors en utilisant le fait quesy), (Ex(ix, £)) = —|£|2Ex (ix, &) (cf. (1)) et la formule d’inversion pour

la transformée de Dunkl.
La représentation des solutions bornées de I'équation de Poisson sous la fer@g + C, découle de ce qui
précéde et du Théoreme 3.1.

Exemple 1. Si N =1 on aR = {2} et k(v/2) = k(—v/2) = y. On sait d’aprés [3] queE(x,y) =
(%22;)1/3) f_ll & (L —u)’ 1A+ u)” du, 00T (2) = [ u?~Le " du. Siy > 1/2, un calcul facile montre alors

'y —1/2) ; 1 1
4F(1/2)1"(y) (x2+y — 2uxy)¥— 1/2(

G(x,y)= w)’ XA+ u) du.

On voit ainsi que sC = %, G(x,y) ~ W pour touty € R fixé. Il en résulte aisément que pour toute
X—>00

fonction f continue a support compact SRy |x |2 1 Gf(x)x:OOCfRf(y)wk(y)dy.
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