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Résumé

Soit�k le laplacien généralisé de Dunkl associé à un système de racinesR dansRN et à une fonctionk définie surR, positive
et invariante par le groupe de Weyl. Dans cette Note, on montre que cet opérateur différentiel et aux différences surRN satisfait
la propriété de Liouville, puis on résout l’équation de Poisson�ku = −f par une méthode d’analyse de Fourier générali
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Abstract

Liouville’s property and Poisson’s equation for the generalized Dunkl Laplacian. Let �k be the Dunkl generalize
Laplacian associated to a root systemR of RN and a non-negative function k defined onR and invariant by the Weyl group. I
this Note, we show that this differential-difference operator onRN satisfies the Liouville property, then we solve the Pois
equation�ku= −f by using a generalized Fourier analysis method.To cite this article: L. Gallardo, L. Godefroy, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

LetR be a root system inRN ,W the corresponding reflection group,R+ a positive subsystem ofR andk a non-
negative andW -invariant function defined onR. The associated Dunkl Laplacian is the operator�k = ∑N

i=1T
2
i ,

where for 1� i �N , Ti is the differential-difference operator defined foru ∈ C1(RN) andx ∈ RN by

Tiu(x)= ∂u

∂xi
(x)+

∑
α∈R+

k(α)αi
u(x)− u(σα(x))

〈α,x〉
(〈·, ·〉 and σα denote respectively the usual scalar product and the reflection with respect to the hyp
orthogonal toα in RN ).
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In [7] it has been proven that the generalized heat equation∂u
∂t

= �ku, u(·,0) = f , u ∈ C2(RN × (0,∞)) ∩
C(RN × [0,∞)) and |u(x, t)| � C eλ|x|2 for |x| > r, for some constantsC,λ, r > 0, has a unique solutio
u(x, t)= ∫

RN
pt (x, y)f (y)ωk(y)dy, where

pt(x, y)= 1

(2t)γ+N/2ck
e−(|x|2+|y|2)/4tEk

(
x√
2t
,
y√
2t

)

is the generalized heat kernel,| · | denotes the euclidean norm,Ek(·, ·) is the Dunkl kernel,γ = ∑
α∈R+ k(α),

ωk(x)= ∏
α∈R+ |〈α,x〉|2k(α) andck = ∫

RN
e−|x|2/2ωk(x)dx. Forf ∈ L1(RN,ωk(x)dx), we denote by

Fk(f )(ξ)= 1

ck

∫

RN

f (x)Ek(−iξ, x)ωk(x)dx, ξ ∈ R
N,

the Dunkl transform of the functionf (see [1] and [7] where another normalization is used).
In this Note, we prove the following results:

Theorem 0.1 (Liouville property).Letu be a boundedC2 function onRN such that�ku= 0. Thenu is constant.

Theorem 0.2 (Poisson’s equation).Suppose2γ +N > 2. Then

(i) the functionG(x,y)= ∫ +∞
0 pt(x, y)dt is finite for allx �= y in RN ;

(ii) if f is either a continuous compactly supported function onRN such thatFk(f ) ∈ L1(RN,ωk(x)dx) or
a function in the Schwartz spaceS(RN), then the functionGf (x) = ∫

RN
G(x, y)f (y)ωk(y)dy is bounded,

belongs toC2(RN) and satisfies the Poisson equation�ku = −f . Moreover, every bounded solution of th
equation is of the formu=Gf +C whereC is a constant.

1. Introduction

Associée à un groupe de réflexions deRN ,N � 1, Dunkl a défini dans [2] une famille d’opérateurs différenti
et aux différences finies. Leur origine provient de l’étude des modèles de Calogero–Moser–Sutherland e
nique quantique, et ils ont un intérêt en théorie des champs conformes [8]. Ils généralisent, en un certain
opérateurs de dérivées partielles usuels et permettent de définir un laplacien. La caractérisation des fonc
moniques relatives à ce laplacien généralisé par une propriété adéquate de valeur moyenne a été étudié
On s’intéresse ici à deux autres questions classiques de théorie du potentiel : le théorème de Liouville et l’
de Poisson.

Commençons par définir précisément ces opérateurs. Le lecteur est invité à consulter les articles [2,
plus de détails. On munitRN de sa structure euclidienne canonique, dont on notera〈·, ·〉 le produit scalaire et| · |
la norme. Pourα ∈ RN \ {0}, σα désignera la réflexion par rapport àHα , l’hyperplan orthogonal àα :

σα(x)= x − 2
〈α,x〉
|α|2 α.

SoitR un système de racines, c’est-à-dire une famille finie de vecteurs non nuls deRN vérifiant :

∀α ∈R, R ∩ Rα = {±α} et σα(R)=R.
On noteW le groupe de réflexions engendré par{σα, α ∈ R}. Pourβ fixé appartenant àRN \ ⋃

α∈R Hα , on note
R+ = {α ∈ R | 〈α,β〉 > 0}. On supposera de plus que pour toutα ∈ R, |α|2 = 2. Soit maintenantk une fonction
positive, définie surR et invariante parW . Pour 1� i �N etu fonction différentiable surRN , on pose :

Tiu(x)= ∂u

∂xi
(x)+

∑
α∈R

k(α)αi
u(x)− u(σα(x))

〈α,x〉 .
+
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Enfin, on considère l’opérateur�k = ∑N
i=1T

2
i , appelé laplacien de Dunkl, et qui sik(·)≡ 0 se réduit au laplacie

usuel.
Dans cette Note, nous nous intéressons donc à l’équation de Poisson associée, c’est-à-dire nous

l’équation�ku = −f . Nous démontrons également un théorème de type Liouville, à savoir que les
fonctionsu bornées et de classeC2 vérifiant�ku = 0 sont les fonctions constantes. Pour ce faire, nous utili
une transformation généralisant la transformation de Fourier classique, ainsi que les résultats de Rösle
l’équation de la chaleur∂u

∂t
=�ku. Cette méthode (voir aussi [5]) permet de s’affranchir des difficultés techn

inhérentes à la méthode usuelle [4] qui demande une connaissance explicite du noyau de Green.

2. Rappels sur la transformation de Dunkl et sur l’équation de la chaleur

Nous collectons dans cette partie quelques résultats dont les démonstrations figurent dans [1,2,7].
Notons tout d’abordωk la fonction définie surRN par ωk(x) = ∏

α∈R+ |〈α,x〉|2k(α). On remarquera qu

ωk estW -invariante, homogène de degré 2γ avec γ = ∑
α∈R+ k(α) et que |ωk(x)| � 2γ |x|2γ . Posonsck =∫

RN
e−|x|2/2ωk(x)dx (on notera que notre constante n’est pas la même que dans [1,7]).

Poury ∈ RN fixé, le système{
Tiu(x, y)= yiu(x, y), i = 1, . . . ,N,

u(0, y)= 1
(1)

admet une unique solution analytique surRN , notéeEk(·, y). Ce noyau, qui est strictement positif et qui se réd
à e〈·,y〉 si k ≡ 0, est appelé noyau de Dunkl. Il a un unique prolongement holomorphe àCN × CN et vérifie pour
z,w ∈ CN , x, y ∈ RN , ν ∈ NN etλ ∈ C :

Ek(z,w)=Ek(w, z), Ek(λz,w)=Ek(z,λw), (2)∣∣Ek(ix, y)∣∣ � 1,
∣∣∂νxEk(x, z)∣∣ � |z||ν|e|x| |Re(z)|. (3)

La transformation de Dunkl est l’application deL1(RN,ωk(x)dx) dansCb(RN) définie par :

Fk(f )(ξ)= 1

ck

∫

RN

f (x)Ek(−iξ, x)ωk(x)dx, ξ ∈ R
N,

(voir [1], avec une autre normalisation). Cette transformation est un automorphisme de l’espace de S
S(RN), et vérifie une formule d’inversion : pourf ∈ L1(RN,ωk(x)dx) telle queFk(f ) ∈ L1(RN,ωk(x)dx),
on af =F∨

k (Fk(f )) p.p. oùF∨
k (f )(ξ)=Fk(f )(−ξ).

Enfin, terminons ces rappels par quelques résultats sur le noyau de la chaleur associé au laplacien de
[7]). Pourx, y ∈ RN et t > 0, on pose :

pt(x, y)= 1

(2t)γ+N/2ck
e−(|x|2+|y|2)/4tEk

(
x√
2t
,
y√
2t

)
. (4)

Poury ∈ RN fixé, la fonctionu(x, t)= pt (x, y) est solution de l’équation de la chaleur∂u
∂t

=�ku surRN ×(0,∞).
On a

∫
RN
pt (x, y)ωk(y)dy = 1 et l’inégalité

pt(x, y)�
1

(2t)γ+N/2ck
e−(|x|−|y|)2/4t . (5)

De plus,Fk(pt (·, y))(ξ)= c−1
k e−t |ξ |2Ek(−iy, ξ), et on a donc d’après la formule d’inversion :

pt(x, y)= 1

c2
k

∫
N

e−t |ξ |2Ek(ix, ξ)Ek(−iy, ξ)ωk(ξ)dξ. (6)
R
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l, on a
Pourf ∈ Cb(RN), posonsPtf (x)=
∫

RN
pt (x, y)f (y)ωk(y)dy. Alors u(x, t) = Ptf (x) est l’unique solution du

problème de Cauchy{
∂u
∂t

=�ku surRN × (0,∞),
u(·,0)= f (7)

dans la classe{u ∈C2(RN × (0,∞))∩C(RN × [0,∞)) | ∃C,λ, r > 0, |u(x, t)| � C eλ|x|2 pour|x|> r}.

3. Théorème de Liouville

Théorème 3.1. Soitu de classeC2 et bornée surRN vérifiant�ku= 0. Alorsu est une fonction constante.

Démonstration. D’après le résultat d’unicité pour l’équation de la chaleur associée au laplacien de Dunk
nécessairement :

∀t > 0, ∀x ∈ R
N, Ptu(x)= u(x).

L’estimation (3) permet de différentier sous le signe intégral, on obtient donc, pouri entier entre 1 etN :

∂u

∂xi
(x)=

∫

RN

1

(2t)γ+N/2ck

(
−xi

2t

)
e−(|x|2+|y|2)/4tEk

(
x√
2t
,
y√
2t

)
u(y)ωk(y)dy

+
∫

RN

1

(2t)γ+N/2ck
e−(|x|2+|y|2)/4t 1√

2t

∂Ek

∂xi

(
x√
2t
,
y√
2t

)
u(y)ωk(y)dy.

PosonsM = supRN |u|. D’après (3), on a alors :∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣∣ �M

∫

RN

|x|
(2t)γ+N/2+1ck

e−(|x|2+|y|2)/4t e(|x||y|)/2tωk(y)dy

+M
∫

RN

|y|
(2t)γ+N/2+1ck

e−(|x|2+|y|2)/4t e(|x||y|)/2tωk(y)dy.

Puisque e−|x|2/4t � 1, on a même :∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣∣ �M

∫

RN

|x|
(2t)γ+N/2+1ck

e−(|y|2−2|x||y|)/4tωk(y)dy

+M
∫

RN

|y|
(2t)γ+N/2+1ck

e−(|y|2−2|x||y|)/4tωk(y)dy. (8)

Fixonsx ∈ RN . On voit aisément qu’il existeA> 0,C > 0 tels que poury ∈ RN on ait :

• si |y| �A alors 1
2|y|2 � |y|2 − 2|x||y| ;

• si |y| �A alors−C|x||y| � |y|2 − 2|x||y|.

On écrit ensuite chacune des intégrales de l’inégalité (8) comme somme de deux intégrales, l’une sur{|y|<A} et
l’autre sur{|y| �A}. En utilisant ensuite les deux inégalités précédentes, on obtient pour toutt > 0 :∣∣∣∣ ∂u∂x (x)

∣∣∣∣ � I1 + I2 + I3 + I4,

i
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e.

duit à :
avec

I1 = M|x|
(2t)γ+N/2+1ck

∫
{|y|<A}

eC|x||y|/4tωk(y)dy, I2 = M|x|
(2t)γ+N/2+1ck

∫
{|y|�A}

e−|y|2/8tωk(y)dy,

I3 = M

(2t)γ+N/2+1ck

∫
{|y|<A}

|y|eC|x||y|/4tωk(y)dy, I4 = M

(2t)γ+N/2+1ck

∫
{|y|�A}

|y|e−|y|2/8tωk(y)dy.

Il est facile de voir queI1 → 0 etI3 → 0 quandt → +∞. On écrit ensuite que :

I2 � M|x|
(2t)γ+N/2+1ck

∫

RN

e−|y|2/8tωk(y)dy = M|x|
2γ+N/2+1ck

1

t

∫

RN

e−|v|2/8ωk(v)dv.

On a pour ce faire effectué le changement de variablev = y/√t et utilisé la propriété d’homogénéité deωk . On a
donc aussiI2 → 0 quandt → +∞. Le cas deI4 se traite par la même méthode. On a donc montré que∂u

∂xi
(x)= 0,

pour touti ∈ {1, . . . ,N} et toutx ∈ RN . Ainsi u est une fonction constante.✷

4. Équation de Poisson

Proposition 4.1. L’intégrale G(x,y) = ∫ +∞
0 pt(x, y)dt est finie pourx �= y dans RN si et seulement s

2γ +N > 2. La fonctionG ainsi définie est alors appelée noyau de Green du laplacien de Dunkl.

Démonstration. Pour la condition suffisante utiliser (5). La condition nécessaire résulte du fait que l’inégal
est une égalité six = 0.

Remarque 1. Cette condition est vérifiée dès queN � 2 et que�k n’est pas réduit au laplacien usuel.

Théorème 4.2. Supposons2γ +N > 2. Soitf une fonction continue à support compact surRN telle queFk(f ) ∈
L1(RN,ωk(x)dx) ou une fonction appartenant à l’espaceS(RN). La fonctionGf (x)= ∫

RN
G(x, y)f (y)ωk(y)dy,

appelée potentiel def , est bornée, de classeC2 et vérifie l’équation de Poisson

�ku= −f.
De plus, toute solution bornée de cette équation est de la formeu=Gf +C, oùC est une constante.

Démonstration. On va d’abord vérifier simultanément que la fonctionGf est bien définie et est borné
On peut supposer quef � 0. D’après le théorème de Fubini pour les fonctions positives, on a :Gf (x) =∫ +∞

0

∫
RN
pt (x, y)f (y)ωk(y)dy dt . Grâce à (6), cette formule se réécrit :Gf (x)= 1

c2k

∫ +∞
0

∫
RN

∫
RN

e−t |ξ |2Ek(ix, ξ)
×Ek(−iy, ξ)f (y)ωk(ξ)ωk(y)dξ dy dt . En utilisant (3) et l’hypothèse faite surf on a :∫

RN

∫

RN

∣∣e−t |ξ |2Ek(ix, ξ)Ek(−iy, ξ)f (y)ωk(ξ)ωk(y)
∣∣dξ dy �

∫

RN

∫

RN

e−t |ξ |2f (y)ωk(ξ)ωk(y)dξ dy <+∞.

L’application du théorème de Fubini et de la formule d’inversion pour la transformation de Dunkl nous con

Gf (x)= 1

ck

+∞∫
0

∫
N

e−t |ξ |2Ek(ix, ξ)Fk(f )(ξ)ωk(ξ)dξ dt . (9)
R
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On a donc :

∣∣Gf (x)∣∣ � 1

ck

∫

RN

+∞∫
0

e−t |ξ |2∣∣Fk(f )(ξ)∣∣ωk(ξ)dt dξ = 1

ck

∫

RN

|Fk(f )(ξ)|
|ξ |2 ωk(ξ)dξ.

La continuité deFk(f ), l’inégalité|ωk(ξ)| � 2γ |ξ |2γ et l’hypothèse surγ impliquent que
∫
{|ξ |<1}

|Fk(f )(ξ)|
|ξ |2 ωk(ξ)dξ

<+∞. De plus,
∫
{|ξ |�1}

|Fk(f )(ξ)|
|ξ |2 ωk(ξ)dξ �

∫
RN

|Fk(f )(ξ)|ωk(ξ)dξ <+∞. Ceci prouve que la fonctionGf est
bien définie et est bornée.

On peut alors appliquer le théorème de Fubini dans l’égalité (9). On obtient :

Gf (x)= 1

ck

∫

RN

Fk(f )(ξ)
|ξ |2 Ek(ix, ξ)ωk(ξ)dξ.

Montrons maintenant queGf vérifie l’équation de Poisson. On peut voir que le passage du laplacien de
sous le signe intégral se justifie en controlant les dérivées partielles de l’intégrande. Or, d’après (3) o

| ∂
∂xi
Ek(ix, ξ)| � |ξ | et | ∂2

∂xi∂xj
Ek(ix, ξ)| � |ξ |2, pourx, ξ ∈ RN , i, j = 1, . . . ,N . Ceci est suffisant pour affirme

que

�kGf (x)= 1

ck

∫

RN

Fk(f )(ξ)
|ξ |2 (�k)x

(
Ek(ix, ξ)

)
ωk(ξ)dξ.

On conclut alors en utilisant le fait que(�k)x(Ek(ix, ξ))= −|ξ |2Ek(ix, ξ) (cf. (1)) et la formule d’inversion pou
la transformée de Dunkl.

La représentation des solutions bornées de l’équation de Poisson sous la formeu=Gf + C, découle de ce qu
précède et du Théorème 3.1.

Exemple 1. Si N = 1 on a R = {±√
2} et k(

√
2) = k(−√

2) = γ . On sait d’après [3] queEk(x, y) =
.(γ+1/2)
.(1/2).(γ )

∫ 1
−1 euxy(1 − u)γ−1(1+ u)γ du, où.(z)= ∫ +∞

0 uz−1 e−u du. Si γ > 1/2, un calcul facile montre alor
que

G(x,y)= .(γ − 1/2)

4.(1/2).(γ )

1∫
−1

1

(x2 + y2 − 2uxy)γ−1/2(1− u)γ−1(1+ u)γ du.

On voit ainsi que siC = .(γ−1/2)
4.(γ+1/2) ,G(x,y) ∼

x→∞
C

|x|2γ−1 pour touty ∈ R fixé. Il en résulte aisément que pour tou

fonctionf continue à support compact surR, |x|2γ−1Gf (x) ∼
x→∞C

∫
R
f (y)ωk(y)dy.
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