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Résumé

Dans les années 80, Crandall et Lions ont introduit le concept de solution de viscosité dans le but d'obtenir des résultats
d’existence et/ou d'unicité de solutions d'équations d’Hamilton—Jacobi. Dans cette Note nous nous intéressons au probléme di
Dirichlet pour des équations d’Hamilton—Jacobi issues de probléemes de calcul des variations, et affirmons que pour des donnée
analytiques la solution de viscosité est globalement sous-analytique. Nous étendons ce résultat a des équations eikonale
généralisées issues de problémes de géométrie sous-Riemanfiameiter cet article: E. Tréat, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Global subanalytic solutions of Hamilton—Jacobi type equations. In the 1980 Crandall and Lions introduced the concept
of viscosity solution in order to get existence and/or unicity results for Hamilton—Jacobi equations. In this Note we focus on the
Dirichlet problem for Hamilton—Jacobi equations stemming from calculus of variations, and assert that if the data are analytic
then the viscosity solution is moreover subanalytic. We extend this result to generalized eikonal equations, stemming from
sub-Riemannian geometry probleris.cite thisarticle: E. Trélat, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit £2 un ouvert deR” et H une fonction continue su2 x R x R”, appeléeHamiltonien et g une fonction
continue suw 2. L'introduction du concept dsolution de viscositpar Crandall et Lions dans les années 80 [7] a
permis de démontrer de nombreux résultats d’existence et/ou d’unicité, notamment pour des problémes de Dirichle
du type:

H(x,u(x), Vu(x)) =0, ulpe =g,
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ainsi que d’'autres problémes (cas d’évolution, équation du deuxiéme orgrejans un cadre tres général, voir
par exemple [7,12,2,3,8]. La littérature a ce sujet est immense.

Cependant sH, g et £2 sont analytiques on peut s’attendre a ce que la solution de viscosité soit plus réguliére.
Bien entendu a cause de chocs possibles on ne peut pas espérer une solution globalement analytique. Par exem
dans le cas deéquation eikonale ||Vu(x)||? =1, us30 =0, il est facile de voir gu’il existe une unigue solution
de viscosité qui s'écrit u(x) = d(x, 9§2). Bien entendu cette fonctiom n’est pas analytique sue, ceci étant
dd a l'intersection des courbes caractéristiques (pour un exposé sur la méthode des caractéristiques, consulter |
références citées plus haut). En revanche la fonetiest, en un sens, «analytique par morceaux ». Il s’avere que
le bon concept pour décrire ce type de solution est le conceqatideanalyticit¢pour une définition générale, voir
[10,11]). Une fonction sous-analytique est en particudteatifiablg et différentiable sur chaque strate.

Dans cette Note nous énoncgons deux résultats concernant le probléeme de Dirichlet pour des équations de typ
eikonal, tout d'abord dans le cadre classique du calcul des variations, puis dans le cas ou I'équation est issue d'u
probléme de géométrie sous-Riemannienne. On se limite a ces deux résultats, sans démonstration. Dans un artic
complet a venir [13], ces théorémes sont démontrés, étendus a des équations issues de problémes plus générau
contrdle optimal, et les cas d’évolution (problémes de Cauchy—Dirichlet) sont également envisagés.

2. Equations d’ Hamilton—Jacobi et calcul desvariations

Le résultat de cette section précise celui de [12, Théoreme 5.3, p. 132] dans le cadre analytique. Rappelon
tout d’abord le cadre classique du calcul des variations. Beit, p) une fonctionC? sur R* x R”, appelée
Hamiltonien satisfaisant les hypothéses suivantes :

(H1) H estuniformément superlinéaire, i.e.
VA>03C(A)eR V(x,p) eR" xR" H(x, p) = Allpll — C(A),

(H2) H est strictement convexe gn i.e. pour tout coupléx, p) € R” x R" la Hessiennéa%(x, p) est définie
positive.

Pour tout coupléx, v) € R" x R" on pose L(x,v) = SUP,ern ((p, v) — H (x, p)). Il est bien connu que, sous les
hypothéses précédentes &y cette fonction appeldeagrangien est bien définie suR” x R”, et de plus satisfait
aussi les hypothéses {J4(H>), voir par exemple [9]. On a le résultat suivant.

Théoreme?2.1. Soit2 un ouvert borné sous-analytique B&, ¢ un réel, et soitH (x, p) un Hamiltonien analytique
surR” x R” satisfaisant les hypothés@d;)—(H>), et tel que

Jo <cVxeR" H(x,0 <.

Soit AC 'ensemble des chemins absolument continuRHePour tousr, y € £2 posons
T

S(x,y)= inf{/ (L(x(t),fc(t)) —l—c) dr | T>0, x()e AC, x(0) =y, x(T) =x},
0
ou L est le Lagrangien associé au Hamiltonigh Alors pour toutyo € R la fonctionx — S(x, yo) (resp. pour
toutxg € £2 la fonctiony — S(xo, y)) est une solution de viscosité sous-analytique Hex, Vv(x)) —c=0sur
£2\{yo}, v(yo) =0 (resp.H (x, —Vv(x)) — ¢ = 0 sur £2\{xo}, v(xo) = 0).
Soitg une fonction sous-analytique sBit = 92, satisfaisant la condition dite de compatibilité

Vx,yeX gx)—g() <Skx,y).
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Finalement, pour tout € £2, soit
S(x) = inf S .
() = Inf (s() + 5. )

Alors S est I'unique solution de viscosité du probléme de Dirichlet
H(x, Vv(x)) —c=0 surf2, v|lzg=g,

et de plus est continue et sous-analytiqueSur

3. Equations eikonales génér alisées et géométrie sous-Riemannienne

Rappelons tout d’abord une définition générale de la distance sous-Riemannienne, due a [4]MSaient
variété lisse de dimension m un entier inférieur ou égal®, et f1, ..., f,» des champs de vecteurs lisses &ur
Pour toust € M etv € Ty M, posons :

gCe,v) =inf{ud + -+ u? Jur fr(x) + -+t fin (x) = v}

Alors g(x, -) est une forme quadratique définie positive sur le sous-espaGeafiengendré pafi(x), ..., f (x).
En dehors de ce sous-espace on pgsev) = +oo. Cette formeg est appelée la métrique sous-Riemannienne
associée awm-uplet de champs de vecteurs, ..., fin).

Notons AC([0, 1], M) I'ensemble des chemins absolument continus Myrdéfinis sur[0, 1]. La longueur
d’un cheminy € AC([0, 11, M) est définie pat(y) = fol Jegy (1), y (@) dt. Enfin, ladistance sous-Riemannienne
associée awm-uplet de champs de vecteurs, ..., f,,), entre deux pointsg, x; de M, est définie par :

dsr(xo, x1) =inf{l(y) | y € AC([0, 1], M), y(0) = x0, (1) = x1}.
Considérons par ailleurs le systeme différentiel dahs

2=y ui(0) fi (x (1),

i=1

ou la fonctionu = (u1, ..., un), appelée lecontrole, appartient &.2([0, 1], R™). Soit xg € R” ; I'application
Eyxyiu e L?([0, 1], R™) — x(1) € R, qui & un contrdle: associe 'extrémité de la solution correspondarite
telle quex (0) = xo, est appeléapplication entrée-sortiau pointxg. C'est une application lisse. La trajectoire)
est ditesinguliéresi le contrblex associé est une singularité de I'application entrée-sortie. Elle eshitmisante
si elle réalise la distance sous-Riemannienne entre ses deux extrémités.
L'existence de trajectoires singulieres minimisantes est intimement liée a la sous-analyticité de la distance sous
Riemannienne, voir [1,14]. Dans ces conditions le théoréme suivant n’est pas surprenant.

Théoreme 3.1. Soit£2 un ouvert borné sous-analytique &&, m > 1 un entier, et soitH (x, p) un Hamiltonien
surR” x R" défini par

m

He.p)y=Y (p. i),

i=1
ou f1,..., fm sont des champs de vecteurs analytiquesiutels que I'algebre de Lie qu’ils engendrent soit de
rang maximal en tout point. Safkg (-, -) la distance sous-Riemannienne &frassociée au m-uplétf1, ..., fi).

Alors pour toutyg € R”" la fonctionx — dgg(x, yo) €st une solution de viscosité @& x, Vv(x)) — 1 =0 sur

R™\{yo}, v(y0) = 0. Si on suppose de plus que le systéme > ; u; f; (x) n'admet aucune trajectoire singuliére
minimisante non triviale partant dey, alorsdsg (-, yo) est sous-analytique siR”\{yo}.
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Soitg une fonction sous-analytique siit = 942, satisfaisant la condition de compatibilité

Vx,ye X g(x)—g() <dsr(x,y),
et soit:

S(x) = )igfz () +dsr(x,)).

Alors S est continue sus2 et est 'unique solution de viscosité du probléme de Dirichlet
H(x, Vv(x)) —1=0 surf2, vlzx=g.

Si de plus le systéme= ). u; f; (x) n’a aucune trajectoire singuliére minimisante non triviale partantde
alors S est sous-analytique su.

Remarque 1. Si le systeme est de plus « medium-fat» (voir [1]) en tout poinEdalorssS est sous-analytique sur
£2 tout entier, voir [13]. Cette situation se produit génériqguement lorsgge:(m — 1) + 1.

Remarque 2. Sim > 3, il existe un sous-ensemble ouvert dense de I'ensemble dgdets champs de vecteurs
indépendants (pour la topologig™ de Withney) tel que tout systéme sous-Riemannien associéaupiet de

cet ensemble n'admet aucune singuliére minimisante non triviale (voir [5,6], voir aussi [1] pour I'existence d’'un
ensemble dense seulement).

Remarque 3. On peut construire des exemples explicites ou toutes les données du probleme sont analytiques
et pourtant I'unique solution de viscosité n’est pas sous-analytique, ceci étant di a I'existence de singuliéres
minimisantes non triviales, voir [13].

Remer ciement

Je tiens a remercier chaleureusement P. Gérard pour ses conseils ainsi que A. Fathi pour l'intérét qu’il a porté ¢
ce travail.
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