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Résumé

Dans les années 80, Crandall et Lions ont introduit le concept de solution de viscosité dans le but d’obtenir des
d’existence et/ou d’unicité de solutions d’équations d’Hamilton–Jacobi. Dans cette Note nous nous intéressons au pro
Dirichlet pour des équations d’Hamilton–Jacobi issues de problèmes de calcul des variations, et affirmons que pour de
analytiques la solution de viscosité est globalement sous-analytique. Nous étendons ce résultat à des équations
généralisées issues de problèmes de géométrie sous-Riemannienne.Pour citer cet article : E. Trélat, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Global subanalytic solutions of Hamilton–Jacobi type equations. In the 1980 Crandall and Lions introduced the conc
of viscosity solution in order to get existence and/or unicity results for Hamilton–Jacobi equations. In this Note we focu
Dirichlet problem for Hamilton–Jacobi equations stemming from calculus of variations, and assert that if the data are
then the viscosity solution is moreover subanalytic. We extend this result to generalized eikonal equations, stemm
sub-Riemannian geometry problems.To cite this article: E. Trélat, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit Ω un ouvert deRn et H une fonction continue surΩ × R × R
n, appeléeHamiltonien, et g une fonction

continue sur∂Ω . L’introduction du concept desolution de viscositépar Crandall et Lions dans les années 80 [7
permis de démontrer de nombreux résultats d’existence et/ou d’unicité, notamment pour des problèmes de
du type :

H
(
x,u(x),∇u(x)

) = 0, u|∂Ω = g,
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réservés.
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ainsi que d’autres problèmes (cas d’évolution, équation du deuxième ordre,. . .), dans un cadre très général, v
par exemple [7,12,2,3,8]. La littérature à ce sujet est immense.

Cependant siH , g et Ω sont analytiques on peut s’attendre à ce que la solution de viscosité soit plus rég
Bien entendu à cause de chocs possibles on ne peut pas espérer une solution globalement analytique. P
dans le cas del’équation eikonale: ‖∇u(x)‖2 = 1, u/∂Ω = 0, il est facile de voir qu’il existe une unique solutio
de viscosité qui s’écrit :u(x) = d(x, ∂Ω). Bien entendu cette fonctionu n’est pas analytique surΩ , ceci étant
dû à l’intersection des courbes caractéristiques (pour un exposé sur la méthode des caractéristiques, co
références citées plus haut). En revanche la fonctionu est, en un sens, « analytique par morceaux ». Il s’avère
le bon concept pour décrire ce type de solution est le concept desous-analyticité(pour une définition générale, vo
[10,11]). Une fonction sous-analytique est en particulierstratifiable, et différentiable sur chaque strate.

Dans cette Note nous énonçons deux résultats concernant le problème de Dirichlet pour des équation
eikonal, tout d’abord dans le cadre classique du calcul des variations, puis dans le cas où l’équation est is
problème de géométrie sous-Riemannienne. On se limite à ces deux résultats, sans démonstration. Dans
complet à venir [13], ces théorèmes sont démontrés, étendus à des équations issues de problèmes plus g
contrôle optimal, et les cas d’évolution (problèmes de Cauchy–Dirichlet) sont également envisagés.

2. Équations d’Hamilton–Jacobi et calcul des variations

Le résultat de cette section précise celui de [12, Théorème 5.3, p. 132] dans le cadre analytique. R
tout d’abord le cadre classique du calcul des variations. SoitH(x,p) une fonctionC2 sur R

n × R
n, appelée

Hamiltonien, satisfaisant les hypothèses suivantes :

(H1) H est uniformément superlinéaire, i.e.

∀A > 0 ∃C(A) ∈ R ∀(x,p) ∈ R
n × R

n H(x,p) � A‖p‖ − C(A),

(H2) H est strictement convexe enp, i.e. pour tout couple(x,p) ∈ R
n × R

n la Hessienne∂
2H

∂p2 (x,p) est définie
positive.

Pour tout couple(x, v) ∈ R
n × R

n on pose :L(x, v) = supp∈Rn(〈p,v〉 − H(x,p)). Il est bien connu que, sous le
hypothèses précédentes surH , cette fonction appeléeLagrangien, est bien définie surRn × R

n, et de plus satisfai
aussi les hypothèses (H1)–(H2), voir par exemple [9]. On a le résultat suivant.

Théorème 2.1. SoitΩ un ouvert borné sous-analytique deR
n, c un réel, et soitH(x,p) un Hamiltonien analytique

sur R
n × R

n satisfaisant les hypothèses(H1)–(H2), et tel que:

∃α < c ∀x ∈ R
n H(x,0) � α.

SoitAC l’ensemble des chemins absolument continus deR
n. Pour tousx, y ∈ Ω posons

S(x, y) = inf

{ T∫
0

(
L

(
x(t), ẋ(t)

) + c
)
dt

∣∣ T > 0, x(·) ∈ AC, x(0) = y, x(T ) = x

}
,

où L est le Lagrangien associé au HamiltonienH . Alors pour touty0 ∈ Ω la fonctionx �→ S(x, y0) (resp. pour
tout x0 ∈ Ω la fonctiony �→ S(x0, y)) est une solution de viscosité sous-analytique de: H(x,∇v(x)) − c = 0 sur
Ω\{y0}, v(y0) = 0 (resp.H(x,−∇v(x)) − c = 0 surΩ\{x0}, v(x0) = 0).

Soitg une fonction sous-analytique surΣ = ∂Ω , satisfaisant la condition dite de compatibilité:

∀x, y ∈ Σ g(x) − g(y) � S(x, y).
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Finalement, pour toutx ∈ Ω , soit

S(x) = inf
y∈Σ

(
g(y) + S(x, y)

)
.

Alors S est l’unique solution de viscosité du problème de Dirichlet:

H
(
x,∇v(x)

) − c = 0 surΩ, v|Σ = g,

et de plus est continue et sous-analytique surΩ .

3. Équations eikonales généralisées et géométrie sous-Riemannienne

Rappelons tout d’abord une définition générale de la distance sous-Riemannienne, due à [4]. SoienM une
variété lisse de dimensionn, m un entier inférieur ou égal àn, etf1, . . . , fm des champs de vecteurs lisses surM.
Pour tousx ∈ M et v ∈ TxM, posons :

g(x, v) = inf
{
u2

1 + · · · + u2
m | u1f1(x) + · · · + umfm(x) = v

}
.

Alors g(x, ·) est une forme quadratique définie positive sur le sous-espace deTxM engendré parf1(x), . . . , fm(x).
En dehors de ce sous-espace on poseg(x, v) = +∞. Cette formeg est appelée la métrique sous-Riemannie
associée aum-uplet de champs de vecteurs(f1, . . . , fm).

NotonsAC([0,1],M) l’ensemble des chemins absolument continus surM, définis sur[0,1]. La longueur
d’un cheminγ ∈ AC([0,1],M) est définie parl(γ ) = ∫ 1

0

√
g(γ (t), γ̇ (t)) dt . Enfin, ladistance sous-Riemannien

associée aum-uplet de champs de vecteurs(f1, . . . , fm), entre deux pointsx0, x1 deM, est définie par :

dSR(x0, x1) = inf
{
l(γ ) | γ ∈AC

([0,1],M
)
, γ (0) = x0, γ (1) = x1

}
.

Considérons par ailleurs le système différentiel dansR
n :

ẋ(t) =
m∑

i=1

ui(t)fi

(
x(t)

)
,

où la fonctionu = (u1, . . . , um), appelée lecontrôle, appartient àL2([0,1],R
m). Soit x0 ∈ R

n ; l’application
Ex0 : u ∈ L2([0,1],R

m) �→ x(1) ∈ R
n, qui à un contrôleu associe l’extrémité de la solution correspondantex(·)

telle quex(0) = x0, est appeléeapplication entrée-sortieau pointx0. C’est une application lisse. La trajectoirex(·)
est ditesingulièresi le contrôleu associé est une singularité de l’application entrée-sortie. Elle est diteminimisante
si elle réalise la distance sous-Riemannienne entre ses deux extrémités.

L’existence de trajectoires singulières minimisantes est intimement liée à la sous-analyticité de la distan
Riemannienne, voir [1,14]. Dans ces conditions le théorème suivant n’est pas surprenant.

Théorème 3.1. SoitΩ un ouvert borné sous-analytique deR
n, m � 1 un entier, et soitH(x,p) un Hamiltonien

sur R
n × R

n défini par

H(x,p) =
m∑

i=1

〈
p,fi (x)

〉2
,

où f1, . . . , fm sont des champs de vecteurs analytiques surR
n tels que l’algèbre de Lie qu’ils engendrent soit

rang maximal en tout point. SoitdSR(·, ·) la distance sous-Riemannienne surR
n associée au m-uplet(f1, . . . , fm).

Alors pour touty0 ∈ R
n la fonctionx �→ dSR(x, y0) est une solution de viscosité deH(x,∇v(x)) − 1 = 0 sur

R
n\{y0}, v(y0) = 0. Si on suppose de plus que le systèmeẋ = ∑

i uifi(x) n’admet aucune trajectoire singulièr
minimisante non triviale partant dey0, alorsdSR(·, y0) est sous-analytique surRn\{y0}.
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Soitg une fonction sous-analytique surΣ = ∂Ω , satisfaisant la condition de compatibilité:

∀x, y ∈ Σ g(x) − g(y) � dSR(x, y),

et soit:

S(x) = inf
y∈Σ

(
g(y) + dSR(x, y)

)
.

Alors S est continue surΩ et est l’unique solution de viscosité du problème de Dirichlet:

H
(
x,∇v(x)

) − 1= 0 surΩ, v|Σ = g.

Si de plus le systèmėx = ∑
i uifi(x) n’a aucune trajectoire singulière minimisante non triviale partant deΣ ,

alors S est sous-analytique surΩ .

Remarque 1. Si le système est de plus « medium-fat » (voir [1]) en tout point deΣ , alorsS est sous-analytique su
Ω tout entier, voir [13]. Cette situation se produit génériquement lorsquen � m(m − 1) + 1.

Remarque 2. Si m � 3, il existe un sous-ensemble ouvert dense de l’ensemble desm-uplets champs de vecteu
indépendants (pour la topologieC∞ de Withney) tel que tout système sous-Riemannien associé à unm-uplet de
cet ensemble n’admet aucune singulière minimisante non triviale (voir [5,6], voir aussi [1] pour l’existenc
ensemble dense seulement).

Remarque 3. On peut construire des exemples explicites où toutes les données du problème sont ana
et pourtant l’unique solution de viscosité n’est pas sous-analytique, ceci étant dû à l’existence de sin
minimisantes non triviales, voir [13].
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