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Résumé

La vitesse d’estimation de la densité en temps continu dépend de la nature des trajectoires observées : plus ce
« irrégulières », plus les vitesses de convergence sont bonnes. Dans cet esprit, nous donnons une vitesse de converge
sûre de l’estimateur à noyau de la densité dans le cas où les données sont délivrées sous une forme discrétisée. Le co
de l’estimateur dépend de deux paramètres :r0, γ0 liés respectivement à la régularité de la densité estimée et à celle
trajectoire. Nous proposons un estimateur adaptatif relativement àγ0 ainsi qu’un estimateur doublement adaptatif (par rapp
à r0 et γ0). On établit ainsi que la vitesse de convergence obtenue dans le casr0, γ0 connus est atteinte par ces estimate
Pour citer cet article : D. Blanke, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Adaptive estimation of density with sampled observations. In continuous time, rates of convergence for nonparame
density estimators depend on the nature of sample paths: roughly speaking, the more ‘irregular’ the paths are, the
rates are. In this framework, we give the pointwise rate of convergence of the kernel density estimator in the case of
observations. Behaviour of the estimator depends on two coefficientsr0, γ0 respectively linked with regularity of density an
regularity of sample paths. We propose an adaptive estimator relatively toγ0 as well as a doubly adaptive estimator (w
respect tor0 andγ0). It is shown that the rate of convergence obtained in the case of knownr0, γ0 is achieved by such adaptiv
estimators.To cite this article: D. Blanke, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit {Xt , t ∈ R} un processus à temps continu mesurable, à valeurs dansR
d tel que lesXt ont une densité

communef . L’estimation def quand le processus est observé sur[0, T ], avecT → ∞, est l’objet de nombreu
résultats, voir par exemple [5] et les références incluses. Dans cette Note, nous étudions le comportemen
sûr de l’estimateur à noyau construit surn observations discrétisées issues de la trajectoire du processus
précisément, on suppose que les observations sont fréquentes et sur une longue durée :Xδn, . . . ,Xnδn avecδn tel que
δn → 0 etnδn → +∞. Clairement plus les trajectoires sont régulières, plus les variables successivesXδn,X2δn , . . .

Adresse e-mail :dblanke@ccr.jussieu.fr (D. Blanke).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.09.027
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sont localement corrélées : ceci induit un choix du pas de tempsδn plus grand que si les trajectoires sont de na
plus irrégulières. Ainsi la durée totale d’observationnδn sera fonction de la nature des trajectoires.

Dans une première partie, nous commençons par donner le comportement de l’estimateur lorsqueγ0 est supposé
connu : nous donnons les seuils minimauxδn(γ0) tels que pour tous lesδn : δn � δn(γ0), l’estimateur a une vitess
similaire au cas i.i.d. Pourγ0 inconnu, nous construisons un estimateur adaptatif atteignant la même vite
convergence. Finalement, il est bien connu que les estimateurs dépendent également d’un paramètrer0, lié à
la régularité de la densité. Dans une dernière partie, nous étudions et donnons les propriétés d’un e
doublement adaptatif (r0 et γ0 inconnus).

2. Estimation avec paramètres connus

Nous utilisons un estimateur à noyau classique :f̂n(x) = 1
nhdn

∑n
i=1K(

x−Xiδn

hn
) où hn représente la fenêtre

hn → 0,nhd
n → ∞ etK est un noyau usuel à support compactE. Dans la suite, nous supposons que pours 
= t , la

densité jointef(Xs,Xt ) de(Xs,Xt) existe et on notegu la fonctiongu = f(X0,Xu) − f ⊗ f , u > 0. Les hypothèse
portant sur le processus{Xt, t ∈ R} sont les suivantes :

Hypothèses 1 (H1).

(i) f est bornée etf(Xs,Xt ) = f(X0,Xt−s ) pour t > s ;
(ii) {Xt, t ∈ R} est un processus fortement mélangeant de coefficientαX (voir e.g. [10]) tel que∃0 < ρ < 1,

α0 > 0 : ∀u ∈]0,+∞[ , αX(u) � α0ρ
u ;

(iii) ∃u0 > 0 : ∀u ∈ [u0,+∞[ , ‖gu‖∞ � π(u), pour une fonctionπ(u) bornée et décroissante à l’infini telle qu∫ +∞
u1

π(u)du< +∞, u1 > 0 ;

(iv) ∃γ0 ∈]0,+∞[ : f(X0,Xu)(y, z) � M(y, z)u−γ0, (y, z,u) ∈ V2
x×]0, u0[ avecM(· , ·) continue en(x, x) et Vx

représentant un voisinage dex.

Les conditions H1(i)–(iii) sont classiques en estimation non paramétrique. La condition H1(iv) est typi
temps continu : elle est reliée à la nature des trajectoires et à la dimensiond . Des commentaires et des exemp
précis de processus satisfaisant à ces hypothèses peuvent se trouver dans [1–6], [9] et [12]. Notamm
γ0 < 1 correspond au cas suroptimal, voir par exemple [8,6] et le casγ0 > 1 intervient surtout pour des dimensio
d > 1. Pour l’étude du biais, les hypothèses habituelles surf etK sont nécessaires : pourr � 1, on note

C(r)
K


∫
E

u
α1
1 . . .u

αd

d K(u)du1 du2 . . . dud = 0,
∫
E

|u1|β1 . . . |ud |βd‖u‖∣∣K(u)
∣∣du1 . . . dud < +∞,

∀αi : α1 + · · · + αd = k, k = 1, . . . , r − 1, ∀βi : β1 + · · · + βd = r

et

C(r)
f


f possède(r − 1) dérivées partielles continues, f (r) existe et∣∣∣∣ ∂(r)f

∂x
j1
1 . . . ∂x

jd
d

(x)− ∂(r)f

∂y
j1
1 . . . ∂y

jd
d

(y)

∣∣∣∣ � "‖x − y‖λ, j1 + · · · + jd = r, (", λ) ∈]0,+∞[×[0,1].

Hypothèses 2 (H2). f satisfait à la conditionC(r0)
f ; K satisfait à la conditionC(r0)

K .

Nous avons alors le
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Théorème 2.1. (a)SousH1(i)–(iii) et H2, si δn ≡ δ > 0 ethn = c ( lnn
n
)1/(2r0+d), c > 0, alors

lim sup
n→+∞

(
n

lnn

)r0/(2r0+d)∣∣f̂n(x)− f (x)
∣∣ � C1 p.s. (1)

avec

C1 = 23/2c−d/2f 1/2(x)‖K‖2 + cr0
∣∣br0(x)

∣∣ (2)

et br0(x) est le terme de biais classique, fonction def (r0) etK.
(b) Si r0 > d

max(1,γ0)
et si de plus la conditionH1(iv) est satisfaite, alors pour toutδn → 0 tel queδn/δ∗

n(γ0) →
∞, le résultat(1) reste vrai en ayant posé: pourγ0 < 1 : δ∗

n(γ0) = d1 hd
n , pourγ0 = 1 : δ∗

n(γ0) = d2h
d
n ln(1/hn),

pourγ0 > 1 : δ∗
n(γ0) = d3h

d/γ0
n avecdi > 0, i = 1,2,3 constantes quelconques.

Les vitesses pour l’échantillonnage à pas fixe (Théorème 2.1(a)) sont similaires au cas i.i.d. Pour la p
on voit queδn est une fonction croissante deγ0 : le casγ0 < 1 (cas suroptimal) apparaît déjà dans [6], et l’err
quadratique est traitée par [4]. Notons également que la valeur des constantesdi (intervenant dans le seuilδ∗

n(γ0))
ne joue pas de rôle dans le comportement asymptotique de l’estimateur (de part la conditionδn/δ

∗
n(γ0) → ∞).

3. Estimation adaptative : r0 connu, γ0 inconnu

Nous utilisons ici une méthodologie similaire à celle initiée dans [11] mais dans un contexte différent. SΓn

la grille dénotant les valeurs testées pourγ0 :

Γn = {γ̃0, γ1,n, γ2,n, . . . , γNn,n, γ∞} (3)

avecγ0,n = γ̃0 (0 < γ̃0 < 1), γ1,n = 1, γj+1,n − γj,n = τj,n, j = 1, . . . ,Nn − 1, et γ∞ représentant le cas d
l’échantillonnage à pas fixe. L’estimateur deγ0, γ ∗

0,n := γ ∗
0 , est défini par

γ ∗
0 = min

{
γ1 ∈ Γn: ∀γ2 ∈ Γn, γ2 � γ1,

(
n

lnn

)r0/(2r0+d)∣∣f̂r0,γ2(x)− f̂r0,γ1(x)
∣∣ � η

}
, (4)

oùη est une constante strictement positive et

f̂r,γ (x) := 1

nhd
n(r)

n∑
i=1

K(r)

(
x −Xiδh(r,γ )

hn(r)

)
, (5)

oùhn(r) = c( lnn
n
)1/(2r+d), K(r) satisfaitC(r)

K et δh(r, γ ) vérifie{
si γ < 1 : δh(r, γ ) = d1h

d
n(r), si γ = 1 : δh(r, γ ) = d2h

d
n(r) ln

(
1/hn(r)

)
,

si γ > 1 : δh(r, γ ) = d3h
d/γ
n (r), si γ = γ∞ : δh(r, γ ) = δ.

(6)

L’estimateur adaptatif pourf est finalement donné par̂fr0,γ
∗
0
(x)= 1

nhdn(r0)

∑n
i=1K(r0)(

x−Xiδh(r0,γ
∗
0 )

hn(r0)
).

Nous obtenons ainsi la même vitesse de convergence que dans le cas non adaptatif :

Théorème 3.1. SiH1 etH2 sont satisfaites alors,lim supn→∞( n
lnn

)r0/(2r0+d)|f̂r0,γ
∗
0
(x)−f (x)| � η+C1 p.s. avec

C1, η donnés par(2), (4).
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4. Estimation double adaptative : r0 et γ0 inconnus

L’estimation adaptative relativement à la régularité de la densité (r0) est maintenant un problème classique, v
par exemple [7] (cas i.i.d.) et [9] (estimateur par projection). Ici la difficulté réside dans le fait que deux para
(de nature différentes) sont inconnus : on introduit donc une nouvelle grille∆n correspondant aux valeurs testé
pourr0 : ∆n = {1,2, . . . , κn} et l’estimation suit avec

r.0 = max

{
r1 ∈ ∆n: ∀r2 ∈ ∆n, r2 � r1,

(
n

lnn

)r2/(2r2+d)∣∣f̂r2,γ∞(x)− f̂r1,γ∞(x)
∣∣ � η̂a(r2)

}
,

γ .
0 = min

{
γ1 ∈ Γn: ∀γ2 ∈ Γn, γ2 � γ1,

(
n

lnn

)r.0/(2r
.
0+d)∣∣f̂r.0,γ2(x)− f̂r.0,γ1(x)

∣∣ � ζ

}
où Γn, f̂(r,γ ) sont définis par (3), (5),ζ est une constante strictement positive etη̂a(r) représente un estimate
préliminaire pouraC1, a > 0, dont la consistance s’établit grâce aux hypothèses H1 et H2. Finalement,f̂r.0,γ

.
0
(x)=

1
nhdn(r

.
0)

∑n
i=1K(r.0)

(
x−Xiδh(r

.
0,γ

.
0 )

hn(r
.
0)

) avechn(r
.
0) = c( lnn

n
)1/(2r

.
0+d), δh(r.0, γ

.
0 ) comme dans (6) etK(r.0)

satisfaisant à

C(r.0)

K .

Théorème 4.1. SousH1 etH2, si κn =O( lnn

(ln lnn)1+ε ), ε > 0, on obtient pour touta > 2,

lim sup
n→∞

(
n

lnn

)r0/(2r0+d)∣∣f̂r.0,γ .
0
(x)− f (x)

∣∣ � (a + 1)C1 + ζ p.s.

Les démonstrations de ces résultats figurent dans [2] et font appel à des techniques classiques liées à l’e
adaptative et au temps continu. Le cas où la trajectoire est observée globalement est traité dans [1].
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