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Résumé

La vitesse d'estimation de la densité en temps continu dépend de la nature des trajectoires observées : plus celles-ci sor
«irrégulieres », plus les vitesses de convergence sont bonnes. Dans cet esprit, nous donnons une vitesse de convergence pres
slre de I'estimateur & noyau de la densité dans le cas ou les données sont délivrées sous une forme discrétisée. Le comportem
de I'estimateur dépend de deux paramétreg, ) liés respectivement & la régularité de la densité estimée et & celle de la
trajectoire. Nous proposons un estimateur adaptatif relativemgnagnsi qu’un estimateur doublement adaptatif (par rapport
arg et yp). On établit ainsi que la vitesse de convergence obtenue dans #g, ggsconnus est atteinte par ces estimateurs.
Pour citer cet article: D. Blanke, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Adaptive estimation of density with sampled observations. In continuous time, rates of convergence for nonparametric
density estimators depend on the nature of sample paths: roughly speaking, the more ‘irregular’ the paths are, the better th
rates are. In this framework, we give the pointwise rate of convergence of the kernel density estimator in the case of sampled
observations. Behaviour of the estimator depends on two coeffigignis respectively linked with regularity of density and
regularity of sample paths. We propose an adaptive estimator relatively &8 well as a doubly adaptive estimator (with
respect tog andyyg). It is shown that the rate of convergence obtained in the case of knfwg is achieved by such adaptive
estimatorsTo citethisarticle: D. Blanke, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).

O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit {X;, r € R} un processus a temps continu mesurable, & valeursRfans! que lesX, ont une densité
communef. L'estimation def quand le processus est observé[@uf'], avecT — oo, est I'objet de nombreux
résultats, voir par exemple [5] et les références incluses. Dans cette Note, nous étudions le comportement presqt
sOr de I'estimateur & noyau construit suobservations discrétisées issues de la trajectoire du processus. Plus
précisément, on suppose que les observations sont fréquentes et sur une longuésgluree X,,5, avecs, tel que
8, — 0 etnd, — +o0. Clairement plus les trajectoires sont régulieres, plus les variables succesgivEs;, , . . .
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sont localement corrélées : ceci induit un choix du pas de témpkis grand que si les trajectoires sont de nature
plus irréguliéres. Ainsi la durée totale d’observatidp sera fonction de la nature des trajectoires.

Dans une premiére partie, nous commencons par donner le comportement de I'estimateupdastsigpposé
connu : nous donnons les seuils minimaykp) tels que pour tous le%;, : 8, > 8, (yo), I'estimateur a une vitesse
similaire au cas i.i.d. Pouyg inconnu, nous construisons un estimateur adaptatif atteignant la méme vitesse de
convergence. Finalement, il est bien connu que les estimateurs dépendent également d'un pagafi©tae,
la régularité de la densité. Dans une derniére partie, nous étudions et donnons les propriétés d’'un estimateu
doublement adaptatifq et yo inconnus).

2. Estimation avec paramétres connus

e . N . ~ —X; N - ~
Nous utilisons un estimateur a noyau classiqug(x) = nh%, Z?ZlK("h—’””) ou h, représente la fenétre :
n n

h, — 0,nh? — oo et K est un noyau usuel & support compBAcDans la suite, nous supposons que pogtr, la
densité jointefx, x,) de (Xs, X,) existe et on notg, la fonctiong, = f(x,.x,) — f ® f, u > 0. Les hypothéses
portant sur le processyX;, t € R} sont les suivantes :

Hypothéses 1 (H1).

(i) f estbornée efx, x,) = f(xo x,_,) POUrt >s;
(i) {X,, t € R} est un processus fortement mélangeant de coeffiaigrivoir e.g.[10]) tel qued0 < p < 1,
oo > 0:Vu €10, +oo[, ax(u) < agp“;
(i) Jug > 0 :Vu € [ug, +oo[, llgulloo < 7 (), pour une fonctionr (1) bornée et décroissante a I'infini telle que
futoon(u) du < 400, u1>0;
(iv) 3y €10, 400l : fixg x.) (¥ 2) < M(y,2)u", (v,z,u) € V2x 10, uo[ avecM(-, -) continue en(x, x) et Vy
représentant un voisinage de

Les conditions H1(i)—(iii) sont classiques en estimation non paramétrique. La condition H1(iv) est typique du
temps continu : elle est reliée a la nature des trajectoires et a la dimehddms commentaires et des exemples
précis de processus satisfaisant & ces hypothéses peuvent se trouver dans [1-6], [9] et [12]. Notamment le ce
y0 < 1 correspond au cas suroptimal, voir par exemple [8,6] et leqgasl intervient surtout pour des dimensions
d > 1. Pour I'étude du biais, les hypothéses habituellessetr K sont nécessaires : poue= 1, on note

o /u‘;l...ugdK(u)dulduz... dug =0, /|u1|ﬂ1...|ud|ﬂd||u|||1<(u)|du1... duy < +00,
Ck E E
Voj:a1+--+og=k,k=1,....,r =1, VB:B1+---+Ba=r
et
f posséder — 1) dérivées partielles continueg” existe et
c® A f 9t f N ) )
f 1 jd(x)_ 1 ]d(y) <£||x—)’|| ) Jl+"'+]d:ra (Z,)\.)E]O,‘i‘OO[X[O,l]
Oxy...0xy dy; ...0yy

(ro)

Hypotheses 2 (H2). f satisfait a la conditiorcf

; K satisfait & la conditiorc (”.

Nous avons alors le
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Théoréme 2.1. (a) SousH1(i)—(iii) etH2, sis, =8 > 0 eth, = c (N2)1/@o+d ¢ > 0, alors

. n ro/(2ro+d) R
Ilmsup<|—> |fn(x) — f(x)| <Ci1 ps. Q)
n—+oo \INnN
avec
C1= 25212 fY2(x) || K |12+ ¢ |bry (1) e

eth,,(x) est le terme de biais classique, fonction (&) et K .
(b) Sirg > m et si de plus la conditior1(iv) est satisfaite, alors pour todf, — O tel ques, /s;: (yo0) —

oo, le résultat(1) reste vrai en ayant posépour yp < 1 : 8%(y0) = d1 h?, pouryo =1 : 8} (yo) = d2h? In(1/ hy,),
pouryg>1 :8%(y0) = dghﬁ/yo avecd; > 0,i =1, 2, 3 constantes quelconques.

Les vitesses pour I'échantillonnage a pas fixe (Théoréme 2.1(a)) sont similaires au cas i.i.d. Pour la partie (b),
on voit ques, est une fonction croissante gg : le casyp < 1 (cas suroptimal) apparait déja dans [6], et I'erreur
quadratique est traitée par [4]. Notons également que la valeur des congfgimesrvenant dans le seuif (yo))
ne joue pas de role dans le comportement asymptotique de I'estimateur (de part la cépgfiopn) — 00).

3. Estimation adaptative: ro connu, yg inconnu

Nous utilisons ici une méthodologie similaire a celle initiée dans [11] mais dans un contexte différef}, Soit
la grille dénotant les valeurs testées poyit

Fnz{%, )/l,n, VZ,n,---,VNn,n, )/oo} (3)

avecyo, =7 0<% <1, yin=1, ¥jt1n — Vjn = Tjn» j = L..., N, — 1, ety représentant le cas de
I'échantillonnage a pas fixe. L'estimateur gg g, := 4, est défini par

. n ro/(2ro+d) . R
Vékzmln{ylern: VVZEan 7/227/15 (W) |fro,y2(x)_fro,y1(x)| gﬂ}, (4)
ou 7 est une constante strictement positive et
2 1 ¢ x = Xigy(ry)
=—) K| ——), 5
Fry () nhg(r)g (r)( ) ) )
OU A, (r) = c(M)V/@r+d) g satisfaitC\!’ ets;(r, y) vérifie
siy <1: &,(r,y) =dihi(r), siy=1: Sn(r,y) =d2hd(r)In(1/ hn(r)), ©)
. d .
siy>1: &u(ny)=dshy/ (. Siy=ye: S(ry) =3
—th<ro,y5‘)

A X
L'estimateur adaptatif pouf est finalement donné ek, g (x) = nhd—l(ro) g Koo (— e )

Nous obtenons ainsi la méme vitesse de convergence que dans le cas non adaptatif :

Théoréme3.1. SiH1 etH2 sont satisfaites alordim sup, _, ., (;&-)"/ (2ot |f,07yg (x)— f(x)| <n+Cy1p.s.avec
C1, n donnés paf2), (4).
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4. Estimation double adaptative: rg et yg inconnus

L'estimation adaptative relativement a la régularité de la densgjjé&ét maintenant un probléme classique, voir
par exemple [7] (cas i.i.d.) et [9] (estimateur par projection). Ici la difficulté réside dans le fait que deux paramétres
(de nature différentes) sont inconnus : on introduit donc une nouvelle grjlleorrespondant aux valeurs testées
pourrg: A, ={1,2,...,k,} etl'estimation suit avec

n r2/(2ra+d)
Inn
n >ra/(2r6+d)

y6=min{yle IhiVy2ely, y22 1, (W

ro= maX{rl €Ay Vrae Ay, r2<r1, ( | Frayoo () = fro e (0] < ﬁa(rz)},

| Frgra ) = frs 0] < c}

ou Iy, f(m,) sont définis par (3), (5% est une constante strictement positive;gtr) représente un estimateur
préliminaire pouuCi, a > 0, dont la consistance s’établit grace aux hypothéses H1 et H2. Final@f;rggjg'(,x) =

1 = Xis, i) Inn~\1/(2rk+d x o * iofai N
oD i K<’6)(T5C)]O) avech, (ry) = ()Y @otd 5, (r&, y&) comme dans (6) K ) satisfaisant a

(rp)
cr?.

Théoréme 4.1. SousH1 etH2, sik, = O(ml'n”in")m), & > 0, on obtient pour tout > 2,

n—o00

ro/(2ro+d) .
lim sup(—) | frx ye () = f(O)| < (@+ DC1+¢ p.s.
Inn 0°70

Les démonstrations de ces résultats figurent dans [2] et font appel a des techniques classiques liées a I'estimatic
adaptative et au temps continu. Le cas ou la trajectoire est observée globalement est traité dans [1].
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