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Résumé

On étudie des équations de Klein–Gordon sur deux demi-axes de longueur infinie avec des relations de dispersion d
Le coefficient de réflexion au point de connexion dépend de la fréquence. On encadre la part du flot d’énergie réfléch
la bande de fréquence initiale est suffisamment étroite. La réflexion est retardée pour les basses fréquences et notre
du retard concorde avec les expériences récentes de Haibel et Nimtz (Ann. Physik (Leipzig) 10 (2001) 707–712). Les
sont généralisables à un réseau en forme d’étoile àn branches (n > 2). Pour citer cet article : F. Ali Mehmeti, V. Régnier, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Retarded reflection of dispersive wave packets in a star-shaped network.We study Klein–Gordon equations on tw
half-axes with different dispersion relations. The reflection coefficient at the connecting point depends on the freque
obtain lower and upper bounds of the reflected part of the energy flow when the frequency band involved in the initial
sufficiently narrow. The reflection is delayed for low frequency wave packets and our expression of the delay is in acc
with the recent experiments of Haibel and Nimtz (Ann. Physik (Leipzig) 10 (2001) 707–712). The results are generaliz
case of a star-shaped network withn branches (n > 2). To cite this article: F. Ali Mehmeti, V. Régnier, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Considéronsn branches (n ∈ N − {0;1}) de longueur infinie reliées en un point. L’objectif de cette note
l’étude de la réflexion en ce noeud du flot d’énergie de paquets d’ondes dispersives en fonction de leur b
fréquence. Pourk ∈ {1, . . . , n}, Ωk désigne(0;+∞), I un intervalle deR+∗, an > an−1 > · · ·> a1 > 0 etc > 0.
Le problème noté(P ) consiste à chercheru= (u1, . . . , un) où, pourk ∈ {1, . . . , n}, uk : I ×Ωk → R est tel que

Adresses e-mail :alimehme@univ-valenciennes.fr (F. Ali Mehmeti), virginie.regnier@univ-valenciennes.fr (V. Régnier).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.09.026
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(Ek) : ∂2uk

∂t2
(t, x)− c2∂

2uk

∂x2 (t, x)+ akuk(t, x)= 0, ∀(t, x) ∈ I ×Ωk ;
(T0) : ui(t,0)= uj (t,0), ∀t ∈ I, ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2 ;

(T1) :
n∑

k=1

∂uk

∂x
(t,0+)= 0, ∀t ∈ I ;

(IC1) : uk(0, ·)= ϕk ; (IC2) : ∂uk
∂t

(0, ·)= 0

avecϕk :R → R pour k ∈ {1, . . . , n}. Le modèle décrit un réseau de lignes de transmission sin est un entier
supérieur à 2. Ali Mehmeti a étudié ce problème dans [1]. Il y donne les définitions de base et le cadre
de (P ). Voir également [2] pour des résultats récents concernant les équations aux dérivées partielles
multistructures. Dans le cas particuliern = 2, le modèle décrit aussi une particule relativiste dans un es
unidimensionnel avec une marche de potentiel de hauteur(a2 − a1). Des résultats asymptotiques en temps p
cette situation particulière ont été calculés dans [1] à partir de la représentation spectrale de la solu
fonctions propres généralisées qui interviennent ont été trouvées indépendamment par Croc et Dermen
une étude de milieux stratifiés bidimensionnels [3]. Pour des expériences physiques récentes, voir [5].

2. Notion de flot d’énergie

Définition 2.1. On définitD(A) = {v ∈ ∏n
k=1H

2(Ωk) ; v satisfait (T0), (T1)}, A l’opérateur spatial défini su

D(A) par Av := (−c2 d2vk
dx2 + akvk)k=1,...,n. Si u est la solution du problème(P ) telle que t �→ u(t, ·) est

dansC2(R+,
∏n

k=1L
2(Ωk)) ∩ C1(R+,D(A1/2)) ∩ C0(R+,D(A)) alors le flot d’énergie correspondant àuk,

en (t, x) ∈ R
+ × Ωk , est défini par :jk(t, x) := c2uk,t (t, x)uk,x(t, x) et la densité d’énergie par :ρk(t, x) :=

1
2(c

2(uk,x)
2(t, x)+ aku

2
k(t, x)+ (uk,t )

2(t, x)).

Il est connu queA est autoadjoint et queD(A1/2) = {v ∈∏n
k=1H

1(Ωk) ; v satisfait(T0)}. Une équation de
continuité relie flot et densité d’énergie : le taux d’accroissement de l’énergie dans un domaine est éga
entrant (le signe du flot d’énergie indiquant son sens de propagation).

3. Coefficient de réflexion et bande de fréquence

On considère maintenant(P ) avecn = 2, I = (0;+∞), a2 > a1 > 0,O1 = (−∞;0), O2 = Ω2 = (0;+∞) et
ϕ1 ≡ R(f |O1), ϕ2 ≡ f |O2 oùf :R → R etR est l’opérateur de réflexion défini parRf (x)= f (−x), pourx ∈ R.
On considèreu1 définie surO1. Appelons(KG) ce problème.

Définition 3.1.Soientw1 � √
a1 et 0< ε < 2(w1−√

a1 ) tous deux fixés. On appelleJ = (w1 −ε/2;w1+ε/2) et

on définit le coefficient de réflexionCR surR parCR(w) := K1(w
2)−K2(w

2)

K1(w
2)+K2(w

2)
où, pourj ∈ {1;2} Kj(λ) := i

√
λ−aj

c2

si λ� aj ,
√

aj−λ

c2 sinon.

Notons pourw dans (
√
a1;√

a2 ), φ(w) := arg(CR(w)). On appelleγ (w) et δ(w) les parties réelle e

imaginaire de e
i(φ(w)− w

w1
φ(w1)) et on définitG : {f/(R(f |O1), f |O2) ∈ ∏2

k=1L
2(Ωk)} × J → R parG(f,w) :=

γ (w)+ δ(w){∫ 0
−∞ f (u)cos(ξ1(w

2)u)du}/{∫ 0
−∞ f (u)sin(ξ1(w

2)u)du} où ξj (λ)= |Kj(λ)| pourλ ∈ R.

Une fonctionf a pour bande de fréquenceJ si (R(f |O1), f |O2) ∈ ∏2
k=1L

2(Ωk) et si, pourj ∈ {1;2}, le
support de(V (R(f |O1), f |O2))j est contenu dans[(w1 − ε/2)2; (w1 + ε/2)2], oùV est défini dans [1] et rappe
ci-dessous.

Rappelons que le spectre de l’opérateur spatialA est(a1;+∞) (cf. [1]) et que ses fonctions propres généralis
sontE1

λ etE2
λ où, pourλ ∈ (a1;+∞)
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E1
λ :=

{
(cos(ξ1(λ)·)+ ξ2(λ)

ξ1(λ)
sin(ξ1(λ)·), e−ξ2(λ)·) si λ ∈ (a1;a2),

(cos(ξ1(λ)·),cos(ξ2(λ)·)) si λ ∈ (a2;+∞),

E2
λ :=

(−sin(ξ1(λ)·)
ξ1(λ)

,
sin(ξ2(λ)·)

ξ2(λ)

)
si λ ∈ (a2;+∞).

L’opérateurV est défini comme suit : pourj = 1;2 etλ ∈ (a2;+∞) ou pourj = 1 etλ ∈ (a1;a2), (Vf )j (λ) :=∑2
k=1

∫
Ωk

fk(u)E
j
λ(u)du où f = (f1, f2) ∈ ∏2

k=1L
2(Ωk). V est donc la projection sur les fonctions prop

généralisées(Ek
λ)k∈{1;2}. Il joue le rôle habituel de la transformée de Fourier.

4. Répartition du flot d’énergie

Proposition 4.1.Si (R(f |O1), f |O2) ∈ D(A), le problème(KG) a une unique solutionu telle quet �→ u(t, ·) =
(Ru1(t, ·), u2(t, ·)) est dansC2(R+,

∏n
k=1L

2(Ωk))∩C1(R+,D(A1/2))∩C0(R+,D(A)).

Si, de plus,f a pour bande de fréquenceJ , alors la solution est donnée surOk par uk = u0
k + uRk + u

j,T
k où

(k, j) ∈ {1;2}2, j �= k et oùu0
k , u

R
k et uj,Tk sont les termes originel, réfléchi et transmis(provenant de laj -ième

branche) de la solution du problème(KG). Pour(t, x) ∈ R
+ ×O1 :

u0
1(t, x)= 1

2πc2

∫
J

cos(wt)�
(

2w

K1(w2)

( 0∫
−∞

f (u)eK1(w
2)(u−x) du

))
dw,

uR1 (t, x)= 1

2πc2

∫
J

cos(wt)�
(
K1(w

2)−K2(w
2)

K1(w2)+K2(w2)

2w

K1(w2)

( 0∫
−∞

f (u)eK1(w
2)(u+x)du

))
dw,

u
2,T
1 (t, x)= 1

2πc2

∫
J

cos(wt)�
(

2K1(w
2)

K1(w2)+K2(w2)

2w

K1(w2)

( +∞∫
0

f (u)e−K2(w
2)u+K1(w

2)x du

))
dw.

Des termes d’énergie positive et négative peuvent être isolés dansu0
1 etuR1 qui sont notésu0,+

1 , u0,−
1 etuR,+1 , uR,−1

respectivement, où :

u
R,+
1 (t, x)= 1

2πc2
�
(∫

J

e−iwt K1(w
2)−K2(w

2)

K1(w2)+K2(w2)

w

K1(w2)

( 0∫
−∞

f (u)eK1(w
2)(u+x) du

)
dw

)
,

u
0,+
1 (t, x)= 1

2πc2�
(∫

J

e−iwt w

K1(w2)

( 0∫
−∞

f (u)eK1(w
2)(u−x)du

)
dw

)
,

u
R,−
1 (t, x)= 1

2πc2
�
(∫

J

eiwt K1(w
2)−K2(w

2)

K1(w2)+K2(w2)

w

K1(w2)

( 0∫
−∞

f (u)eK1(w
2)(u+x) du

)
dw

)
,

u
0,−
1 (t, x)= 1

2πc2�
(∫

J

eiwt w

K1(w2)

( 0∫
−∞

f (u)eK1(w
2)(u−x) du

)
dw

)
.

Par analogie, on définitu0
2, uR2 et u1,T

2 . Les flots d’énergie originel (associé àu0
1) et réfléchi (associé àuR1 ) seront

notésj0
1 et jR1 . Remarquons que le flotj1 n’est pas la somme des flots originel, réfléchi et transmis mais le t

additionnel est proportionnel à la largeurε de la bande de fréquence qui est supposée par la suite suffisam
petite. Les flots d’énergie correspondant àu

0,+
1 , u0,−

1 etuR,+1 , uR,−1 seront notésj0,+
1 , j0,−

1 , jR,+1 et jR,−1 .
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La répartition du flot d’énergie est la suivante :

Théorème 4.2.Etant donné(t,w1, ε) ∈ R
+ ×[√a1;+∞)×(0;2(w1−√

a1 )), on suppose quef :R → R, donnée
initiale du problème(KG), vérifie les deux conditions suivantes:

(1) f a pour bande de fréquenceJ = (w1 − ε/2;w1 + ε/2).
(2) ε est tel que les fonctionsw �→ cos(wt), w �→ sin(wt), Tsf :w �→ ∫ 0

−∞ f (u)sin(ξ1(w
2)u)du et, siJ est

inclus dans(
√
a2;+∞), Tcf :w �→ ∫ 0

−∞ f (u)cos(ξ1(w
2)u)du sont de signe constant et ne s’annulent pas suJ .

SiJ ⊂ (
√
a1;√

a2 ), il est aussi tel queTsf etTcf sont des fonctions continues surJ .

Conclusion.(1) (R(f |O1), f |O2) ∈D(A).
(2) Si J ⊂ (

√
a2;+∞), alorsCR(w1) est réel,j0

1(t,0
−) �= 0 pour t > 0 et jR1 (t,0

−)/j0
1(t,0

−) appartient à
[−(CR(w1 − ε/2))2;−(CR(w1 + ε/2))2].

(3) SiJ ⊂ (
√
a1;√

a2 ), CR(w1) est complexe. Le terme originel (resp. réfléchi) de la solution est la somm
termesu0,+

1 etu0,−
1 (resp.uR,+1 etuR,−1 ) donnés dans la Définition 3.

Alors j0,−
1 (0,0−) �= 0, j0,+

1 (0,0−) �= 0 et, siG(f,w)� 0, ∀w ∈ J , les deux quotientsjR,±1 (±φ(w1)/w1,0−)/
j

0,±
1 (0,0−) appartiennent à[−maxw∈J G2(f,w);−minw∈J G2(f,w)].

(Notons queG(f,w1)= 1 et quew �→G(f,w) est continue surJ .)

La théorie spectrale de l’opérateur spatialA (cf. [1]) est utilisée pour obtenir une expression pour la solution
(KG). L’idée du choix de la base propre vient d’un article de Deutch et Low (cf. [4]). On a ensuite recours
formule de la moyenne pour extraire le coefficient de réflexion des intégrales qui apparaissent dans le flot d
Dans le cas des paquets d’ondes à basses fréquences, on peut dire, en mécanique quantique, qu’une
particules parvient à franchir la barrière malgré une énergie insuffisante : c’est l’effet de tunnel. L’interactio
la particule et la marche de potentiel la maintient pendant un moment au voisinage de zéro avant qu’ell
réfléchie, d’où le retardφ(w1)/w1, fonction décroissante de la fréquencew1. Ali Mehmeti avait déjà conjectur
ce phénomène de retard dans la réflexion dans [1], Section 1.6.20. A noter le phénomène d’inversion d
qui rend le retard négatif pouru−

1 . En fait ce terme d’énergie négative décrivant une particule qui se propa
remontant le temps doit être interprété comme un terme d’énergie positive correspondant à une antiparti
conditions suffisantes pour les hypothèses du théorème sur la donnée initialef peuvent être données.

Exemple numérique.On choisitc = a1 = 1, a2 = 7, t = 0,w1 = 1,9, ε = 0,001 :(
V
(
R(f |O1), f |O2

))
1(λ)=

{
(6π/(λ− 1))(

√
λ− 1−√

(w1 − ε/2)2 − 1) si
√
λ ∈ J ,

0 sinon.
Alors f ainsi choisie vérifie les hypothèses du théorème. La part du flot d’énergie réfléchi appar
[0,998602;1,00218] avec un retard de 0,89535, i.e. la réflexion est retardée mais presque totale.

Remark 1. Si n > 2,CR devientCk
R(w) := (Kk(w

2)−∑
j �=k Kj (w

2))/(
∑n

j=1Kj (w
2)) (coefficient de réflexion

sur la k-ième branche) et le coefficient de transmission de lal-ième branche vers lak-ième s’écrit (l �= k) :
Tl,k(w) = 2Kk(w

2)/(
∑n

j=1Kj(w
2)) où (l, k) ∈ {1 · · ·n}2, w ∈ R.
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