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Résumé

Nous démontrons qu’il n’y a pas d’immersion Levi-plate de classeC1 d’un feuilletage par surfaces de Riemann de classeC1

d’une variété compacte de dimension 3 dans le plan projectif complexe, si le feuilletage possède un courant harmoni
lument continu par rapport à la mesure de Lebesgue, avec une densité bornée supérieurement et inférieurement. C
d’un résultat de rigidité pour les immersions Levi-plates d’un feuilletage ayant la même régularité, à valeurs dans un
complexe de courbure de Ricci positive ou nulle.Pour citer cet article : B. Deroin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Levi-flat hypersurfaces immerged in complex surfaces of positive curvature.We prove that there is no Levi-flat imme
sion of classC1 of a Riemann surface foliation of classC1 of a 3-dimensional compact manifold in the complex projec
plane, if the foliation carries a harmonic current which is absolutely continuous with respect to Lebesgue measure
density bounded from above and below. This comes as a corollary of a rigidity result for Levi-flat immersions of clasC1 of
Riemann surface foliations having this regularity into complex surfaces of non negative Ricci curvature.To cite this article:
B. Deroin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Une hypersurface réelle d’une surface complexe est diteLevi-plate si elle est feuilletée par des courb
holomorphes. Récemment, Siu [10] et Cao, Shaw, Wang [4] ont démontré qu’il n’y a pas d’hypersurface Le
compacte de classeC8 etC2+α respectivement dans le plan projectif complexe. Dans cette Note, nous mo
que, sous une hypothèse additionnelle de régularité, il n’y a pas non plus d’immersion Levi-plate. Par ailleu
donnons un résultat de rigidité pour les immersions Levi-plates à valeurs dans une surface complexe de
de Ricci positive ou nulle. La régularité dont nous avons besoin est de nature globale et provient de la dy
du feuilletage par surfaces de Riemann.

Adresse e-mail :bderoin@umpa.ens-lyon.fr (B. Deroin).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.09.016
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Il est bien connu, depuis les travaux [2] et [9], qu’une lamination compacte minimale par courbes holom
du plan projectif n’a pas de cycle feuilleté, sauf si c’est une courbe compacte. Cependant, beaucoup de lam
abstraites n’ont pas de cycle feuilleté non plus. En général Garnett [7] a démontré l’existence d’uncourant harmo-
niquesur tout feuilletage par surfaces de Riemann. Un courant harmonique est un opérateur linéaire sur
des 2-formes lisses le long des feuilles, strictement positif et∂̄∂-fermé. Une démonstration simple de l’existen
d’un courant harmonique se trouve dans [3] et [8]. Notre hypothèse de régularité est l’existence d’un cou
moniqueabsolument continu par rapport à la mesure de Lebesgue, avec une densité bornée supérieur
inférieurement par des constantes strictement positives. Un tel courant sera dit AC pour alléger l’exposé.

Théorème 1.1. Soit S une surface complexe ayant une métrique hermitienne de courbure de Ricci posi
nulleΩ , et (M,F) un feuilletage par surfaces de Riemann de classeC1 d’une variété compacte de dimension3.
Si F possède un courant harmonique AC alors pour toute immersionπ :M → S de classeC1 et holomorphe le
long des feuilles nous avonsπ∗Ω = 0, ou bienF possède un cycle feuilletéC etπ∗Ω = 0 sur le support deC, ou
bien c’est queF est un quotient du feuilletage horizontal deCP 1 × S1.

La métrique de Fubini-study sur le plan projectif complexe est à courbure de Ricci strictement positive
nous donne le corollaire suivant.

Corollaire 1.2. Sous les mêmes hypothèses que dans le Théorème1.1, il n’y a pas d’immersion dans le pla
projectif complexe de classeC1, holomorphe le long des feuilles.

2. Idée de démonstration

Un feuilletage par surfaces de Riemannde classeC1 est un couple(M,F), oùM est une variété compacte d
classeC1 et oùF est un atlas complet de difféomorphismesϕ :U → D × I de classeC1 définis sur des ouvert
U recouvrantM et à valeurs dans le produit du disque unité par une boule, en sorte que les changements
préservent la fibration locale par disques, et soient holomorphes le long des fibres. Les notions classique
dispose pour les surfaces de Riemann s’étendent naturellement au cas d’un feuilletage par surfaces de
en considérant le faisceauO des fonctions qui sont continues et holomorphes le long des feuilles. Par exem
fibré en droites holomorphe est un élément du groupeH 1(M,O∗).

Soit (M,F) un feuilletage par surfaces de Riemann de classeC1 d’une variété de dimension 3. Le fibré norm
à F dansM est un fibré réel de rang 1, et la différentielle de l’holonomie le munit d’une connexion pla
long des feuilles, appeléeconnexion de Bott. Cette connexion s’étend naturellement à son complexifiéN et lui
confère une structure de fibré en droites holomorphe, une section locale étant considérée comme holomor
diffère d’une section plate par multiplication par une fonction deO. Le lemme suivant montre que le fibré norm
NF ,S aux feuilles d’une immersionπ :M → S de classeC1 et holomorphe le long des feuilles est complètem
déterminé par la dynamique deF , et ne dépend ni deπ ni deS.

Lemme 2.1. Soit (M,F) un feuilletage par surfaces de Riemann de classeC1 d’une variété de dimension3 et
π :M → S une immersion de classeC1 et holomorphe le long des feuilles. Alorsdπ induit un isomorphisme d
fibré en droites holomorpheN �NF ,S .

Idée de démonstration.La différentielle dπ induit déjà un isomorphismeC∞ de fibré en droites complexes.
suffit donc de prouver qu’une section holomorphe locale deN est envoyée sur une section holomorphe deNF ,S .
Mais c’est simplement le fait qu’une limite de fonctions holomorphes est holomorphe.

Candel a étendu au cas feuilleté la notion declasse de Chernd’un fibré en droites holomorpheE → F contre
un courant harmoniqueC. A partir d’une métrique hermitienne| · | lisse surE, il définit
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où la courbure de| · | est la(1,1)-forme définie localement par
√−1

2 ∂̄∂ log|s|2, s étant une section holomorph
locale ne s’annulant pas (voir [8], p. 69). Nous nous concentrons sur laclasse normaled’un courant harmoniqueC,
définie par

n(C) := c1(N,C). (2)

Remarque 1. La classe normale d’un courant harmoniqueC a une interprétation en termes de la théorie
mouvement brownien le long des feuilles engendré parC. SoitΓ l’espace des chemins continusγ : [0,+∞[ →M

contenus dans une feuille deF et S le semi-groupe défini pourt � 0 parSt (γ )(s) = γ (t + s). A partir d’une
métrique conformeg et d’un courant harmoniqueC, Garnett [7] construit une mesureν surΓ invariante parS.
Considérons une métrique lisse| · | sur le fibré normal àF , et pour toutt définissons la fonctionnelleHt surΓ par

Ht(γ ) = − log
∣∣h′(γ (0))∣∣, (3)

oùh est l’holonomie d’une transversale passant parγ (0) vers une transversale passant parγ (t), définie en suivan
γ|[0,t ].

Proposition 2.2. Pour toutt � 0,
∫
Γ Ht dν = πn(C)t .

La classe normale mesure donc comment les feuilles deF convergent les unes vers les autres en moyenne.
ne démontrons pas cette proposition ici, car elle n’est pas essentielle pour la démonstration du théorème.

Notre lemme principal est 2.3, et relie la classe normale à l’action, introduite par Frankel dans [6]. Un coura
harmoniqueC se décompose dans une boîteD × I de la façon suivante [8] : il existe une mesureµ sur I et une
fonction positiveϕ ∈ L1(leb⊗µ) telle queϕ(·, t) est harmonique pourµ-presque toutt deI et

C(ω) =
∫
I

( ∫
D×t

ϕ(·, t)ω
)

dµ(t), (4)

pour toute 2-forme lisseω dont le support est contenu dansD × I . L’action deC est définie par

A(C) :=
∫
M

|d logϕ|2g dνg, (5)

où g est une métrique conforme lisse le long des feuilles et où la mesureνg est définie localement parνg =
ϕ dvg ⊗µ. Dans [6], Frankel démontre l’inégalité

A(C) � −πχ(C), (6)

pour tout courant harmonique sur une suspension au dessus d’une surface de Riemann compacte de genr
à deux, oùχ(C) = c1(TF ,C) est la caractéristique d’Euler deC.

Lemme 2.3. Soit (M,F) un feuilletage par surfaces de Riemann de classeC1 d’une variété compacte d
dimension3, etC un courant harmonique AC. Alorsn(C) = 1

π
A(C).

Admettons d’abord ce lemme et considérons une surface complexe de courbure de RicciΩ positive ou nulle et
une immersionπ :M → S de classeC1, holomorphe le long des feuilles. Supposons dans un premier temp
F possède une feuille sphérique ou parabolique. Dans ce cas le lemme d’Ahlfors [1] fournit un cycle feuC
et par une méthode analogue à celle de [2], pp. 196–197, on montre que la classe normale deC s’annule. Écrivons
alors la formule d’adjonction

KF =NF ,S ⊗KS, (7)
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et prenons les classes de Chern. D’après le Lemme 2.1, nous obtenons−χ(C) = c1(KS,C), et puisque la courbur
de Ricci est la courbure de−KS, χ(C) = 1

2π C(Ω). Si π∗Ω n’est pas nulle sur le support deC, alors c’est que
χ(C) > 0. Un théorème de Connes [5], p. 550, montre dans ce cas queF possède une feuille sphérique et
théorème découle du théorème de stabilité de Reeb.

Si aucune feuille n’est sphérique ou parabolique, nous pouvons étendre l’inégalité de Frankel (formule
vertu du Lemme 2.3 et de la formule d’adjonction (7) nous obtenons alorsC(Ω) � 0, ce qui démontre queπ∗Ω
est nulle sur le support deC. Le théorème est démontré.

Idée de démonstration du Lemme 2.3.La mesure transverseϕ⊗µ de la formule (4) peut être considérée com
une métrique singulière| · | surN avec une densitéL∞, pour la mesure de Lebesgue. Sa courbure est do
dans une boîteD × I par courbure(| · |) = √−1∂̄∂ logϕ, et puisqueϕ est harmonique, nous avons la formu√−1∂̄∂ logϕ = |d logϕ|2g dvg pour n’importe quelle métrique conformeg le long des feuilles. Il nous suffit don
de prouver la formule 1 pour les métriques singulières avec un poids dansL∞(νg). Mais on peut approximer dan
L1(νg) une telle métrique ainsi que ses dérivées à l’ordre 2 par des métriques lisses et le lemme est démo
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