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Résumé

Nous caractérisons les treillis vectoriels localement convexes solides séparés et complets(E, τ) vérifiant la condition
suivante : siS,T :E → E sont des opérateurs tels que 0� S � T et T précompact, alors l’opérateurS2 est précompact
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Abstract

On positive precompact operators. We characterize complete Hausdorff locally convex solid lattices(E, τ) satisfying the
following property: for all operatorsS,T :E → E such that 0� S � T andT precompact, the operatorS2 is precompact.To
cite this article: B. Aqzzouz, R. Nouira, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et résultat principal

SoientE, F des treillis de Banach etS, T des opérateurs définis deE dansF satisfaisant 0� S � T , l’opérateur
T étant compact. Dans [5], Dodds et Fremlin ont établi que si les normes deE′ et F sont continues pour l’ordre
alors l’opérateurS est compact, oùE′ est le dual topologique deE. Aussi, Aliprantis et Burkinshaw [2] ont montr
que siE = F et si la norme deE′ ou celle deE est continue pour l’ordre, l’opérateurS n’est pas compact en génér
alors queS2 l’est toujours. La réciproque de ce résultat a été étudié par Wickstead dans [7]. Plus précisé
montre que siE est un treillis de Banachσ -complet pour l’ordre,S et T deux opérateurs définis deE dans lui
même satisfaisant la condition suivante :

0� S � T etT compact ⇒ S2 est compact,

alors la norme deE ou celle deE′ est continue pour l’ordre.
Aussi, Wickstead a établi que le résultat ci-dessus n’est plus valable si le treillis de BanachE n’est pasσ -

complet pour l’ordre (cf. Exemple 2.3 de [7]).
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Dans cette Note, nous étendons le résultat de Wickstead aux treillis vectoriels localement convexe
séparés et complets(E, τ) et ce sans supposer que l’espaceE soit σ -complet pour l’ordre.

Avant d’énoncer le résultat principal de cette Note, nous rappelons ci-dessous quelques définitions d
aurons besoin dans la suite.

Un élément non nul d’un treillis vectorielE est dit discret si l’idéal d’ordre engendré paru coïncide avec le
sous-treillis vectoriel engendré paru. Le treillis vectorielE est dit discret, s’il admet un système disjoint comp
d’éléments discrets(ei)i∈I .

Un treillis vectorielE muni d’une topologie vectorielleτ est dit localement convexe et solide si 0 admet
système fondamental de voisinages convexes et solides.

Soit (E, τ) un treillis vectoriel localement convexe solide. La topologieτ est dite de Lebesgue (resp. p
Lebesgue) si pour toute suite généralisée(xα) telle quexα ↓ 0 (resp. pour toute suite(xn) telle que 0� xn ↑� x)

dansE, la suite(xα) converge vers 0 (resp. la suite(xn) est de Cauchy) pour la topologieτ.
Si E′ est le dual topologique deE, on note par|σ |(E,E′) (resp.β(E,E′)) la topologie faible absolue (res

la topologie forte) définie surE par la famille des semi-normes de treillis{Pf : f ∈ E′} (resp.{PA: A borné dans
(E′, |σ |(E′,E))}), où Pf (x) = |f |(|x|) (resp.PA(x) = sup{|f |(|x|): f ∈ A}). De la même manière, on défin
les topologies|σ |(E′,E) et β(E′,E) sur E′. Pour plus de détails sur les treillis vectoriels localement conv
solides, nous renvoyons le lecteur au livre d’Aliprantis et Burkinshaw [1].

Rappelons aussi qu’un opérateur linéaireT :E → F entre des espaces vectoriels localement convexes e
précompact si l’image de tout borné deE est précompacte dansF.

Nous énonçons maintenant le résultat principal de cette Note :

Théorème 1.1. Soit(E, τ) un treillis vectoriel localement convexe solide et complet. Alors les assertions suiv
sont équivalentes:

(1) Pour tous opérateursS etT deE dansE tels que0� S � T etT précompact, l’opérateurS2 est précompact
(2) L’une des conditions suivantes est vérifiée:

(a) La topologieτ est de Lebesgue.
(b) La topologieβ(E′,E) est pré-Lebesgue.
(c) L’espaceE′ est discret.

2. Méthodes de la démonstration du résultat principal

Les implications(a) ⇒ (1) et (b) ⇒ (1) du Théorème 1.1 ont été établies dans [4] (Corollaires 2.15 et 2.1
La preuve de(1) ⇒ (2) du Théorème 1.1 est basée essentiellement sur le Théorème 10.1 de [1], Théor

de [3], ainsi que le Corollaire 21.13 de [1].
La preuve de l’implication(c) ⇒ (1) du Théorème 1.1 est une conséquence du résultat plus général suiv

Théorème 2.1. Soient (E, τ), (F,�) et (G,υ) des treillis vectoriels localement convexes et solides. S
dual topologiqueF ′ est discret, alors quelque soient les opérateursS1, T1 :E → F et S2, T2 :F → G tels que
0 � Si � Ti etTi précompact,i = 1,2 l’opérateurS2 ◦ S1 est précompact.

La preuve de ce théorème est basée sur le Corollaire 21.13 de [1] et le lemme ci-dessous qui est une con
d’un théorème de Grothendieck ([6], Théorème 3).

Lemme 2.2. Soient(E, τ), (F,�) deux espaces vectoriels localement convexes etT :E → F un opérateur
linéaire.
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(1) L’opérateurT est précompact si, et seulement si,T est continu et pour toute partie équicontinueHde F ′,
T ′(H) est précompacte pour la topologieβ(E′,E) deE′.

(2) Pour toutx ∈ E+, T ([−x, x]) est précompacte pour la topologieτ deF si, et seulement si, pour toute part
équicontinueH deF ′, T ′(H) est précompacte pour la topologie|σ |(E′,E) deE′, oùE+ = {x ∈ E: 0 � x}.

Comme conséquence du Théorème 2.1, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 2.3. Soit (E, τ) un treillis vectoriel localement convexe solide. Si le dual topologiqueE′ est discret,
alors quelque soient les opérateursS,T :E → E tels que0 � S � T et T précompact, l’opérateurS2 est pré-
compact.

3. Exemples et conséquences

Nous commençons par établir un autre résultat donnant la précompacité de l’opérateurS2, résultat que nou
utiliserons aussi pour montrer que la condition de complétion topologique du treillis vectoriel localement c
et solide(E, τ) dans le Théorème 1.1 est nécessaire.

Théorème 3.1. Soit(E, τ) un treillis vectoriel localement convexe et solide dont le complétéÊ pour la topologie
faible absolue|σ |(E,E′) est discret, alors, quelque soient les opérateursS,T :E → E tels que0 � S � T et T
précompact, l’opérateurS2 est précompact.

La preuve de ce théorème est basée sur le Théorème 3.1 de [4].

Exemple 3.2 (Sur la nécessité de la complétion topologique dans le Théorème 1.1). Soit E1 (resp. E2) le
treillis vectoriel des fonctions continues sur[0,1], muni de la topologie engendrée par la famille des se
normes(Px) (resp. (Jx)), x ∈ [0,1], définies parPx(f ) = |f (x)| + ∫ 1

0 |f (t)|dt, pour tout f ∈ E1 (resp.
Jx(f ) = |f (x)| + sup{|f (an)|: n � 2} pour toutf ∈ E2, oùan = n−1

n
pour toutn � 2). Notons par̂E1 (resp.Ê2)

le complété deE1 (resp.E2) pour la topologie|σ |(E1,E
′
1) (resp.|σ |(E2,E

′
2)). Il est clair que les treillis vectoriel

E1, E2 et E′
1 ne sont pas discrets, alors que les treillis vectorielsÊ1 et Ê2 le sont et la topologie dêE2 n’est pas

pré-Lebesgue.
Le treillis vectorielE1⊕ E2 ⊕ l1 ne vérifie pas la propriété (2) du Théorème 1.1, mais son complété p

topologie faible absolue est discret. Il résulte du Théorème 3.1 que l’espaceE1⊕ E2 ⊕ l1 vérifie la propriété (1)
du Théorème 1.1.

Remarque 1. L’hypothèse du Théorème 3.1 et la propriété (2) du Théorème 1.1 sont indépendantes co
montrent les exemples suivants :

Exemple 3.3.

(1) Considérons le treillis vectorielc ⊕ l1 utilisé par Wickstead dans l’Exemple 2.3 de [7], oùc est le treillis de
Banach des suites réelles convergentes. Notons que le dual topologique de cet espace est discret,
complété pour la topologie faible absolue ne l’est pas, sinon l’espaceÊ1 ⊕ c ⊕ l1 vérifierait la propriété (2) du
Théorème 1.1, oùE1 est le treillis vectoriel de l’Exemple 3.2.

(2) Le complété de l’espaceE1⊕ E2 pour la topologie faible absolue est discret, alors que le dual topologiq
E1⊕ E2 ne l’est pas. De même la topologie deE1⊕ E2 et la topologie forte de son dual topologique ne s
pas pré-Lebesgue.
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Comme conséquences des théorèmes précédents, nous obtenons les résultats suivants :

Corollaire 3.4. Soit(E, τ) un treillis vectoriel localement convexe solide et complet. Si le complété deE pour la
topologie faible absolue|σ |(E,E′) est discret, alors la topologieτ est de Lebesgue.

Corollaire 3.5. Le dual topologique du treillis de Banachl∞ n’est pas discret.

Si le treillis vectoriel localement convexe solide complet(E, τ) estσ -complet pour l’ordre, i.e. toute part
dénombrable non vide majorée deE admet une borne supérieure, on a

Corollaire 3.6. Soit(E, τ) un treillis vectoriel localement convexe solide complet etσ -complet pour l’ordre. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) Quelque soit le treillis vectoriel localement convexe solide complet(F,�), et quelque soient les opérateu
S1, T1 :E → F et S2, T2 :F → E tels que0 � Si � Ti et Ti, i = 1,2, précompact, l’opérateurS2 ◦ S1 est
précompact.

(2) L’une des conditions suivantes est vérifiée:
(a) La topologieτ est de Lebesgue.
(a) La topologieβ(E′,E) est pré-Lebesgue.

La preuve du corollaire ci-dessus découle du Théorème 1.1 et de la proposition suivante :

Proposition 3.7. Soit (E, τ) un treillis vectoriel localement convexe solide complet etσ -complet pour l’ordre. S
le dual topologiqueE′ est discret, alors la topologieτ est de Lebesgue.

Enfin, nous retrouvons le résultat de Wickstead [7] dans le cadre des treillis vectoriels localement c
solides complets etσ -complets pour l’ordre.

Corollaire 3.8. Soit(E, τ) un treillis vectoriel localement convexe solide complet etσ -complet pour l’ordre. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) Quelque soient les opérateursS,T :E → E tels que0 � S � T et T précompact, l’opérateurS2 est
précompact.

(2) L’une des conditions suivantes est vérifiée:
(a) La topologieτ est de Lebesgue.
(b) La topologieβ(E′,E) est pré-Lebesgue.
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