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Résumé
Nous caractérisons les treillis vectoriels localement convexes solides séparés et comptetsérifiant la condition
suivante : siS, T: E — E sont des opérateurs tels que<QS < T et T précompact, alors I’opératem2 est précompact.
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Abstract

On positive precompact operators. We characterize complete Hausdorff locally convex solid lattigas) satisfying the
following property: for all operators, 7 : E — E such that 0< S < T andT precompact, the operat6¥ is precompactTo
citethisarticle: B. Aqzzouz, R. Nouira, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).

O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et résultat principal

SoientE, F des treillis de Banach &t T des opérateurs définis dedansF satisfaisant & S < T, 'opérateur
T étant compact. Dans [5], Dodds et Fremlin ont établi que si les normg$ deF sont continues pour I'ordre,
alors I'opérateuss est compact, o’ est le dual topologique dE. Aussi, Aliprantis et Burkinshaw [2] ont montré
gue siE = F etsilanorme d&’ ou celle deE est continue pour I'ordre, 'opératefim’est pas compact en général
alors ques? I'est toujours. La réciproque de ce résultat a été étudié par Wickstead dans [7]. Plus précisément, il
montre que s est un treillis de Banach-complet pour I'ordreS et T deux opérateurs définis de dans lui
méme satisfaisant la condition suivante :

0<SLTetT compact = 52 est compact

alors la norme dé ou celle deE’ est continue pour I'ordre.
Aussi, Wickstead a établi que le résultat ci-dessus n’est plus valable si le treillis de B&ndebt paso-
complet pour I'ordre (cf. Exemple 2.3 de [7]).
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Dans cette Note, nous étendons le résultat de Wickstead aux treillis vectoriels localement convexes solides
séparés et complet&, 7) et ce sans supposer que I'espatsoit o -complet pour I'ordre.

Avant d’énoncer le résultat principal de cette Note, nous rappelons ci-dessous quelques définitions dont nous
aurons besoin dans la suite.

Un élément non nul d’un treillis vectorief est dit discret si I'idéal d’ordre engendré pacoincide avec le
sous-treillis vectoriel engendré parLe treillis vectoriel E est dit discret, s'il admet un systéme disjoint complet
d’éléments discret&; )ic; .

Un treillis vectoriel E muni d’une topologie vectorielle est dit localement convexe et solide si 0 admet un
systeme fondamental de voisinages convexes et solides.

Soit (E, ) un treillis vectoriel localement convexe solide. La topologiest dite de Lebesgue (resp. pré-
Lebesgue) si pour toute suite généraliség telle quex, | 0 (resp. pour toute suitee,) telle que 0< x;, 1< x)
dansE, la suite(x,) converge vers 0O (resp. la suite,) est de Cauchy) pour la topologie

Si E’ est le dual topologique dE, on note pato|(E, E") (resp.8(E, E')) la topologie faible absolue (resp.
la topologie forte) définie suk par la famille des semi-normes de treilliB;: f € E'} (resp.{P4: A borné dans
(E',|o|(E', E))}), ot Pr(x) = | f|(lx]) (resp.Pa(x) =sud|fI(|x]): f € A}). De la méme maniéere, on définit
les topologieso |(E’, E) et B(E’, E) sur E’. Pour plus de détails sur les treillis vectoriels localement convexes
solides, nous renvoyons le lecteur au livre d’Aliprantis et Burkinshaw [1].

Rappelons aussi gu’un opérateur linédireE — F entre des espaces vectoriels localement convexes est dit
précompact si I'image de tout borné fleest précompacte dars

Nous énoncons maintenant le résultat principal de cette Note :

Théoréme 1.1. Soit(E, t) un treillis vectoriel localement convexe solide et complet. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes

(1) Pour tous opérateurS etT de E dansk tels qued < § < T etT précompact, 'opérateus? est précompact.
(2) L'une des conditions suivantes est vérifiée

(a) Latopologier est de Lebesgue.

(b) La topologieB(E’, E) est pré-Lebesgue.

(c) L'espaceE’ est discret.

2. Méthodes de la démonstration du résultat principal

Les implicationga) = (1) et(b) = (1) du Théoréme 1.1 ont été établies dans [4] (Corollaires 2.15 et 2.16).

La preuve dg1) = (2) du Théoréme 1.1 est basée essentiellement sur le Théoréme 10.1 de [1], Théoreme 23
de [3], ainsi que le Corollaire 21.13 de [1].

La preuve de I'implicatior{c) = (1) du Théoréme 1.1 est une conséquence du résultat plus général suivant :

Théoreme 2.1. Soient(E, 1), (F,3) et (G,v) des treillis vectoriels localement convexes et solides. Si le
dual topologiqueF’ est discret, alors quelque soient les opératesiysTi: E — F et Sy, T»: F — G tels que
0< S; < T; etT; précompact; = 1, 2 'opérateur S, o S1 est précompact.

La preuve de ce théoréme est basée sur le Corollaire 21.13 de [1] et le lemme ci-dessous qui est une conséquen
d'un théoreme de Grothendieck ([6], Théoreme 3).

Lemme 2.2. Soient(E, 1), (F,3) deux espaces vectoriels localement convexes:gf — F un opérateur
linéaire.
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(1) L'opérateurT est précompact si, et seulementBigst continu et pour toute partie équicontinbae F’,
T'(H) est précompacte pour la topologhE’, E) de E'.

(2) Pourtoutx € E*, T ([—x, x]) est précompacte pour la topologiede F si, et seulement si, pour toute partie
équicontinued de F’, T'(H) est précompacte pour la topolodie|(E’, E) deE’, oOUET ={x € E: 0< x}.

Comme conséquence du Théoréme 2.1, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 2.3. Soit (E, 7) un treillis vectoriel localement convexe solide. Si le dual topologifuest discret,
alors quelque soient les opérateuss7 : E — E tels que0 < § < T et T précompact, I'opérateus? est pré-
compact.

3. Exemples et conséquences

Nous commencons par établir un autre résultat donnant la précompacité de I'opéfateésultat que nous
utiliserons aussi pour montrer que la condition de complétion topologique du treillis vectoriel localement convexe
et solide(E, t) dans le Théoréme 1.1 est nécessaire.

Théoreme 3.1. Soit(E, 7) un treillis vectoriel localement convexe et solide dont le compifénbur la topologie
faible absoludo |(E, E’) est discret, alors, quelque soient les opérateiy® : E — E telsqueO< S < T et T
précompact, 'opérateus? est précompact.

La preuve de ce théoréme est basée sur le Théoréme 3.1 de [4].

Exemple 3.2 (Sur la nécessité de la complétion topologique dans le Théoréme Soit E1 (resp. E2) le
treillis vectoriel des fonctions continues si@, 1], muni de la topologie engendrée par la famille des semi-
normes (Py) (resp. (Jy)), x € [0, 1], définies parP,(f) = |f(x)| + follf(t)ldt pour toutf I (resp
Je(f) =1f ()| +sup]f(ay)|: n > 2} pourtoutf € Ez, OUa, = == pourtoutn > 2). Notons parEl (resp. Ez)
le complété de; (resp.E2) pour la topologido |(E1, E) (resp. |o|(E2, E%)). ll est clair que les treillis vectoriels
E1, E> et E] ne sont pas discrets, alors que les treillis vectodlet E> le sont et la topologie d&>, n'est pas
pré- Lebesgue

Le treillis vectoriel E1@ E» & I ne vérifie pas la propriété (2) du Théoréme 1.1, mais son complété pour la
topologie faible absolue est discret. Il résulte du Théoréme 3.1 que 'edhaed, @ I* vérifie la propriété (1)
du Théoréme 1.1.

Remarque 1. Lhypothése du Théoreme 3.1 et la propriété (2) du Théoréme 1.1 sont indépendantes comme le
montrent les exemples suivants :

Exemple 3.3.

(1) Considérons le treillis vectorield /1 utilisé par Wickstead dans 'Exemple 2.3 de [7], o@st le treillis de
Banach des suites réelles convergentes. Notons que le dual topolog|que de cet espace est discret, et que s
complété pour la topologie faible absolue ne I'est pas, sinon I esE@@c @ I1 vérifierait la propriété (2) du
Théoreme 1.1, ot est le treillis vectoriel de 'Exemple 3.2.

(2) Le complété de I'espace;® E> pour la topologie faible absolue est discret, alors que le dual topologique de
E1® E> ne I'est pas. De méme la topologie fled E> et la topologie forte de son dual topologique ne sont
pas pré-Lebesgue.
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Comme conséquences des théorémes précédents, nous obtenons les résultats suivants :

Corollaire 3.4. Soit(E, t) un treillis vectoriel localement convexe solide et complet. Sile compléeiepzur la
topologie faible absolugr |(E, E’) est discret, alors la topologie est de Lebesgue.

Corollaire 3.5. Le dual topologique du treillis de Banaéft n’est pas discret.

Si le treillis vectoriel localement convexe solide compl&t t) esto-complet pour I'ordre, i.e. toute partie
dénombrable non vide majorée leadmet une borne supérieure, on a

Corollaire3.6. Soit(E, ) un treillis vectoriel localement convexe solide complet-®omplet pour I'ordre. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes

(1) Quelque soit le treillis vectoriel localement convexe solide com#le®), et quelque soient les opérateurs
S1,T1:E— FetS, To:F— Etelsque0< S; <T; etT;, i =1,2, précompact, 'opérateus, o S; est
précompact.

(2) L'une des conditions suivantes est vérifiee
(a) Latopologier est de Lebesgue.

(a) LatopologieB(E’, E) est pré-Lebesgue.

La preuve du corollaire ci-dessus découle du Théoréme 1.1 et de la proposition suivante :

Proposition 3.7. Soit(E, t) un treillis vectoriel localement convexe solide complet etomplet pour 'ordre. Si
le dual topologiqueE’ est discret, alors la topologie est de Lebesgue.

Enfin, nous retrouvons le résultat de Wickstead [7] dans le cadre des treillis vectoriels localement convexes
solides complets et-complets pour l'ordre.

Corollaire3.8. Soit(E, t) un treillis vectoriel localement convexe solide complet-®omplet pour I'ordre. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes

(1) Quelque soient les opérateus T:E — E tels que0 < § < T et T précompact, 'opérateurs? est
précompact.

(2) L'une des conditions suivantes est vérifiee
(a) Latopologier est de Lebesgue.
(b) LatopologieB(E’, E) est pré-Lebesgue.
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