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Résumé

On donne ici des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité pour les surfaces a CSG. Ces résultats illustrent |
comportement atypique de la stabilité dans le cadre non kahlerien. On obtient des exemples non triviaux de stabilité/instabilité
pour toute métrique de Gauduchdtour citer cet article: L. Bruasse, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).

O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Stability problems and non-Kahler surfaces.The present Note produces a necessary and sufficient stability condition for
GSS surfaces. These results also illustrate the uncommon behaviour of stability in the non-Kéhler case. We give examples o
stability/instability for all Gauduchon’s metric$o citethisarticle: L. Bruasse, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
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Abridged English version

In this article, we are concerned with the stability of the tangent bundle of non-Kahler compact complex surfaces
and with the behaviour in deformation of this property. We focus on the compact complex surfaces of class VII.
They are defined by the topological property that their first Betti nurbbés equal to 1. Whelh, > 0, the only
known examples of such surfaces contain a global spherical shell (GSS). They have been studied by Dloussky
Kohler and Oeljeklaus [5-8]: their maximal divisor and their foliations have been studied in details, but their
behaviour in deformation is not yet well understood.

We first give an equivalent condition for the simplicity of the tangent bundle of a class VIl surface. In the GSS
case, a simple computation gives a complete list of surfaces fulfilling this property.

In Theorem 2.4, we give numerical criteria for the stability of the tangent bundle of all surfaces with a GSS.

Then, we study some particular Inoue—Hirzebruch surfaces deformations:

Proposition. Let S be a Inoue—Hirzebruch surface with(S) > 3. There exists a deformatiai§, 17, P1) of S by
surfaces with a GSS such that
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(1) S~ So;

(2) S is a Inoue—Hirzebruch surface and for alk£ 0, oo, S, satisfies:z(S,) =(3,2,...,2);

(3) There exists a non constant holomorphic functioi®? — P! which is a ramified covering and such that for
all u #0, 00, hO(Sy, Oy(—Dg) ® L) = 1.

Then, evelS or S has its tangent bundle instable for any Gauduchon metric.
This gives a partial answer to the question of stability of the tangent bundle of Inoue—Hirzebruch surfaces:

Corollary. For everyn € N*, there exist some Inoue—Hirzebruch surfaces Wwifts) = n whose tangent bundle is
instable for any Gauduchon metric.

Depuis les travaux de Gauduchon [9,10], on sait généraliser la notion de stabilité d’un fibré holomorphe au cas
des variétés non kahleriennes. On peut également définir en toute généralité la filtration de Harder—Narasimha
d'un tel fibré ([1,3] et [2]). Mais dans le cas non kahlerien, le comportement en famille de ces deux notions est trés
complexe et encore mal connu.

Nous nous intéressons ici aux surfaces complexes compactes non kéhleriennes de la classe VIl (caractérisé
par la propriété topologique que leur premier nombre de Bett= 1) et plus précisément a leur représentant
minimal (classe VIp). Dans le cas oé, > 0, les seuls exemples connus de telles surfaces sont construits a partir
d’'une suite d’éclatements de la boule unité et contiennent une coquille sphérique globale (CSG). Leur étude a ét
menée radicalement par Dloussky, Kohler, Oeljeklaus [5—8] : on connait les configurations des courbes et de leur:
feuilletages. Par contre, leur comportement en déformation reste encore mal connu. L'étude de la stabilité du fibré
tangent (cf. Section 2) est liée a ce comportement en famille des diviseurs.

Les surfaces a CSG sont classées en trois types a I'aide d’un invariant, la(acef. [5]) et de la forme de
leur diviseur maximal (réunion de toutes les courbes compactes de la surface) :

e Les surfaces de trace non nulle (qui contiennent un diviseur plat);
e Les surfaces de trace nulle qui sont de deux types :
— «de type intermédiaire » si leur diviseur maximal est un cycle de courbes rationnelles avec des arbres;
— «de type Inoue—Hirzebruch » (en abrégé I-H) si leur diviseur maximal est constitué d’un ou de deux cycles
de courbes rationnelles.

1. Simplicité, surfaces de la classe Vil et surfaces a CSG

Soit S une surface complexe compacte de la classg &lléch, > 0. On notera® son fibré tangent &€ le fibré
canonique. Rappelons qu’un fibré eshplesi ses seuls endomorphismes sont les homothéties, c’est une condition
nécessaire a sa stabilité (cf. [10]).

Proposition 1.1. Le fibré® est simple si et seulement s'il n’existe pas d’extension
0O—L—06 —>IC_1®£_1®IZ—>0
avec, un fibré en droites e€ un nombre fini de points telle qug®(S, K ® £2) # 0.

Remarque.On utilise ici de maniéere essentielle qu’une telle surface n’admet pas de feuilletage régulier (cf. [4],
Proposition 9) pour décrire les extensions possibles.

Si S esta CSG, elle posséde un ou deux feuilletages singuliers définis par un champ de vecteurs tordu par un fibr
en droite plat ou a I'aide d’'une forme logarithmique tordue. Dans le cas intermédiaire, le diviseur d’annjation
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de ce champ et le coefficient de torsion permettent de définir des invariants holombyphesk de la surface
(voir [8] ou [1]).

Théoreme 1.2.SoitS une surface de la clasddl g a CSG etD son diviseur maximal. Alors le fibré tangent e
est simple sauf s§ est de trace nulle, de type intermédiaire et posseéde un diviseur d’annulation tabgewec
Dy > D etik =1.

2. Stabilité des surfaces a CSG et déformations
On considére ici une surface a coquille sphérique gloBateunie d’'une métrique de Gauduchon.

Définition 2.1. On dira qu’une surfacé est stable (resp. semi-stable ou instable) si son fibré tangent est stable
(resp. semi-stable ou instable).

Lemme 2.2. On a un isomorphisme : C* — PicPa(s). || existe alors une constanté € R* telle que pour tout
fibré platL* = y (@) on ait

degL%) = CInja|.
Démonstration. L'isomorphismePicP'@(s) ~ C* est bien connu et I'application deBic”a(s) — R est un

morphisme continu de groupes de Lie @&, x) dans(R, +) (cf. [10]). Le signe deC dépend donc du choix
d’'un générateur du groupe fondamentat

Lemme 2.3. SoitS — B une famille de surfaces a coquille sphérique globale au-dessus de la bouleBunité
de C". Alors, il existe un fibré plat tautologique — S x C* au-dessus d& x C* tel que pour toutz € B,

vu(@) = Els, x{a}-

Démonstration. On déforme localement le recouvrement d’Enldki= {Uo, ..., U,_1} de Sp (voir [7], p. 66). Si
g est le recollement d&p avecU,,_1 le long de leur partie commune, le fibré en droite trivial Ep&/; définit un
fibré en droites suf apres l'identification.

UyxC*'xC— U,_1 xC*xC,
(w, o, 1) = (g(w), o, ).

D'autre part on vérifie assez aisément diiyl/, C*) ~ PicPlal(s). O

En particulier, on peut défini€ de maniére continue sur toute déformation de surfaces & CSG munie d’'une
famille de métriques de Gauduchon. Par convention, on ch@isitictement négative sur toute la déformation. On
a alors le critere suivant :

Théoreme 2.4([2], Proposition 6.16).Soit S a coquille sphérique globale €t < 0 la constante du Lemnie?2 :

(1) SiS est de trace non nulle, € est I'unique cycle de courbes rationnelles $lealors ©g est stable(resp.
semi-stablgsi et seulement si

2ded[I']) > (=) deg—k).
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(2) SoitsS de type intermédiaire @b le diviseur maximal d§, @y est stablgresp. semi-stabjesi et seulement si
2ded[D]) 4+ 2C Inlk| > (=) deg—K),

ouk =k(S).
S'il existe, de plus, un diviseur d’annulatidpy, le fibré tangent est stablgesp. semi-stab)esi et seulement
Si

ded Dg] — ded D] < (<)C In(j1k|).

En patrticulier,
e SiDy > Det|)\| >1/k, ® estnon semi-stable potwutemétrique de Gauduchgn
e SiDy < Det|r| <1/k, © eststable poutoutemétriqgue de Gauduchon.

Démonstration. On utilise essentiellement la description des feuilletages donnée dans [8] & I'aide de 1-formes
logarithmiques tordues ou de champs de vecteurs tordus pour décrire les sous-faise@@auxe

Remarque 1.

— Les conditions sui sont toujours réalisables dans une déformation logarithmique de la surface puisque
d'aprés [8],Ak varie alors dan€*. La conditionD — Dy positif se réalise par exemple pour les surfaces
aveca(S) = (32) oua(S) = (422232. D’autre part, une surface de typeS) = (322 réaliseD — Dy < 0.

— On peut donner une condition similaire pour les surfaces de Inoue—Hirzebruch, mais elle se révéle inutilisable
dans la pratique en I'absence d’une métrique de Gauduchon explicite.

On obtient grace a ces critéres des contre-exemples a I'ouverture de la non-semistabilité :

Proposition 2.5. SoitS une surface minimale & CSG aviegS) > 0. Sitr(S) = 0, alors il existe une déformation
(S, 11, A) de S ~ S telle que pour tout: # 0, le fibré tangen®,, soit stable.

Démonstration. On considére la description depar tours d’éclatements (voir [5]). En déplagant & I'aide d'un
méme parameétre les points éclatés qui sont a I'intersection de deux courbes, on peut obtani pume surface
minimale S, de trace non nulle. Il existe alors une fonction holomorphe glotiate— A telle que t(S,) =7 (u).
L'existence d’une famille de métriques de Gauduchon découle de [1]. Le fibré canonique s’organise alors en famille
au-dessus da etr — deqg—X;) estC*> etdonc bornée. D’autre part,5j désigne le cycle de courbes rationnelles

de S,, lim,_odeq[l,]) = lim,_oCu)In|t(u)| = +o0. On conclut avec le Théoréme 2.4. D’aprés ce méme
théorémeS peut étre choisie non semistable pour toute métrique de Gauduchon.

Par une technique de déformation, on peut répondre partiellement au probléme de la stabilité des surfaces d
Inoue—Hirzebruch :

Proposition 2.6. SoitS une surface d’lnoue—Hirzebruch pour lagquebigS) > 3. Il existe alors une déformation
(S, I1,PY) de S par des surfaces contenant une CSG et vérifiant

(1) $=~So;

(2) S est une surface d’'Inoue—Hirzebruch et pour taug 0, co, S, est de type intermédiaire aveqs,) =
(3527"'52);

(3) Il existe une fonction holomorphe non constant®1(C) — P(C) qui est un revétement ramifié, telle que,
pour toutu # 0, 0o, h°(S,, O, (—Dp) ® L ™) = 1.

Alors S ou S, estinstable pour toute métrique de Gauduchon.
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Démonstration. Dans la suite d’éclatements engendréintous les points éclatés sont a I'intersection de deux
courbes. On paramétre sit(C) le déplacement de — 1 de ces points le long de la derniére courbe éclatée. En
0 etoo, la surface correspondante est de type I-H et pod10 on obtient une surface minimale de trace nulle du

cas intermédiaire avenS) = (3,2,...,2). O

Lemme 2.7. SoitS a CSG avea(S) = (3,2,...,2) alors § admet un diviseur numériqguement tang@&pt qui
vérifie Dy > D.

On peut donc définik en dehors de 0 ek. Si A admettait une singularité essentielle en Gouelle prendrait
la valeur 1 dans tout voisinage du point ce qui contredirait la semicontinuité-de:1(S,, ©,). On obtient donc
une fonction holomorphe a valeur da&(C). En 0 etoo, A prend la valeur 0 owo, sinon, on peut définir le
fibré ©® ® £* globalement su€ (cf. Lemme 2.3) : il vérifieh®(S,, ©, ® £2™) =1 et on conclut alors avec le
theoréme de convergence de Bishop en I'existence d'un diviseur (non trivial) d’annulation pour la &g c@iest
impossible sur une surface de I-H car les champs tordus ne s’annulent qu’en des point®ge donc un
revétement ramifié d&1(C) et prend donc la valeu en p = 0 ouco. On utilise alors le critére du Théoréme 2.4
et le Lemme 2.7 pour conclure en I'existence d’un voisingigee p tel que pouw € U \ {p}, S, estinstable. On
conclut par ouverture de la stabilité (cf. [1] ou [10]).

Remarque 2.Deux telles surfaces d’'Inoue—Hirzebruglet S>° sont ditesconjuguéesDans un couple de surfaces
conjuguées, I'une des deux est donc instable pour toute métrique de Gauduchon.

Corollaire 2.8. Pour toutn € N*, il existe des surfaces de |-H aveg(S) = n instables pour toute métrique de
Gauduchon.

Exemples.Les surfaces de Inoue—Hirzebruots) = (423 oua(S) = (4233 sont conjuguées a elle méme et sont
donc instables pour toute métrique de Gauduchon.
L'existence de surfaces de I-H stables reste un probléme ouvert.
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