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Problèmes mathématiques de la mécanique/Équations aux dérivées partielles

Explosion en temps fini de la solution d’un problème
d’évolution de surface de film mince

Mohammed Boutata, Yves D’Angelob, Saïd Hiloutc, Véronique Lodsa

a Laboratoire d’applications des mathématiques, Université de Poitiers, boulevard Marie et Pierre Curie,
BP 30179, 86962 Futuroscope, Poitiers, France

b Laboratoire de combustion et de détonique, ENSMA, UPR 9028 du CNRS, 86960 Futuroscope, Poitiers, France
c Laboratoire de mathématiques appliquées et informatique, faculté des sciences et techniques, BP 523, 23000 Béni-Mellal, M

Reçu le 30 août 2003 ; accepté le 1er septembre 2003

Présenté par Philippe G. Ciarlet

Résumé

Nous considérons un cristal, constitué d’un substrat élastique et d’un film de faible épaisseur. Le cristal étant sous c
sa surface devient instable et des rugosités peuvent apparaître. Pour étudier ces instabilités, nous utilisons le modèle
dans Phys. Rev. B 47 (1993) 9760–9777. La cartef de la surface libre du film vérifie alors une équation aux dériv
partielles parabolique, qui fait intervenir le vecteur déplacement de la structure. Pour simplifier, nous supposons que la
est linéairement élastique et infinie dans une direction. Alors, sous des hypothèses asymptotiques formelles, et
changements d’échelle appropriés, nous obtenons un développement formel du vecteur déplacement, ce qui nous
simplifier l’équation parabolique satisfaite parf comme dans Lods et al. (Asymptotic Anal. 33 (2003) 67–91). Nous prése
ici des résultats d’existence locale, d’unicité et d’explosion en temps fini de la solution du problème d’évolution de la
du film. Nous effectuons également des validations numériques en utilisant une méthode pseudo-spectrale, bien ada
envisagé, et déterminons numériquement la valeur critique du paramètreθ (dépendant de la condition initiale) intervenant da
l’équation (2).Pour citer cet article : M. Boutat et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Finite-time blow-up for a thin-film surface evolution problem. In this Note, we are interested in the evolution of a surf
of a crystal structure, constituted by an elastic substrate and a thin film. If the crystal is constrained, some morph
instabilities may appear. To study these instabilities, we made use of the model developped in Phys. Rev. B 47 (199
9777. There, the mapf of the free surface of the film satisfies a parabolic partial differential equation, depending on the
displacement of the substrate. For simplicity, the substrate is assumed to be linearly elastic and the structure to be infin
direction. Then, under some formal asymptotic assumptions, a formal expansion of the displacement can be determ
some appropriate scalings, allowing to derive a simplified parabolic nonlinear equation as in Lods et al. (Asymptotic A
(2003) 67–91). We give here some results about the finite-time blow-up and the existence and uniqueness of the solu
appropriate space. To validate the theoretical results, we also performed some numerical simulations using a pseud

Adresses e-mail :boutat@mathlabo.univ-poitiers.fr (M. Boutat), dangelo@lcd.ensma.fr (Y. D’Angelo), said_hilout@yahoo.fr (S. H
lods@ac-poitiers.fr (V. Lods).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.09.005
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method and also compute the initial-profile dependent critical value of the parameterθ involved in the nonlinear equation.To
cite this article: M. Boutat et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Position du problème

Nous considérons un cristal élastique, composé d’un film mince et d’un substrat. A l’instantτ , le solide occupe
une régionΩf (τ) où : f : [0,∞[ × [0, l1] × [0, l2] → R etΩf (τ) = {(x, y, z), 0 � x � l1;0 � y � l2;0 � z �
f (τ ;x, y)}. Le film est constitué par les points deΩf (τ) tels quea � z� f (τ, x, y) où a est un réel strictemen
positif supposé indépendant du temps. D’après le modèle détaillé dans [5], l’évolution de la surface libre e
par l’équation :

∂f

∂τ
=D

(
1+ |∇f |2)1/2∇2

s

(
E(u;f )+ γK(u;f )), (1)

où D est le coefficient de diffusion,∇f désigne le gradient def par rapport aux variables(x;y) ; ∇sf =
∇f/(1+|∇f |2)1/2 est le gradient de surface ;E(u;f ) est l’énergie élastique de la structure définie en tout poin
Ωf (τ) parE(u;f )= 1/2 (σ (u)− σ0)(e(u)− e0), oùe(u), σ (u) sont respectivement les tenseurs de déforma
linéarisée et des contraintes, ete0, σ0 sont des tenseurs constants, modélisant la contrainte initiale. Enfin,K(u;f )
est la courbure du film, calculée dans l’état de référence (cf. [5]), qui dépend def et du déplacementu. Il s’agit
donc d’étudier le comportement def, f (0; ·, ·) étant connu.

2. Hypothèses simplificatrices

Le solide étant supposé infini dans la directionOy, le vecteur déplacement et la fonctionf deviennent
indépendants dey et la composanteu2 le long de l’axeOy du déplacement est nulle. Afin de calculer
vecteur déplacementu, nous supposons que la longueur du film est grande devant sa hauteur et nous intro
les changements d’échelle suivantsx = l1X, z = Z, f (τ ;x) = h(t;X), u1(x, z) = U1(X,Z)/l1, u3(x, z) =
U3(X,Z) et τ = tl41/Dγ . Les composantes mises à l’échelleUi sont alors développées en puissance deα2, où
α = 1/l1. Après calculs, nous obtenons le problème adimensionné suivant (où, pour alléger la notation
suite, la variable spatiale adimensionnée est notée de nouveaux) :


∂h

∂t
= −h(4) + θ

(
hh(4) + 3h′h(3) + 2h′′2) dans]0, T [ × ]0,1[,

h(1)(·,0)= h(2)(·,0)= 0,
h(t, ·) périodique, de période 1, h(0, ·)= h0

(2)

avecθ = σ 2
0 /(γµ) et la notation(·)(k) désigne la dérivée spatiale d’ordrek.1 Nous introduisons l’espaceV =

L2(0, t∗;H 4
per(0,1))∩L∞(0, t∗;H 2

per(0,1)) (t∗ sera choisi ultérieurement) que l’on munit de la norme :

‖v‖V =
( t∗∫

0

1∫
0

v(4)2(t, x)dx dt + sup
t∈(0,t∗)

( 1∫
0

v′′2(t, x)dx +
1∫

0

v2(t, x)dx

))1/2

.

1 Les dérivées d’ordre 1 et 2 sont notées aussi(·)′ et (·)′′ respectivement.
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3. Explosion en temps fini et estimations à priori

Nous présentons ici un résultat d’explosion en temps fini de la solution de l’Éq. (2) en utilisant une fo
propre et positiveϕ1 du laplacien [6]. Nous donnons aussi un résultat d’existence locale et d’unicité de la so
de (2), dont les preuves sont détaillées dans [1].

Pour cela, nous introduisons la boule ferméeX = {v ∈ V, ‖v‖V � R} (avecR > 0) et S l’application deX
dansX , donnée, pour toutv ∈X parSv = h avech solution du problème :


∂h

∂t
= −h(4)(1− θv)+ 3θv′v(3) + 2θv′′2 − h+ v dans]0, T [ × ]0,1[,

h(t, ·) périodique, de période 1, h(0, ·)= h0,

h(1)(·,0)= h(2)(·,0)= 0.

(3)

Les théorèmes obtenus sont :

Théorème 3.1. Soit h0 ∈ H 4
per(0,1) une donnée initiale strictement positive qui vérifie

∫ 1
0 ϕ1(x)h0(x)dx >

2
√

2/θ . Soit h : [0, Tmax[ × ]0,1[ → R une solution locale (maximale) de(2) avech ∈ L2(0, t;H 4
per(0,1)) ∩

L∞(0, t;H 2
per(0,1)) pour t < Tmax. Alors, siTmax = +∞, h explose en temps fini, ou plus précisément, il ex

t∗ < Tmax tel que:

1∫
0

ϕ1(x)h(t, x)dx−→
t→t∗

+∞.

Théorème 3.2.SoitR = 1/(2(10θ + 1)) avecθ = σ 2
0 /µγ . Pour toute donnée initialeh0 ∈H 4

per(0,1) strictement
positive qui vérifie‖h0‖H4

per(0,1)
< R, le problème(2) admet une et une seule solution locale([0, t∗), h) avec

h ∈L2(0, t∗;H 4
per(0,1)) ∩L∞(0, t∗;H 2

per(0,1)).

Le Théorème 3.2 repose sur le théorème du point fixe de Picard [2] et sur le lemme suivant :

Lemme 3.3. Sous les mêmes conditions du Théorème3.2, il existe une constantec > 0 telle que pourt∗ > 0 qui
vérifie :

4t∗
(
θc(3R6 + 2R3 + 3R)+R

)+ ‖h0‖2
H2

per(0,1)
�R2, et 2t∗

(
θR(12+ 14c)+ 2

R

)
< 1,

l’application S est définie et contractante deX dansX .

4. Un exemple de validation numérique

Pour approcher la solution du système (2), nous avons adopté une méthode pseudo-spectrale ass
schéma exponentiel en temps [3,7]. Considérons une équation enh(x, t), supposée périodique, de périodeπ
(pour simplifier), du type

∂h

∂t
= L(h)+N (h), (4)

où L et N représentent respectivement des opérateurs spatiaux linéaires et non-linéaires. En projetanh dans
l’espace de Fourier (relatif àx), cette équation devient pour chaque coefficient de Fourierĥk(t) ∈ C

∂ĥk = Lk × ĥk +Nk (5)

∂t
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Fig. 1. Evolution temporelle du profilh(x, t) pour une condition initiale en 3sin(x) − sin(3x) + 4,1 (courbe en pointillé). La valeur d
paramètreθ est de 0.203, proche de la valeur critique d’environ 0,20187. Le pas de temps utilisé est constant et vautδt = 10−3, le nombre de
points de collocation est de 8192. A droite, on a représenté les profils aux itérations 0, 5, 10, 20, 50, 80, 110, 140, 168, 169, 170, 171
profil au temps 0,175.

(sous des hypothèses adéquates pourh). On construit le schéma temporel au tempsn+ 1, en notantδt le pas de
temps, choisi constant, selonĥn+1

k = ĥnk exp(Lkδt)+ Nn
k (exp(Lkδt)− 1)/Lk . Ce schéma, fondé sur une versi

discrète de la « méthode de variation de la constante », est exact pour une équation linéaire. Le termNk est
calculé à chaque pas de temps dans l’espace direct, puis dans l’espace de Fourier par une transformé
rapide. Sur la Fig. 1 est représentée l’évolution temporelle du profilh(x, t) pour une condition initiale positiv
h0(x)= 3 sin(x)−sin(3x)+4,1 et pour une valeur du paramètreθ proche de la valeur critiqueθc(h0). On n’impose
pas de condition sur les dérivées aux bords dans la simulation. D’autre part, par dichotomie, on accède à u
approchée du paramètre critiqueθc(h0) : pourθ > θc, on assiste à l’explosion en temps fini ; pourθ < θc, la solution
aux temps longs tend vers la valeur moyenne du profil initialh0.
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