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Résumé

Nous considérons un cristal, constitué d’un substrat élastique et d'un film de faible épaisseur. Le cristal étant sous contrainte
sa surface devient instable et des rugosités peuvent apparaitre. Pour étudier ces instabilités, nous utilisons le modele dévelop
dans Phys. Rev. B 47 (1993) 9760-9777. La cgitde la surface libre du film vérifie alors une équation aux dérivées
partielles parabolique, qui fait intervenir le vecteur déplacement de la structure. Pour simplifier, nous supposons que la structure
est linéairement élastique et infinie dans une direction. Alors, sous des hypothéses asymptotiques formelles, et avec de
changements d’échelle appropriés, nous obtenons un développement formel du vecteur déplacement, ce qui nous permet ¢
simplifier I'équation parabolique satisfaite paicomme dans Lods et al. (Asymptotic Anal. 33 (2003) 67—91). Nous présentons
ici des résultats d’existence locale, d’unicité et d’explosion en temps fini de la solution du probléme d’'évolution de la surface
du film. Nous effectuons également des validations numériques en utilisant une méthode pseudo-spectrale, bien adaptée au ¢
envisagé, et déterminons numériquement la valeur critique du parair(@&pendant de la condition initiale) intervenant dans
I’équation (2).Pour citer cet article: M. Boutat et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
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Abstract

Finite-time blow-up for a thin-film surface evolution problem. In this Note, we are interested in the evolution of a surface

of a crystal structure, constituted by an elastic substrate and a thin film. If the crystal is constrained, some morphological
instabilities may appear. To study these instabilities, we made use of the model developped in Phys. Rev. B 47 (1993) 9760-
9777. There, the map of the free surface of the film satisfies a parabolic partial differential equation, depending on the elastic
displacement of the substrate. For simplicity, the substrate is assumed to be linearly elastic and the structure to be infinite in one
direction. Then, under some formal asymptotic assumptions, a formal expansion of the displacement can be determined afte
some appropriate scalings, allowing to derive a simplified parabolic nonlinear equation as in Lods et al. (Asymptotic Anal. 33
(2003) 67-91). We give here some results about the finite-time blow-up and the existence and uniqueness of the solution in ar
appropriate space. To validate the theoretical results, we also performed some numerical simulations using a pseudo-spectr:
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method and also compute the initial-profile dependent critical value of the paraimat@ived in the nonlinear equatiofio
citethisarticle: M. Boutat et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Position du probleme

Nous considérons un cristal élastique, composé d’un film mince et d'un substrat. A I'instarsblide occupe
une régions2¢(t) ou : f:[0,00[ x [0,11] x [0,I2] > R et 27(t) ={(x,y,2), 0<x <Il;;0<y <0<z <
f(z;x,y)}. Le film est constitué par les points &y (7) tels quea < z < f(r,x,y) ola est un réel strictement
positif supposé indépendant du temps. D’aprés le modéle détaillé dans [5], I'évolution de la surface libre est régie
par I'équation :

af 2202 . .

52 = DAV TVHEW O +yKw: 1), (1)
ou D est le coefficient de diffusiony f désigne le gradient d¢ par rapport aux variablegc; y); Vi f =
Vf/(1+|V f1)Y2 est le gradient de surfac&;(u; f) estI'énergie élastique de la structure définie en tout point de
2¢(r) parEu; ) =1/2 (o (u) — oo)(e(u) — eg), OUe(u), o (1) sont respectivement les tenseurs de déformation
linéarisée et des contrainteseggt op sont des tenseurs constants, modélisant la contrainte initiale. En(fin,f)
est la courbure du film, calculée dans I'état de référence (cf. [5]), qui dépeficetidu déplacement. Il s’agit
donc d’étudier le comportement de f(0; -, -) étant connu.

2. Hypothéses simplificatrices

Le solide étant supposé infini dans la directiory, le vecteur déplacement et la fonctigh deviennent
indépendants de et la composante, le long de 'axeOy du déplacement est nulle. Afin de calculer le
vecteur déplacement nous supposons que la longueur du film est grande devant sa hauteur et nous introduisons
les changements d’échelle suivants= 11X, z = Z, f(r;x) = h(t; X), ui(x,z) = U1(X, Z)/11, uz(x,z) =
Us(X,Z) ett = tli‘/Dy. Les composantes mises a I'échelle sont alors développées en puissancertieou
a = 1/1;. Aprés calculs, nous obtenons le probléme adimensionné suivant (ou, pour alléger la notation dans la
suite, la variable spatiale adimensionnée est notée de nouyeau

dh
o = ~h® +0(hh™® +30'n® + 21"2)  dans|0, T[ x 10, 1,
Y, 00=h@(,0 =0, (2)

h(t,-) périodique, de périodg 1 h(0,-) = hg

avech = og/()/u,) et la notation(-)®) désigne la dérivée spatiale d’ordré Nous introduisons I'espacg =
L?(0, 1,;; Hpe(0, 1)) N L™(0, £,; HZ,(0, 1)) (t. sera choisi ultérieurement) que I'on munit de la norme :

1 1

fe 1 1/2
lvlly = (// v P2, x)dx dr + sup (/v”z(t,x) dx—{-/vz(t,x) dx)) .
1e(0,14)
00 0 0

1 Les dérivées d'ordre 1 et 2 sont notées aggskt (1) respectivement.
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3. Explosion en temps fini et estimations a priori

Nous présentons ici un résultat d’explosion en temps fini de la solution de I'Eq. (2) en utilisant une fonction
propre et positivep; du laplacien [6]. Nous donnons aussi un résultat d’existence locale et d’unicité de la solution
de (2), dont les preuves sont détaillées dans [1].

Pour cela, nous introduisons la boule fermée= {v € V, ||v|ly < R} (avecR > 0) et S I'application deX
dansX, donnée, pour tout € X’ parSv = h avech solution du probleme :

ah

o = —h® (1 —0v) +300v® + 2002 —h+v dans]0, T[ x 10, 1],

h(t, -) périodique, de période 1 h(0, -) = ho, 3)
hV(,0)=hP(,0)=0.
Les théorémes obtenus sont :

Théoreme 3.1. Soit hg € H,;‘er(o, 1) une donnée initiale strictement positive qui vérifégol(x)ho(x)dx >
2+/2/6. Soit 1[0, Tmad x 10, 1[ — R une solution locale (maximale) d@) avech € L%(0, 1; Hj(0, 1)) N
L*®(0,1; ngr(o, 1)) pourt < Tmax Alors, siTmax= +00, h explose en temps fini, ou plus précisément, il existe
tx < Tmax tel que:

1

/gal(x)h(t, x) dx = +00.
0

Théoreéme 3.2. Soit R = 1/(2(109 + 1)) avect = o§/uy . Pour toute donnée initialéo € Hpe, (0, 1) strictement
positive qui vérifie||ho||Héer(o,1) < R, le probléme(2) admet une et une seule solution loc#l8, ), h) avec

h € L2(0, t.; Hye (0, 1)) N L™ (0, 14; H3((0, 1)).
Le Théoreme 3.2 repose sur le théoréme du point fixe de Picard [2] et sur le lemme suivant :

Lemme 3.3. Sous les mémes conditions du Théor&meil existe une constanie> 0 telle que pour, > 0 qui
vérifie:

41.(9¢(3R° + 2R+ 3R) + R) + llhollfz (0.1, <

2
R%, et 2t*<9R(12+14c)+E><1’

I'application S est définie et contractante de dansX’.

4. Un exemple de validation numérique

Pour approcher la solution du systeme (2), nous avons adopté une méthode pseudo-spectrale associée a
schéma exponentiel en temps [3,7]. Considérons une équatiaixer), supposée périodique, de période 2
(pour simplifier), du type

oh

Y L(h) + N (h), (4)
ou L et NV représentent respectivement des opérateurs spatiaux linéaires et non-linéaires. En prajatent
I'espace de Fourier (relatif &), cette équation devient pour chaque coefficient de Folyigy € C

dh .

8_tk:Lthk+Nk (5)
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Fig. 1. Evolution temporelle du profit(x, ) pour une condition initiale en 3gin) — sin(3x) + 4,1 (courbe en pointillé). La valeur du
parametre est de 0.203, proche de la valeur critique d’environ 0,20187. Le pas de temps utilisé est constarfret IS, le nombre de

points de collocation est de 8192. A droite, on a représenté les profils aux itérations 0, 5, 10, 20, 50, 80, 110, 140, 168, 169, 170, 171; a gauche
profil au temps 0,175.

(sous des hypothéses adéquates pduOn construit le schéma temporel au temps 1, en notans: le pas de

temps, choisi constant, sel@fj™ = 47 exp(Li8r) + N} (exp(Lk8t) — 1)/Li. Ce schéma, fondé sur une version
discréte de la «méthode de variation de la constante», est exact pour une équation linéaire. L) tegine
calculé a chaque pas de temps dans I'espace direct, puis dans I'espace de Fourier par une transformée discré
rapide. Sur la Fig. 1 est représentée I'évolution temporelle du gréfilz) pour une condition initiale positive

ho(x) = 3sin(x) —sin(3x) +4,1 et pour une valeur du paramefreroche de la valeur critiqu& (kg). On n'impose

pas de condition sur les dérivées aux bords dans la simulation. D’autre part, par dichotomie, on accéde a une valel
approchée du paramétre critiqugho) : pourd > 6., on assiste a lI'explosion en temps fini; péut 6., la solution

aux temps longs tend vers la valeur moyenne du profil inigal
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