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Résumé
On donne des estimations techniques sur les gradients de fonctions de Green dans des domaines lipschitziens. L'applicatic
principale de ces estimations est un théoreme central limite optimal de marches aléatoires dans ces ¢Roomaanies.cet
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Abstract

Random walks and potential theory in Lipschitz domains. We give a technical estimate on the gradients of the Green’s
functions in Lipschitz domains. The main application is a sharp Central Limit Theorem for random walks in these dfonains.
citethisarticle: N.Th. Varopoulos, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
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1. Lesestimationsprincipales

Soit 2 ¢ R4(d > 2) un domaine lipschitzien :
2={x=(@1x)eRx R4 xq > ("}
ollg € C*®(R4~1) est une fonction lipschitzienne réelle qui satisfait :
0O =N <A =y ¥,y eRITE
Notons parG (x, y) (x, y € £2) la fonction de Green du domair2 (pour le laplacien euclidien). On a alors :

] 92
—G(x,2) G(z,y)dz

0z 0702k
ly—2121/25(y)

SCG, MW+ +Ix =y xye, i jk=12....d, (1)
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ou on note :
8(a) =dist(a,082); ac$2,

et ou C dépend uniquement dé et de A. La preuve de cette estimation repose sur la théorie des intégrales
singulieres et notamment sur les résultats de [3].

Dans le cag/ = 2 on peut aussi donner une démonstration directe de I'estimation (1) en utilisant I'application
conforme entref2 et ]R?r. Dans ce cas dailleurs, I'estimation (1) est liée a une autre estimation technique
intéressante : soif € H”(£2), g€ H1(2),avec ¥p+1/g =1, 1 < p < +oo (i.e. des fonctions harmoniques
dont la fonction maximale non tangentielle appartieh&resp.L?) par rapport & la mesure linéaire @€). On
aalors:

/f(Z)Vg(z) dz A 2| < Cllf I Nl

ou C dépend uniquement de Une généralisation de cette inégalité pdur 2 existe aussi, a condition d’'imposer
I'hypothése supplémentaire que — 2| est suffisamment petit. L'inégalité précédente pput g =2, d > 2 est
due a [3].

En ce qui concerne la fonction de Gre@rx, y) ci-dessus, deux autres estimations qui portent sur des intégrales
positives sont significatives pour les applications probabilistes :

/G(x Gz, )8 () dz < CGx, Y[ F () +87°(»]; O<e<l x,yes, (2)e
2

ou C dépend uniquement dk A ete. La preuve de cette inégalité repose sur le fait que la mesure harmonique sur
92 admet une densité? par rapport a la mesure de surface.
Dans le cas ot est convexe on a aussi :

G(x,2)|V2G(z, )]s M) dz < C(d, AG(x, ») (67 ) +871(») ;. x,ye . 2
lz—y|=1/26(y)

La démonstration de cette inégalité repose sur I'estimation principale de [5].

Les deux inégalités (1) et (2) peuvent étre considérées, dans un certain sens, comme des cas limites de (1
quande — 1. En effet, on peut utiliser 'inégalité de Harnack et estimer les gradieh@(x, y) en fonction de
G(x, y) etde la distance de aux singularités. D'autre part I'estimation (2) et Harnack entrainent que, dans le cas
convexe, on peut mettre la valeur absolue dans I'intégrale (1).

2. Applications probabilistes et solution du probléme de Dirichlet

2.1. Notations

Notons parb(t) € R4 (+ > 0) le mouvement brownien standard :
Ep).6 =) &2 teR?
Notons par, € Z¢ (n > 0) la marche aléatoire engendrée par une mesure de probabilité centrée,

Plzai=ylzn=x1=p(y —x); n=0,1,..., x,yeZ’,
ue]P’(Zd), /xdu:O, SuppuC[legR].
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On suppose que
/x,-xjd,u:&-j; i,j=1,...,d,
et on impose aussi les conditions :

u(Eer) =2xr; k=1,....d,

oui>0etoue,=(0,...,1,0,...) sontles vecteurs coordonnées.
On note parr le temps de sortie des procesdus), z, de 22 (e.g.t = inf[¢; b(r) ¢ 2]) et parp,(x, y),
ph(x, ), les noyaux de transition de ces deux processus &ans

pi(x,y) dy:]Px[b(t) edy; T > t] . 1>0, x,yeRY,
p,’f(x,y):Px[zn:y; T >n]; n=01,..., x,yez
On note paiG, G, les noyaux de Green correspondants :

[e.e]

o0
G(x,y):/p,(x,y)dt; X,y €S2, Gu(x,y):prj(x,y); x,ye.QﬂZd.

0 n=o

2.2. Théoréme d’ approximation pour le noyau de Green

Théoréme 2.1. Avec les notations ci-dessuson a :

|G(x,y) = Gux, »)| <CGx, () +8 2+ Ix =y x,ye2nzd, s(x),8()=>C, (3)
ou C > 0 dépend uniquementded, A, R, A.

La démonstration de ce théoréme en toute généralité nécessite I'estimation (1). Dans |&2castabnvexe
on peut utiliser I'estimation (2) et dans le casgp@st symétrique, I'estimation (1puffit.

2.3. Application a la solution du probléme de Dirichlet

Soit F une fonction lipschitzienne daii et soitu la solution du probléme de Dirichlet inhomogéne dans un
domaine borné lipschitzief? :

Au=Fdans2; ul|yp=0.
Soitu, la solution du probleme de Dirichlet par la méthode de différences finies sur la maille de longu8ur
Acus = Fdans?2 ;  u, =0 dans le complémentaire d2,

OUA, = %(8 — We) etoup, etla mesure de Bernoulli sur la maille (i/e.(£ee;) = (2d)~ 1 cf. [2].
Le théoréme précédent, renormalisé a I'échellentraine une estimation optimale jusqu’au bordide u,.
A titre d’exemple considérons le cas @lest borné etonvexe. On a alors :
lu(x) —us(x)| < Ce||Fll; x€, >0, 8§(x)>Ce, (4)
ou || F|| est la norme de Lipschitz dg et ouC dépend uniqguement de I'excentricité, et du diametr&det de la
dimension. Si on ne suppose pasconvexe, dans I'estimation (4), il faut modifier le second membre etona:
|u(x) — ue(X)| < Cel| FII5™(x) < Cel™||F|l; xef,e>0,8(x)>Ce,

ola=ua(f) <1.
Observons finalement que le théoréme d’approximation (3) et les estimations jusqu’au bord pour la solution du
probléme de Dirichelt sont des résultats équivalents.
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2.4. Théoréme d’ approximation pour les probabilités de transition

Théoreme 2.2. Avec |les notations ci-dessuson a :

[P, ¥) = pa, V| < Cpene, M(E ) + 8720 +n7 Y3 x,ye2nZ?, n>C, §(x),8(y) =C,
ouC >0, ¢ > 1dépenduniquementded, A, R, A.

Le théoréme précédent est une généralisation du théoréme classique de Berry—Esseen-EdgewertR{pu
cf. [4]) pour une marche aléatoire dans un domaine lipschitzien.

La démonstration de ce théoréme repose sur I'analogue parabolique des estimations (2), (8tte version
parabolique des estimations est plus fine et contient les estimations précédentes sur la fonction de Green.

Les démonstrations des résultats précédents vont paraitre ultérieurement. Cf. [6] pour quelques résultats partie
dans la méme direction.

Observons d’autre part que les applications précédentes, et notamment (4), admettent une contre-partie naturel
en théorie de 'hnomogénéisation ou ce type de probléme a déja été étudié par plusieurs auteurs [1,7].
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