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Résumé

SoitG un groupe de Lie complexe semisimple simplement connexe, etBV la base canonique d’un module de WeylV deG.
On calcule explicitement en terme de paramétrisation l’action du plus long élément du groupe de Weyl surBV . On utilise pour
cela les résultats de Berenstein et Zelevinski (Invent. Math. 82 (2001) 77–128) sur le relèvement géométrique.Pour citer cet
article : S. Morier-Genoud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Geometrical lifting of the canonical base and Schützenberger involution. Let G be a complex simply connecte
semisimple Lie group, and letBV be the canonical base of a Weyl moduleV of G. We calculate explicitely the action o
the longest elementw0 of the Weyl group onBV in terms of parametrizations. The method is based on results of Beren
and Zelevinski (Invent. Math. 82 (2001) 77–128) on the geometric lifting.To cite this article: S. Morier-Genoud, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit G un groupe de Lie complexe semisimple simplement connexe etB un sous groupe de Borel. L’algèb
R des fonctions régulières sur la variété de drapeauG/B est engendrée par une base dite base canon
duale, [7], qui possède des propriétés remarquables de compatibilités avec certaines filtrations. Cette ba
deux systèmes de paramétrisations, [3], la paramétrisation de Lusztig, et la paramétrisation en cordes. On
en 2.3, un morphismeΦλ qui, à un automorphisme de diagramme près, correspond à l’action dew0, oùw0 est
l’élément de longueur maximale du groupe de Weyl. Ce morphismeΦλ préservant la base canonique, on cher
à l’exprimer en terme de paramétrisations. Le résultat obtenu généralise à tout groupeG et pour tout choix d’une
décomposition réduite dew0 le résultat de [2, §8]. Un résultat remarquable est que pour un choix parti
des paramétrisations, on obtient une expression affine. La combinatoire de la base canonique généralise
tableaux de Young. Dans cette généralisation, le résultat présenté peut-être vu comme un analogue de l’
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de Schützenberger. La méthode utilisée est celle du relèvement géométrique, objet introduit et utilisé d
série d’articles, [1,3], qui établit un lien entre les combinatoires de la base canonique et la géométrie de
variétés totalement positives. A l’aide de ce résultat, on montre dans [5] que l’on peut réaliser les cônes de
en termes de paramétrisations d’une partie de la base canonique. Une autre application de ce résultat con
généralisation de [4] et permet en particulier de fournir explicitement des dégénérescences semi-toriques
variétés de Richardson. Ces résultats sont plus largement développés dans [8].

2. Notations et préliminaires

2.1. Soit G un groupe de Lie complexe semisimple et simplement connexe. On fixe un toreT et un sous
groupe de BorelB de G. Soit N le radical unipotent deB. On noteB− le sous groupe de Borel opposé
N− son radical unipotent. On note respectivementg, h, n, n−, les C-algèbres de Lie deG, T , N, N−. On
a la décomposition triangulaireg = n− ⊕ h ⊕ n. Soit {αi}1�i�n une base du système de racines correspond
cette décomposition,n étant le rang deg. On noteP le réseau des poids engendré par les poids fondame
�i, 1 � i � n, etP+ := ∑

i N · �i le semigroupe des poids entiers dominants. La matrice de Cartan asso
g est notée(aij )1�i,j�n. On désigne parW le groupe de Weyl, engendré par les réflexionssi correspondant au
racines simplesαi . Un mot réduit pourw ∈ W est une suite d’indicesi = (i1, . . . , il) telle quew = si1 · · · sil , où
�(w) := � désigne la longueur dew. Soitw0 l’unique élément deW de longueur maximale. On poseN := �(w0).

2.2. L’algèbre enveloppante deg, notéeU(g), est engendrée par les générateursEi, Fi, Hi, 1 � i � n, et les
relations de Serre. On noteB la base canonique deU(n−), et ẽi , f̃i les opérateurs de Kashiwara, [7,6]. Soitλ dans
P+, on noteV (λ) le module de Weyl de plus haut poidsλ et vλ un vecteur de plus haut poids deV (λ). On note
B(λ) := V (λ) ∩ B qui est une base, dite canonique, deV (λ). On désigne parvlow

λ le vecteur deV (λ) de plus bas
poids, appartenant àB(λ). Soit i un mot réduit dew0. On adopte les notations de [3, §3], on notebi :ZN

�0 → B
la bijection correspondant à la paramétrisation de Lusztig de la base canonique etci :B → ZN

�0 la paramétrisation
en cordes de la baseB. On poseCi := ci(B) et Ci(λ) := ci(B(λ)). Pour deux mots réduitsi et i′, on définit les
applications de changement de paramétrisationsRi′

i = (bi′)−1 ◦ bi :ZN
�0 → ZN

�0 etR−i′
−i = ci′ ◦ (ci)

−1 :Ci → Ci′ .
2.3. Soitω l’automorphisme deU(g) défini sur les générateurs parω(Ei) = Fi, ω(Fi) = Ei, ω(Hi) = −Hi .

Pour toutU(g)-moduleV , soitV ω le module tordu par l’action deω, i.e. comme espace vectorielV � V ω et muni
de l’actionu ∗ v = ω(u)v, u ∈ U(g), v ∈ V . Si V est un module simple, alorsV ω l’est aussi. Ainsi pour tou
λ ∈ P+, il existe unλω ∈ P+ tel queV (λ)ω est isomorphe àV (λω). Il existe donc un isomorphismeΦλ d’espaces
vectoriels entreV (λ) et V (λω) tel queΦλ(uv) = ω(u)Φλ(v), u ∈ U(g), v ∈ V (λ). Clairement,Φλ envoie un
vecteur de plus haut poids sur un vecteur de plus bas poids. D’après le lemme de Schur, ce morphisme e
à une constante multiplicative près. On peut choisir la constante pour avoirΦλ(vλ) = vlow

λω . Par [7, §21], on a les
propriétes suivantes :

Proposition 2.1. On a(i) λω = −w0(λ), (ii) Φλ(Bλ)= Bλω , (iii) pour tout1 � i � n, Φλf̃i = ẽiΦλ.

3. Relèvement géométrique

Dans cette partie on s’intéresse au relèvement géométrique de l’applicationΦλ. En utilisant les résultats d
[3], nous donnons une formule explicite pour l’applicationb−1

i Φλc
−1
i qui donne la paramétrisation de Lusz

t ′ = (t ′1, . . . , t ′N) de l’élémentΦλ(b) en fonction de la paramétrisation en cordet = (t1, . . . , tN ) d’un élémentb de
la base canonique.

3.1. Pour tout 1� i � n, on noteϕi :SL2 ↪→ G l’injection canonique correspondant à la racine simpleαi . Pour
1 � i � n, on considère les sous-groupes à un paramètre deG définis par

xi(t)= ϕi

(
1 t

0 1

)
, yi(t) = ϕi

(
1 0
t 1

)
, t ∈ C ; tα

∨
i = ϕi

(
t 0
0 t−1

)
, t ∈ C∗.

Lesxi(t) (resp.yi(t), tα
∨
i ), engendrentN (resp.N−, H ). On a les relations de commutation suivantes :
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tα

∨
i , tα

∨
i yj (t

′)= yj
(
t−aij t ′

)
tα

∨
i . (1)

On définit deux antiautomorphismes involutifs deG, x �→ xT, appelé transposition, etx �→ xι, appelé inversion
par :

xi(t)
T = yi(t), yi(t)

T = xi(t),
(
tα

∨
i
)T = tα

∨
i , xi(t)

ι = xi(t), yi(t)
ι = yi(t),

(
tα

∨
i
)ι = t−α∨

i .

NotonsG0 := N−HN l’ensemble des éléments deG qui admettent une décomposition (unique) gaussien
on écrirax = [x]−[x]0[x]+ pourx ∈ G0.

Pour toute suite d’indicesi = (i1, . . . , im) et toutm-uplett = (t1, . . . , tm) deCm, on note :

xi(t) := xi1(t1) · · ·xim(tm), et x−i(t) := yi1(t1)t
−α∨

i1
1 · · ·yim(tm)t

−α∨
im

m .

D’après [2], lesxi etx−i paramétrisent des sous variétés deG, et en particulier pouri un mot réduit dew0, on a

Théorème 3.1. Il existe deux sous variétés deG, notéesLe,w0
>0 , resp.Lw0,e

>0 , telles que pour touti mot réduit dew0,
l’application xi, resp.x−i, réalise une bijection deRN

>0 surLe,w0
>0 , resp.Lw0,e

>0 .

On noteR̃i′
i := x−1

i′ ◦ xi et R̃−i′
−i := x−1

−i′ ◦ x−i les applications de changement de paramétrisation. Un ré

important de [3] donne que ces applications relèvent géométriquement les applicationsRi′
i etR−i′

−i de changemen
de paramétrisation de la base canonique. Plus précisément, utilisant les résultats sur les semicorps d
définit une transformation de « tropicalisation », notée[·]Trop. Brièvement, l’application[·]Trop est une application
entre le semicorpsQ>0(t1, . . . , tN ) desexpressions rationnelles sans soustraction ent1, . . . , tN et l’ensemble des
applications deZN dansZ et qui consiste à remplacer la multiplication par l’addition, la division par la soustra
et l’addition par l’opérationa ⊕ b := min(a, b). On a d’après [3],

Théorème 3.2. Les composantes de(R̃i′
i )

∨ et (R̃−i′
−i )

∨ sont des expressions rationnelles sans soustraction,(i)

[(R̃i′
i )

∨(t)]Trop =Ri′
i (t) ; (ii) [(R̃−i′

−i )
∨(t)]Trop =R−i′

−i (t).

La notation(·)∨ signifie que l’on considère les formules analogues dans le dual de Langlands deG. On note
aussi[·]Trop l’application[·]Trop appliquée sur chaque composante.

3.2. Soit ζ :Lw0,e
>0 → L

e,w0
>0 définie parζ(x) := [xιT]+. En utilisant (1), on obtient aisément que l’applicationζ

est bien définie et plus précisément,

Proposition 3.3. Soiti = (i1, . . . , iN) un mot réduit dew0, et(t ′1, . . . , t ′N) = (x−1
i ◦ ζ ◦ x−i)(t1, . . . , tN ). On a alors

t ′k = t−1
k

∏
j>k t

−aij ik
j .

On peut maintenant donner la formule du relèvement géométrique deΦλ :

Théorème 3.4. Soit i et i′ deux mots réduits dew0, alors les composantes(x−1
i ◦ ζ ◦ x−i′)∨ sont des expression

rationnelles sans soustraction, etb−1
i Φλc

−1
i′ (t) = [(x−1

i ◦ ζ ◦ x−i′)∨(t)]Trop + b−1
i Φλ(vλ).

On pose(l1, . . . , lN ) := b−1
i Φλ(vλ). Notons que ces constantes peuvent être données explicitement, [

obtient alors la formule suivante :

Corollaire 3.5. Pour (t ′1, . . . , t
′
N)= b−1

i Φλc
−1
i (t1, . . . , tN ), t ′k = lk − tk − ∑

j>k aik ij tj .

Démonstration. On fixe un poidsλ dansP+. SoitΦi,i′ :Ci(λ) → ZN une famille d’applications indexée par de
mots réduits dew0 vérifiant les trois conditions suivantes :
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(1) Φi,i′(0, . . . ,0)= b−1
i Φλ(vλ) ;

(2) Φi,i′ =Ri
i′′ ◦Φi′′,i′ =Φi,i′′ ◦R−i′′

−i′ ;
(3) PourΦi,i(t1, . . . , tN ) = (t ′1, . . . , t ′N), t ′1 + t1 et t ′k, k �= 1, sont des fonctions det2, . . . , tN .

Le théorème est une conséquence de la proposition suivante :

Proposition 3.6. On a,

(i) si (Φi,i′) est une famille vérifiant les conditions(1)–(3), alorsΦi,i′ = b−1
i Φλc

−1
i′ ;

(ii) la famille (Φi,i′) définie parΦi,i′(t) = [(x−1
i ◦ ζ ◦ x−i′)∨(t)]Trop + b−1

i Φλ(vλ) vérifie les conditions(1)–(3).

Démonstration. Prouvons le point (ii). Remarquant que pour toutQ, expression rationnelle sans soustracti
[Q]Trop(0, . . . ,0) = 0, (1) est clair. Utilisant 3.2 et 3.3 les points (2) et (3) sont clairs. Reste à montrer le po
Soit (Φi,i′) une famille vérifiant les conditions (1)–(3), on peut définir des applicationsFi :B(λ) → ZN

�0 par
Fi(b) = Φi,i′ ◦ ci′(b), b ∈ B(λ). Ces applications ne dépendent pas dei′ d’après (2). Montrons par induction s
le poids deb, que pour tout moti, Fi(b) = b−1

i (Φλ(b)). Si b = vλ, c’est clair d’après (1). Sib = f̃i (b
′), on peut

choisir un mot réduiti′ commençant pari, i′ = (i, i ′2, . . . , i ′N). On aFi′(b) = Φi′,i′ ◦ ci′(f̃i (b′)) = Φi′,i′(ci′(b′) +
(1,0, . . . ,0)). Utilisant la condition (3) on a alorsΦi′,i′(ci′(b′)+ (1,0, . . . ,0))=Φi′,i′ ◦ci′(b′)− (1,0, . . . ,0). Ainsi
Fi′(b) = Φi′,i′ ◦ ci′(b′) − (1,0, . . . ,0) = Fi′(b′) − (1,0, . . . ,0) = b−1

i′ (Φλ(b
′)) − (1,0, . . . ,0) = b−1

i′ (ẽiΦλ(b
′)) =

b−1
i′ (Φλ(f̃ib

′))= b−1
i′ (Φλ(b)). Puis utilisant la condition (2), on aFi(b)= b−1

i (Φλ(b)), pour tout mot réduiti.

4. L’involution de Schützenberger

4.1. L’involution i �→ i∗ de l’ensemble{1, . . . , n} est définie parw0(αi) = −αi∗ . Pour une suite d’indice
i = (i1, . . . , im), on posei∗ := (i∗1, . . . , i∗m). On noteδ l’automorphisme défini sur les générateurs par,

δ(Ei)=Ei∗ , δ(Fi)= Fi∗ , δ(Hi)=Hi∗ .

Comme en 2.3, pourλ dansP+, l’applicationδ induit un automorphisme deV (λ) notédλ qui préserve la bas
canonique. De plus pour tout élémentbi(t) deB(λ), on adλ(bi(t))= bi∗(t).

L’applicationηλ :=Φλ ◦ δλ correspond à l’involution de Schützenberger.
4.2. Nous pouvons donner le relèvement géométrique de l’applicationηλ. Soit i un mot réduit dew0. On pose

(l1, . . . , lN ) := b−1
i∗ ηλ(vλ).

Corollaire 4.1. Soit(t ′1, . . . , t ′N) = b−1
i∗ ηλ(ci(t1, . . . , tN )), alors t ′k = lk − tk − ∑

j>k aikij tj .
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