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Résumé

Soit G un groupe de Lie complexe semisimple simplement connexgy éa base canonique d’'un module de W&yteG.
On calcule explicitement en terme de paramétrisation I'action du plus long élément du groupe de \BgylGurutilise pour
cela les résultats de Berenstein et Zelevinski (Invent. Math. 82 (2001) 77-128) sur le relevement géorRétriguiter cet

article: S. Morier-Genoud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Geometrical lifting of the canonical base and Schitzenberger involution. Let G be a complex simply connected
semisimple Lie group, and léfy be the canonical base of a Weyl modieof G. We calculate explicitely the action of
the longest elementg of the Weyl group o3y in terms of parametrizations. The method is based on results of Berenstein
and Zelevinski (Invent. Math. 82 (2001) 77-128) on the geometric lifflogite this article: S. Morier-Genoud, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit G un groupe de Lie complexe semisimple simplement conneXwat sous groupe de Borel. L'algébre
R des fonctions régulieres sur la variété de drap&adB est engendrée par une base dite base canonique
duale, [7], qui posséde des propriétés remarquables de compatibilités avec certaines filtrations. Cette base adm
deux systéemes de paramétrisations, [3], la paramétrisation de Lusztig, et la paramétrisation en cordes. On introdu
en 2.3, un morphismeé, qui, & un automorphisme de diagramme prés, correspond a I'actian,d&l wg est
I'élément de longueur maximale du groupe de Weyl. Ce morphigmpréservant la base canonique, on cherche
a I'exprimer en terme de paramétrisations. Le résultat obtenu généralise a tout Gretipeur tout choix d'une
décomposition réduite deyg le résultat de [2, §8]. Un résultat remarquable est que pour un choix particulier
des paramétrisations, on obtient une expression affine. La combinatoire de la base canonique généralise celle d
tableaux de Young. Dans cette généralisation, le résultat présenté peut-étre vu comme un analogue de l'involutiol
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de Schitzenberger. La méthode utilisée est celle du relévement géométrique, objet introduit et utilisé dans un
série d’articles, [1,3], qui établit un lien entre les combinatoires de la base canonique et la géométrie de certaine:
variétés totalement positives. A l'aide de ce résultat, on montre dans [5] que I'on peut réaliser les cdnes de Lusztig
en termes de paramétrisations d’une partie de la base canonique. Une autre application de ce résultat concerne u
généralisation de [4] et permet en particulier de fournir explicitement des dégénérescences semi-toriques pour le
variétés de Richardson. Ces résultats sont plus largement développés dans [8].

2. Notationset préliminaires

2.1. Soit G un groupe de Lie complexe semisimple et simplement connexe. On fixe url teteun sous
groupe de BorelB de G. Soit N le radical unipotent deB. On noteB~ le sous groupe de Borel opposé et
N~ son radical unipotent. On note respectivemgnt), n, n—, lesC-algébres de Lie d&, T, N, N~. On
a la décomposition triangulaige=n~ @ h & n. Soit{x;}1<i<» Une base du systeme de racines correspondant a
cette décompositiom; étant le rang dg. On noteP le réseau des poids engendré par les poids fondamentaux
wi, 1<i<n,etPt:=) N-w; le semigroupe des poids entiers dominants. La matrice de Cartan associée a
g est notéda;;)1<;, j<n- On désigne paW le groupe de Weyl, engendre par les réflexignsorrespondant aux
racines simpleg;. Un mot réduit pourw € W est une suite d'indices= (iy, ..., i;) telle quew =s;, - --s;,, oU
£(w) := £ désigne la longueur de. Soitwg I'unique élément déV de longueur maximale. On pose = £(wo).

2.2. L'algebre enveloppante dg notéel{(g), est engendrée par les genérateyrs F;, H;, 1<i <n, etles
relations de Serre. On nofela base canonique dé(n™), eté;, f; les opérateurs de Kashiwara, [7,6]. Sodans
PT, on noteV (1) le module de Weyl de plus haut poidlset v, un vecteur de plus haut poids #&x). On note
B(/\) = V(1) N B qui est une base, dite canonique,¥de.). On désigne pav'OW le vecteur d&V (1) de plus bas
poids, appartenant &(1). Soiti un mot réduit dewg. On adopte les notations de [3, §3], on nbtezgo — B
la bijection correspondant a la parameétrisation de Lusztig de la base canonigug et Zgo la parameétrisation
en cordes de la bad®. On poseC; := ¢j(B) et Ci(A) := ¢j(B())). Pour deux mots réduitset i’, on définit les
applications de changement de parametnsatlt}n& b LToby: ZN — ZNO etR” ' =cyo(c)L:C— Clr

2.3. Soitw I'automorphisme dé{(g) défini sur les generateurs pa(E )= F,, w(F) =E;, w(H;)=—

Pour tout/(g)-moduleV, soit V* le module tordu par I'action de, i.e. comme espace vectoriél~ V< et mun|

de l'actionu x v = w(u)v, u € U(g), ve V. Si V est un module simple, alofg® I'est aussi. Ainsi pour tout

A€ PT, il existe unr® e PT tel queV (1) est isomorphe & (1*). Il existe donc un isomorphism#, d'espaces
vectoriels entreV (1) et V(A?) tel que @, (uv) = w(u)P, (v), u € U(g),v € V(1). Clairement,®, envoie un

vecteur de plus haut poids sur un vecteur de plus bas poids. D'aprés le lemme de Schur, ce morphisme est uniqu
a une constante multiplicative prés. On peut choisir la constante pour@yqis) = v'°W Par [7, 821],on a les
propriétes suivantes :

Proposition 2.1. On a(i) A% = —wq (%), (i) @1(By.) = Bye, (i) pourtoutl <i <n, &, f; =& P;.

3. Relévement géométrique

Dans cette partie on s'intéresse au relevement géométrique de I'applidgtiden utilisant les résultats de
[3], nous donnons une formule explicite pour I’applicati&qﬁlcpkci‘l qui donne la paramétrisation de Lusztig
"= (11, ...,1y) del'élémentd; (b) en fonction de la paramétrisation en corde (r1, ..., ty) d'un élémenb de
la base canonique.

3.1. Pourtout 1< i < n, on notey; : SL <— G l'injection canonique correspondant a la racine simpléPour
1<i < n,onconsidére les sous-groupes a un parametce deéfinis par

1 ¢ 1 0 oV t O %
xi(t)=<ﬂi<0 1>, yz'(t)=§0i<t 1>, teC; t’=<ﬂi<o t‘1>’ teC.

Lesx;(¢) (resp.y;(¢), t"‘iv), engendrend (resp.N—, H). On ales relations de commutation suivantes :
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14 x (1) = x (10 1) 14y (1) = yi (1) (1)
On définit deux antiautomorphismes involutifs @e x — xT, appelé transposition, et— x*, appelé inversion,
par:
VAT Y Y _ oV
x0T =yi@), y®OT=xi), () =1, O '=x@), yO =y@, ()=0r%.
NotonsGg := N~ HN I'ensemble des éléments d&qui admettent une décomposition (unique) gaussienne;;
on écrirax = [x]_[x]o[x]+ pourx € Go.
Pour toute suite d’indiceis= (i1, ..., i) et toutm-uplett = (¢4, ..., t,,) deC™, on note :
xi(t) = xiy (11) -+ xiy, (t), €0 X (1) := i (t)t; e iy, ()t ™
D’aprés [2], lesxj etx_j paramétrisent des sous variétéHeet en particulier pourun mot réduit dewvg, on a

e,wo wo,e

Théoréme 3.1. Il existe deux sous variétés dg notéed._)°, resp.L_y", telles que pour toutmot réduit dewp,

I'application x;, resp.x_i, réalise une bijection d&”, sur L% ¢°, resp.L”3°.

On noteﬁi‘/ = xi,_l oxj et I?:i" = x:ﬁ o x_j les applications de changement de paramétrisation. Un résultat
important de [3] donne que ces applications relévent géométriquement les appli&"tie’nB:{’ de changement
de paramétrisation de la base canonique. Plus précisément, utilisant les résultats sur les semicorps de [1], ©
définit une transformation de «tropicalisation », ndt¢fop. Brievement, I'application-1trop €st une application
entre le semicorp®-o(t1, ..., ty) desexpressions rationnelles sans soustractionen. ., ty et 'ensemble des
applications d&" dansZ et qui consiste a remplacer la multiplication par I'addition, la division par la soustraction
et 'addition par I'opératiom & b := min(a, b). On a d’aprés [3],

Théoréme 3.2. Les composantes d&i‘/)v et (E:ii/)v sont des expressions rationnelles sans soustractiofi), et
[(R)Y ()]top= R (1) ; (i) [(RZ))V(O)]rop=RZ] (1).

La notation(-)V signifie que I'on considére les formules analogues dans le dual de Langlad#sQie note
aussil-1trop I'application[-11rop appliquée sur chaque composante.

3.2. Soit¢ :_L’;’%’e — Ligo définie par (x) := [x‘T]4. En utilisant (1), on obtient aisément que I'application
est bien définie et plus précisément,

Proposition 3.3. Soiti = (i1, ..., iy) un mot réduit dewo, et(r}, ..., 1) = (xi_lo Lox_i)(t1,...,ty). Onaalors
i

;-1
="t Tljsrt
On peut maintenant donner la formule du relevement géométriqae de

Théoreéme 3.4. Soiti eti’ deux mots réduits deg, alors les composante{si‘1 o ¢ ox_i)¥ sont des expressions

rationnelles sans soustraction, gt ®;.c;, (1) = [(x; o ¢ 0 x_i)¥ () I1rop + b *®3.(v2).

On pose(l1,...,Iy) = bi‘ldﬁk(vk). Notons que ces constantes peuvent étre données explicitement, [5]. On
obtient alors la formule suivante :

Corollaire3.5. Pour (r}, ..., t4) = b *®yc7 e, oo tn), 1) =l — i — Y ok Gigij -

Démonstration. On fixe un poids. dansP*. Soit®; i/ : Cj(A) — Z" une famille d’applications indexée par deux
mots réduits devg vérifiant les trois conditions suivantes :
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(1) /0.0 =b"Pr(vi);
(2) i =Rl oDy =Pijpo R} ;
(3) Pourd;i(r, ..., tn) =(t1,....1y), 11+t ety k#1, sontdes fonctions de, ..., tx.

Le théoréme est une conséquence de la proposition suivante :
Proposition 3.6. On a,

(i) si (@) estune famille vérifiant les conditio()—(3), alors &; jy = bi‘lqbkc;l;
(i) la famille (@i ) définie pard; i (1) = [(x; 0 ¢ 0 x_i")¥ () Trop + b *®;.(v;.) Vérifie les conditiongl)—(3).

Démonstration. Prouvons le point (ii). Remarquant que pour t@ut expression rationnelle sans soustraction,
[Q1Trop(0, ..., 0) =0, (1) est clair. Utilisant 3.2 et 3.3 les points (2) et (3) sont clairs. Reste & montrer le point (i).
Soit (®; ;) une famille vérifiant les conditions (1)—(3), on peut définir des applicatign$ (1) — Zgo par

Fi(b) = ®; i o ci(b), b € B()). Ces applications ne dépendent pas’dBapres (2). Montrons par induction sur

le poids deb, que pour tout mot, Fj(b) = bi‘l(%(b)). Sib =y, C'est clair d'aprés (1). S = ﬁ(b’), on peut
choisir un mot réduit’ commencant pat, i’ = (i, i, ...,iy). On aF(b) = ®y o cir(fi(p)) = Dy i (cir (b)) +
(1,0,...,0)). Utilisant la condition (3) on a alom; i/ (ci'(b") + (1,0, ...,0)) = &y yoci(b') — (1,0,...,0). Ainsi

Fy(b) = Py ocyy (b)) — (L,0,...,0) = F(0) — (1,0,...,0) = b, 1 (@:(0)) — (1,0,...,0) = b, }(&;®,. (b)) =

b Y@ (fib)) = b, H(@;.(b)). Puis utilisant la condition (2), on B (b) = b, }(®,.(b)), pour tout mot réduit.

4. L’involution de Schitzenberger

4.1. Linvolution i — i* de I'ensemble(l, ..., n} est définie pamwo(a;) = —a;+. Pour une suite d'indice
i =(i1,...,im), ON poSE™* := (ij, ..., i,,). On notes 'automorphisme défini sur les génerateurs par,

8(Ei) = Ejx, 8(Fi) = Fix, 8(H;) = Hjx.

Comme en 2.3, pour dansP™, I'applications induit un automorphisme dg (i) notéd, qui préserve la base
canonique. De plus pour tout élémentr) deB()), on ad,, (bi(t)) = bi+(1).

L'applicationn, := @, o §, correspond a I'involution de Schiitzenberger.

4.2. Nous pouvons donner le relevement géométrique de I'applicagioBoiti un mot réduit davg. On pose

(1, .., In) == b s (vy).

Corollaire4.1. Soit(t], ..., 1) = b;lm(ci(tl, ..., ty)), alorst;, =l — . — Zj>k Qiij ;-
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