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INVARIANT L ET SÉRIE SPÉCIALEp-ADIQUE

PAR CHRISTOPHEBREUIL

RÉSUMÉ. – À chaque entierk � 2 et chaqueL ∈ Qp, on associe conjecturalement un espace de Ba
p-adiqueB(k,L) muni d’une action continue unitaire deGL2(Qp). On montre queB(k,L) existe bien
si k = 2 ou si k > 2 et L “provient” d’une forme modulaire de poidsk sur Γ0(pN) avec(p,N) = 1
et N = N−N+ où (N−,N+) = 1 et N− est le produit d’un nombre impair de nombres premiers.
BanachB(k,L) devraient “correspondre” (à torsion près par des caractères cristallins) aux représentati
semi-stables non-cristallines deGal(Qp/Qp) de dimension2 surQp.

 2004 Elsevier SAS

ABSTRACT. – To any integerk >= 2 and anyL ∈ Qp, we associate conjecturally ap-adic Banach
spaceB(k,L) endowed with a continuous linear action ofGL2(Qp). We prove thatB(k,L) does exist
either if k = 2 or if k > 2 andL is “coming from” a weightk eigenform onΓ0(pN) with (p,N) = 1
and N = N−N+ where(N−,N+) = 1 and N− is the product of an odd number of prime numbe
The BanachB(k,L) should “correspond” (up to torsionby crystalline characters) to2-dimensional non-
cristalline semi-stable representations ofGal(Qp/Qp) overQp.

 2004 Elsevier SAS

1. Préliminaires

1.1. Introduction

Soit p un nombre premier etf une forme modulaire parabolique nouvelle de poidsk � 2
surΓ0(Np) avec(N,p) = 1. Supposonsf vecteur propre des opérateurs de Hecke avec,
simplifier, des valeurs propres dansZ. Lorsquek = 2, l’invariantL def , notéL(f), a été défin
pour la première fois dans [20] par la formule :

log(q)−L(f) val(q) = 0

où val est la valuation normalisée parval(p) = 1, log est le logarithmep-adique normalisé pa
log(p) = 0 et où q ∈ Q×

p est tel queJ0(f)(Cp) � Cp/qZ, J0(f) étant la courbe elliptiqu
associée àf . Cet invariant intervient dans la comparaison entre valeurs spéciales des foncti
L complexe etp-adique def . Lorsquek � 2, trois définitionsa priori différentes deL(f) furent
données un peu plus tard dans [32,10] et [19]. On sait maintenant que cestrois définitions donnen
toutes la même valeur. La définition peut-être la plus parlante conceptuellement est c
[19] que nous rappelons maintenant. Soitρ la représentationp-adique deGal(Q/Q) associée
à f ; on sait que la composante localeρp = ρ|Gal(Qp/Qp) estsemi-stablenon cristalline. Il lui
correspond donc par le foncteur de Fontaine un(ϕ,N)-module filtréDst(ρp) de dimension2 et
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560 C. BREUIL

L(f) est par définitionle paramètre de la filtration de Hodge surDst(ρp) (voir e.g. [9], §4.3 ou
l’Exemple 1.3.5).

À la formef est aussi associée une représentation automorpheπ =
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AQ désigne les adèles deQ. La composante localeπp est, à une torsion non ramifiée près
représentation spéciale, ou Steinberg, deGL2(Qp) que l’on noteSt. C’est une représentatio
lisse irréductible deGL2(Qp) où il n’y a pas le moindre invariantL. Pour cette raison, alor
queL(f) est un invariantlocal enp côté Galois, il a le privilège d’être unanimement consid
comme un invariantglobalcôtéGL2.

La motivation à l’origine de ce travail (et aussi de [9,6,7] et [8], voir l’introduction de [5])
l’abolition de ce privilège.

Cette motivation est reliée à la question vague suivante : y a-t-il une “corresponda
Langlands” (globale ou locale) entre représentationsp-adiques continues de groupes de Ga
et certaines représentationsp-adiques continues de groupes linéaires ? En effet, si une
correspondance existe, alors dans notre cas particulier l’hypothétique représentationp-adique
Πp deGL2(Qp) associée àρp doit déterminerρp (à isomorphisme près) et doit donc conte
une donnée équivalente à la filtration de Hodge surDst(ρp). Autrement dit, les poids de Hodge
Tate(0, k − 1) et l’invariantL doivent être quelque part dans la représentationlocaleΠp.

Pour E une extension finie deQp contenantpk/2, notonsSymk−2E2 la représentation
algébrique deGL2(Qp) de plus haut poids(0, k−2) etSymk−2E2=|det |(k−2)/2⊗Symk−2E2

(où | · | est la normep-adique). Notre approche pour construireΠp est grossièrement la suivant
à chaque valeurL∈ E ⊂Qp devrait être associé unE-espace de Banachp-adiqueB(k,L) = Πp

muni d’une action continue deGL2(Qp) et obtenu (au moins pourk > 2) comme complétion
p-adique “convenable” (dépendant deL) deSymk−2E2 ⊗E St.

On donne dans cet article un procédé conjectural local de construction deB(k,L) pour toutk
et toutL (pourk = 2, le procédé n’est pas conjectural). En utilisant la théorie globale, on m
queB(k,L) existe vraiment pourk pair > 2 etL provenant des formes modulaires de poidk
surΓ0(pN) avec une hypothèse faible surN (voir ci-après).

Commençons par le procédé conjectural local. NotonslogL l’unique détermination du
logarithmep-adique telle quelogL(p) = L. On définit d’abord des représentations localem
analytiquesΣ(k,L) (au sens de [25]) faisant intervenirlogL et ayantSymk−2E2 ⊗E St
comme (sous-représentation sur les) vecteurs localement algébriques de la façon suivante.
fonction logL permet de construire une extension non triviale0 → 1 → σ(L) → 1 → 0 de
représentations du Borel supérieur deGL2(Qp). En tordant cette extension par le caract(

a b
0 d

)
�→ |ad|(k−2)/2dk−2 et en en prenant l’induite parabolique analytique au sens de [25

obtient une représentation localement analytique qui a6 facteurs de Jordan–Hölder topologiqu
Cette représentation possède un sous-quotient topologique naturelΣ(k,L) qui n’a plus que
3 facteurs et qui vérifieΣ(k,L) � Σ(k,L′) ⇒ L = L′ (voir §2.1). C’est le plus “petit” sous
quotient ayant cette propriété. Il a un unique sous-objet irréductible :Symk−2E2 ⊗E St. Si l’on
agranditE, la représentationΣ(k,L) est modifiée de façon évidente par extension des sca
de sorte qu’elle ne dépend pas vraiment deE.

Appelons réseau deΣ(k,L) tout sous-OE-module fermé deΣ(k,L) qui l’engendre surE et
qui ne contient pas deE-droite.

CONJECTURE1.1.1.1 – Pour toutk � 2 et toutL ∈ E ⊂ Qp, Σ(k,L) possède à commens
rabilité près un unique réseau stable parGL2(Qp).

J’ignore si l’on peut forcément choisir ce réseau topologiquement de type fin
OE [GL2(Qp)]. La définition conjecturale “brutale” (et provisoire) deB(k,L) est alors :

1 Cette conjecture est maintenantdémontrée (voir plus loin).
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DÉFINITION 1.1.2. – On définitB(k,L) comme le complété deΣ(k,L) par rapport à un
quelconque réseau stable parGL2(Qp).
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La conjecture 1.1.1 entraîne queB(k,L) doit de plus être topologiquement irréductible
k > 2.

PROPOSITION 1.1.3. –La Conjecture1.1.1 est vraie pourk = 2. De plus, B(2,L) est
admissible(au sens de[27]) de longueur2 et B(2,L) � B(2,L′) (isomorphisme topologiqu
GL2(Qp)-équivariant) si et seulement siL = L′.

En pratique, même lorsque l’on sait queΣ(k,L) possède un réseau stable parGL2(Qp), on
ignore si tous les autres lui sont commensurables. Il est donc plus commode de don
autre définition deB(k,L), toujours conjecturale mais plus facile à manier, comme complétio
de Σ(k,L) par rapport à une classe de commensurabilitéparticulière de réseaux stables p
GL2(Qp). Cette classe sera, en un certain sens, “minimale”.

Nous allons la définir par dualité. Il faut d’abord expliciter le dual topologiqueΣ(k,L)′

de Σ(k,L). Pour tout k � 2, soit O(k) l’espace usuel des fonctions rigides analytiq
E-rationnelles sur le demi-planp-adiqueΩ = Cp \ Qp ; munissonsO(k) de l’action à gauche
de GL2(Qp) de poidsk (à une torsion près, cf. (11)). SoitO(k,L) l’espace des fonctions su
Ω qui, en restriction à chaque affinoïde, sont de la forme : une fonction rigideE-rationnelle
+ uneE-combinaison linéaire de fonctionszn logL(z − zi) où n ∈ {0, . . . , k − 2} et zi ∈ Qp ;
munissonsO(k,L) de l’action à gauche deGL2(Qp) de poids2−k (à une torsion près, cf. (15)
La dérivation(k − 1)-ième donne une surjectionGL2(Qp)-équivarianteO(k,L) � O(k). Les
espacesO(k) etO(k,L) sont munis de topologies naturellesqui en font des espaces de Fréch

THÉORÈME 1.1.4. – Pour toutk � 2 et toutL ∈E ⊂Qp, on a un isomorphisme topologiqu
GL2(Qp)-équivariant:

O(k,L) � Σ(k,L)′.

Ce théorème généralise un théorème de dualité de Morita où il n’y avait pas de logar
[22]. Sa preuve, donnée en détail au §3, est assez calculatoire à cause des form
apparaissent lorsque l’on accouple les logarithmes des deux côtés (voir formules
Mais les calculs marchent si bien que l’auteur soupçonne fortement ces formules, ain
l’accouplement, d’avoir une interprétation conceptuelle.

Soit ΩU un affinoïdeE-rationnel “suffisamment grand” deΩ (ou plutôt ses points à valeu
dansCp, cf. §3.1) ; définissons :

O(k,L)U =
{
F ∈ O(k,L) |

∥∥(g ·F )
∣∣
ΩU

∥∥ � 1 ∀g ∈GL2(Qp)
}

où la norme‖ · ‖ est définie sur l’espace des fonctions surΩU sommes d’une fonctio
rigide surΩU et d’une combinaison linéaire finie dezn logL(z − zi) comme précédemmen
On peut montrer queO(k,L)U est un sous-OE-module compact deO(k,L) stable par
GL2(Qp) et queO(k,L)b = O(k,L)U ⊗ E est indépendant du choix deΩU . Il résulte de
[27] queHomOE (O(k,L)U ,E) (espace vectoriel des applications continuesOE-linéaires) es
naturellement un Banach surE muni d’une action continue “unitaire” (i.e. stabilisant un ouv
borné) deGL2(Qp) indépendant du choix deΩU .

DÉFINITION 1.1.5. – On définitB(k,L) = HomOE (O(k,L)U ,E).

Noter qu’on ignorea priori si B(k,L) 
= 0 pour k > 2 (car on ignore siO(k,L)U 
= 0). Si
O(k,L)U 
= 0, on peut montrer queB(k,L) est le complété deΣ(k,L) par rapport au réseau du
Θ(k,L)U deO(k,L)U (i.e. leOE-module des éléments deΣ(k,L) entiers contre tout éléme
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562 C. BREUIL

deO(k,L)U ) et que tout réseau deΣ(k,L) stable parGL2(Qp) contientpnΘ(k,L)U pour un
n convenable (d’où l’appellation “classe de commensurabilité minimale”, cf. précédemment).
Ainsi, cette deuxième définition deB(k,L) est conjecturalement équivalente à la précédente
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(équivalente sik = 2) et est celle que nous adoptons dans tout cet article. Pourk > 2, B(k,L)
est aussi le complété deSymk−2E2⊗E St par rapport au réseauΘ(k,L)U ∩(Symk−2E2⊗E St).

Lorsque k > 2, l’étude locale deB(k,L) semble non-triviale. La théorie des form
modulaires rigides analytiques combinée avec le Théorème 1.1.4 va montrer sans doul
pourk > 2 et pair, lesB(k,L), au moins pour certaines valeurs discrètes deL, sont non nuls e
tous distincts.

Pour Γ sous-groupe discret cocompact dansSL2(Qp), notonsSk(Γ) le E-espace vecto
riel des formes modulaires rigides analytiquesE-rationnelles de poidsk et niveauΓ, c’est-
à-dire, vu nos conventions,Sk(Γ) = O(k)

tΓ (t désigne la transposition usuelle des matric
Soit N ∈ N premier àp et tel queN = N−N+ avec (N−,N+) = 1 et N− produit d’un
nombre impair de nombres premiers. PourE suffisamment grand, on peut trouverΓ tel que
Sk(Γ) ↪→ Sk(Γ0(pN)) (formes modulaires paraboliques classiques de poidsk et niveaupN ),
l’injection étant compatible aux opérateurs de Hecke et ayant pour image les form
Sk(Γ0(pN)) nouvelles enp et aux places oùΓ “n’est pas de typeΓ0”. En particulier, l’image
contient toutes les formes nouvellesf ∈ Sk(Γ0(pN))nouv qui peuvent donc se “voir” comm
des formes rigidesF ∈ O(k)

tΓ, cf. §5.3.
Comme pourO(k,L)b, on définit par le même procédé

O(k)b =
{
F ∈ O(k) |

∥∥(g · F )|ΩU

∥∥ � 1 ∀g ∈ GL2(Qp)
}
⊗E

et on vérifie que la dérivationO(k,L) � O(k) induit pourk > 2 une injection O(k,L)b ↪→
O(k)b. De plus, on voit aisément queO(k)

tΓ ⊂ O(k)b.

THÉORÈME 1.1.6. – Supposonsk > 2. Soit f une forme modulaire propre nouvelle da
Sk(Γ0(pN)) (de sorte queL(f) ∈ E est bien défini) et soit F ∈ Sk(Γ) ⊂ O(k)b la forme
modulaire rigide associée. AlorsF ∈ O(k,L)b ⊆ O(k)b si et seulement siL= −L(f).

Du Théorème 1.1.6, on déduit (cf. §5.4) :

COROLLAIRE 1.1.7. – Soit Λ(k) déf= {−L(f), f forme propre nouvelle dansSk(Γ0(pN))
pourN de la formeN−N+ comme avant}⊂Qp.

(i) Pour toutL ∈ Λ(k), on aB(k,L) 
= 0. En particulierΣ(k,L) possède un réseau stab
par GL2(Qp).

(ii) SoitL∈Λ(k), L′ ∈Qp etE une extension finie deQp dansQp contenantL, L′ etpk/2.
Si B(k,L) ∼→ B(k,L′) est un isomorphismeE-linéaire continuGL2(Qp)-équivariant,
alorsL =L′.

La conjecture qui suit et ses conséquences rassemblent ce que l’auteur croit ê
localement sur les BanachB(k,L) pour k > 2 et donnent en particulier un lien local av
les représentations semi-stables non-cristallines absolument irréductibles de dimension2 de
Gal(Qp/Qp). Comme dans [29], notonsB(k,L)an le sous-E-espace vectoriel des vecteu
localement analytiques deB(k,L), c’est-à-dire les vecteursv tels que l’application orbite
g �→ g · v est une fonction localement analytique deGL2(Qp) dansB(k,L). C’est naturellemen
une représentation localement analytique deGL2(Qp).

4e SÉRIE– TOME 37 – 2004 –N◦ 4
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CONJECTURE 1.1.8. – Supposonsk > 2.
(i) L’applicationΣ(k,L) →B(k,L)an est un isomorphisme topologique.
(ii) SoitB(k,L)0 = {v ∈ B(k,L) | ‖v‖ � 1}, alors B(k,L)0 ⊗OE Fp est de longueur finie
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comme représentation(lisse) de GL2(Qp) sur Fp et sa semi-simplifiée correspond à
semi-simplifiée modulop de la représentation semi-stable non-cristallineV (k,L) (voir
l’Exemple1.3.5)selon la règle de[7], Définition1.1.

En particulier,B(k,L)0 ⊗OE Fp devrait être une “supersingulière” (cf. [6,7]) si et seulem
si V (k,L) est résiduellement irréductible etc. L’auteur espère revenir sur des cas particul
(ii) dans un travail en cours avec A. Mézard.

PROPOSITION1.1.9.2 – La Conjecture1.1.8a comme conséquences:
(i)? B(k,L) 
= 0 pour toutk et toutL.
(ii) ? B(k,L) est admissible(au sens de[27]) et, sik > 2, topologiquement irréductible.
(iii) ? Pour toutL,L′ ∈Qp, on aB(k,L) ∼→ B(k,L′) (isomorphisme topologiqueGL2(Qp)-

équivariant) si et seulement siL =L′.
(iv)? La Conjecture1.1.1est vraie etB(k,L) est l’unique complétion unitaire non-nulle d

Σ(k,L).

(Les ? sont là pour rappeler que les assertions sont conditionnelles à l’énoncé 1.1.8 pourk > 2.)
Notons au passage qu’un Banach peut être topologiquement irréductible sans que ses

localement analytiques forment une représentation localement analytique topologiq
irréductible.

Voici pour finir l’organisation de l’article. Le paragraphe 1 contient, outre l’introduc
et les notations, un petit “programme” de synthèse entre les résultats et conjectures
ceux de cet article et, plus généralement, ceux qu’on pourrait attendre, au vu de la situa
côté Gal(Qp/Qp) et théorie de Hodgep-adique, concernant des représentations du
Symk−2E2 ⊗E πp avec πp représentation lisse irréductible deGL2(Qp). Le paragraphe 2
contient la construction et les propriétés des représentationsΣ(k,L). Le paragraphe 3 contient
définition des espacesO(k) et O(k,L) ainsi que la preuve du Théorème 1.1.4. Le paragrap
contient la définition et les propriétés deO(k,L)b, O(k)b et B(k,L), la Conjecture 1.1.8 et l
preuve de la Proposition 1.1.9, l’examen du cask = 2 et la preuve (en utilisant [33] et [17]) qu
le BanachHomE(O(k)b,E) n’est, lui, jamais admissible sik > 2. Le paragraphe5 contient le
lien avec la théorie globale et les preuves du Théorème 1.1.6 et du Corollaire 1.1.7.

1.2. Notations et conventions

On fixe une clôture algébriqueQp deQp de corps résiduelFp et on noteCp la complétion
p-adique deQp et | · | la valeur absoluep-adique surCp donnée par|x| = 1/pval(x) oùval est la
valuationp-adique normalisée parval(p) = 1. Si E ⊂Qp est une extension finie deQp, OE est

son anneau d’entiers,mE son idéal maximal etFE
déf= OE/mE son corps résiduel.

On note G = GL2(Qp), K = GL2(Zp), P ⊂ G le sous-groupe de Borel des matric
triangulaires supérieures,I ⊂ K le sous-groupe d’Iwahori des matrices triangulaires supérie
modulop, I(1) le pro-p-sous-groupe deI etw =

(
0 1
1 0

)
.

On désigne park le poids modulaire, c’est un entier supérieur ou égal à2. Si k est impair,
on choisit une racine carrée

√
p de p de sorte quepk/2, p(k−2)/2, etc. sont définis. On not

2 Les énoncés (i), (ii) et (iii) ci-dessous ont été récemmentmontrés par Colmez. L’énoncé (iv) s’en déduit (
Prop. 4.4.4).
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Symk−2E2 la représentation algébrique évidente deG et, sipk/2 ∈E,

k−2 2 déf (k−2)/2 k−2 2
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Sym E = |det | ⊗ Sym E .

On noteSt la représentation de Steinberg deG, c’est-à-dire leE-espace vectoriel des fonctio
localement constantesH :P1(Qp) → E modulo les fonctions constantes muni de l’actio
gauche

((
a b
c d

)
·H

)
(z) = H(az+c

bz+d ).
On normalise la réciprocité locale en envoyant les Frobenius sur les inverses des un

santes. On noteε le caractère cyclotomiquep-adiqueGal(Qp/Qp) � Gal(Qp/Qp)ab → Z×
p .

Via la réciprocité localeQ×
p ⊂ Gal(Qp/Qp)ab, on aε(p) = 1 et ε|Z×

p
= Id. On voit que le

caractère central deSymk−2E2 est exactementεk−2.
Une fonction localement analytique d’une variété analytiquep-adique dans un espace

Banach est une fonction qui, dans une carte locale, s’écrit comme un développement an
usuel. PourL ∈ Qp, on notelogL :Cp \ {0} → Cp l’unique fonction (localement analytique
satisfaisant les propriétés suivantes :

logL(1− x) = −
+∞∑
n=1

xn

n
si |x| < 1,

logL(xy) = logL(x) + logL(y),

logL(p) = L.

On renvoie au livre [24] pour les notions d’analyse fonctionnellep-adique utilisées (espac
topologiques localement convexesp-adiques, espaces de Banachp-adiques, espaces de Fréc
p-adiques, duaux faibles et forts, ensemblesbornés, etc.). Tous les duaux topologiques s
implicitement munis de la topologieforte et tous les BanachB sont p-adiques et tels qu
||B‖ ⊂ |E| où E ⊂ Qp désigne les coefficients. On appelleGL2(Qp)-Banach unitaire tou
espace de BanachB muni d’une action deGL2(Qp) telle que pour toutv ∈ B les applications
GL2(Qp) → B, g �→ g · v sont continues et telle que, pour un choix de norme‖‖ sur B, on a
‖g · v‖ = ‖v‖ pour toutg ∈ GL2(Qp) et toutv ∈ B.

1.3. Stratégie et exemples

Soit E ⊂ Qp une extension finie deQp et V une représentation potentiellement semi-sta
deGal(Qp/Qp) sur unE-espace vectoriel de dimension2. La représentationV a deux poids de
Hodge–Tateλ1 � λ2. On fait surV les deux hypothèses suivantes :

(i) les poids de Hodge–Tate sont distincts, i.e.λ1 < λ2,
(ii) V est absolument irréductible.
L’objectif est d’associer àV une représentation continue deGL2(Qp) “naturelle” (d’un

point de vue arithmétique ou géométrique) sur un espace de Banach et quidéterminela classe
d’isomorphisme deV .

On peut dans un premier temps associer àV deux représentations deG sur unE-espace
vectoriel (quitte à agrandirE) :

(i) la représentation algébriqueAlg(V ) de plus haut poids(λ1, λ2 − 1),
(ii) la représentation lisse irréductibleLisse(V ) correspondant, via la correspondance

Heckeau sens de [12], à laF -semi-simplifiée de la représentation deWeil–Deligne
associée àV dans [16] (voir aussi [9], §2.2). Cette représentation de Weil–Delign
essentiellement le(ϕ,N)-module filtréDpst(V ) sans sa filtration.
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Un point important est que le couple(Alg(V ),Lisse(V )), ou ce qui revient au même
la représentation localement algébriqueAlg(V ) ⊗E Lisse(V ), ne déterminepas la classe
d’isomorphisme de la représentation galoisienneV : on a oublié la filtration surDpst(V ).

it

tion
e
n

me
ues

s
e

r si les

ition

n
t

L’étude présente du casV semi-stable suggèrea posteriori la stratégie suivante : on devra
pouvoir associer à chaqueV telle quedimELisse(V ) > 1 une représentation deG sur un
E-espace de BanachB(V ) satisfaisantau moinsles conditions suivantes :

(i) B(V ) est unG-Banach unitaire.
(ii) B(V ) est topologiquement irréductible et admissible (voir [27] ou §4.6).
(iii) Les vecteurslocalement algébriquesde B(V ), c’est-à-dire les vecteursv ∈ B(V )

tels que l’action d’un sous-groupe ouvert compact deG suffisamment petit surv est
algébrique, forment une représentation (localement algébrique)B(V )al deG isomorphe
àAlg(V )⊗E Lisse(V ).

(iv) Les vecteurslocalement analytiquesdeB(V ), c’est-à-dire les vecteursv ∈ B(V ) tels que
la fonctionG → B(V ), g �→ g · v est localement analytique, forment une représenta
(localement analytique au sens de [25])B(V )an de G dont la classe d’isomorphism
détermine celle deV . En particulier,B(V )an “contient” la filtration de Hodge. On a bie
sûrB(V )al ⊆B(V )an.

Notons queB(V )an est alors muni d’une topologie canonique (voir [29], §7). Com
déjà mentionné dans l’introduction,B(V )an peut avoir plusieurs composantes topologiq
de Jordan–Hölder même siB(V ) n’en a qu’une. L’avantage deB(V ) sur B(V )an est
son irréductibilité topologique et lefait que sa boule unité modulomE donne lieu à de
représentationslissesdeG en caractéristiquep. L’avantage deB(V )an surB(V ) est sa structur
analytique (on peut faire agir l’algèbre de Lie).

S’il existeB(V ) satisfaisant les conditions (i)–(iv) ci-dessus, on peut aussi se demande
duauxB(V )′an etB(V )′ ont une interprétation rigide analytique et si la boule unité mod.mE de
B(V ) prédit la semi-simplifiée mod.mE deV selon la règle donnée dans [7], Définition 1.1.

Remarque1.3.1. – LorsqueV est réductible, il faut probablement laisser tomber la cond
“B(V ) topologiquement irréductible”. Voir par exemple §4.5.

Exemple1.3.2. – SoitV comme précédemment cristalline et, quitte à tordreV , supposons
(λ1, λ2) = (0, k − 1) etdet(V ) = εk−1. On aV = V (k, ap) oùap ∈ mE etDpst(V (k, ap))∨ (le
(ϕ,N)-module filtré dual) est isomorphe àEe1 ⊕Ee2 avecN = 0 et :

{
ϕ(e1) = pk−1e2,

ϕ(e2) =−e1 + ape2,


FiliD = D si i � 0,

FiliD = Ee1 si 1 � i � k − 1,

FiliD = 0 si i � k

(cela utilise [11]). Supposonsap /∈ {±(pk/2 + pk/2−1)}, on a :

Alg(V )⊗E Lisse(V ) = Symk−2E2 ⊗E indG
P (µpk/2−1α−1

1
⊗ µpk/2α−1

2
)

où l’induite parabolique est l’induite lisse classique,(α1, α2) ∈ E2 sont les valeurs propres deϕ
etµλ(x) = λval(x) (voir [7], §3.2). On remarque qu’iciAlg(V )⊗E Lisse(V ) suffità déterminer
V (k, ap) puisqu’il n’y a pas de paramètre dans la filtration.

Voici un candidat pour le BanachB(V ) = B(k, ap). Par réciprocité de Frobenius, o
a une surjectionc-indG

KQ×
p
Symk−2E2 � Alg(V ) ⊗E Lisse(V ) où l’induite de gauche es

l’induite lisse à support compact moduloQ×
p ([7], §3.2). On noteΘ(k, ap) l’image du réseau
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c-indG
KQ×

p
Symk−2O2

E . Dans [7], il est conjecturé queΘ(k, ap) est toujours un réseau de

Alg(V ) ⊗E Lisse(V ), i.e. ne contient pas deE-droite. Si tel est le cas, on noteB(k, ap) le
G-Banach unitaire complété deAlg(V )⊗ Lisse(V ) par rapport àΘ(k, a ).

que
t que
al

e
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rte
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près)
te

tte à
re
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r une

ur avec
E p

THÉORÈME 1.3.3. –SupposonsdimELisse(V ) > 1 (i.e.ap /∈ {±(pk/2+pk/2−1)}) etk � 2p
(aveck 
= 4 si p = 2).

(i) LeOE-moduleΘ(k, ap) est un réseau deAlg(V )⊗E Lisse(V ).
(ii) Le BanachB(k, ap) est admissible.
(iii) Sival(ap) 
= 1, B(k, ap) est topologiquement irréductible.

Démonstration. –(i) est montré dans [7]. Par le Lemme 4.6.3, (ii) résulte du fait
Θ(k, ap) ⊗ Fp est une représentation de longueur finie ([7], Théorème 1.4) et du fai
l’espace des invariants sousI(1) d’une représentation lisse irréductible avec caractère centr
deG surFp est de dimension finie [1,2,6]. (iii) résulte du fait que dans ce casΘ(k, ap)⊗Fp est
algébriquement irréductible ([7], Théorème 1.4).�

La borne2p et les hypothèses “k 
= 4 si p = 2” et “val(ap) 
= 1” devraient être inutiles3 .
Notons que la semi-simplifiée modulomE de B(k, ap) = B(V ) semble effectivement prédir
la semi-simplifiée modulomE de V (voir [7], §6). Par ailleurs, déterminer la représentat
localement analytiqueB(k, ap)an et son dualB(k, ap)′an me semble une question ouve
intéressante.

Remarque1.3.4. – Le casap = ±(pk/2 + pk/2−1) dans l’Exemple 1.3.2 est particuli
puisqu’alorsAlg(V ) ⊗E Lisse(V ) = Symk−2E2 (à torsion quadratique près) n’est pas unG-
Banach unitaire. On peut néanmoins définirΘ(k, ap) comme leOE [G]-module intersection
de l’image dec-indG

KQ×
p
Symk−2O2

E dansSymk−2E2 ⊗ indG
P ‖ ⊗ ‖−1 avecSymk−2E2 ⊗ St

et conjecturer que c’est un réseau pour toutk dansSymk−2E2 ⊗ St (ça l’est pourk � 2p
par [7]). LeG-Banach unitaireB(k, ap) dans ce cas semble étrangement être (à torsion
la complétion deSymk−2E2⊗St par rapport àΘ(k, ap). Cette complétion est a priori différen

des complétions “semi-stables” deSymk−2E2 ⊗ St construites dans cet article.

Exemple1.3.5. – SoitV comme précédemment semi-stable non cristalline et, qui
tordreV , supposons(λ1, λ2) = (0, k − 1) et det(V ) = εk−1. À torsion près par un caractè
quadratique non ramifié, on aV = V (k,L) oùk � 3, L ∈ E etDpst(V (k,L))∨ est isomorphe à
Ee1 ⊕Ee2 avec :

{
N(e1) = e2,

N(e2) = 0,

{
ϕ(e1) = pk/2e1,

ϕ(e2) = pk/2−1e2,


FiliD = D si i � 0,

FiliD = E(e1 +Le2) si 1 � i � k − 1,

FiliD = 0 si i � k

(cela utilise [11]). Notons queAlg(V ) ⊗E Lisse(V ) = Symk−2E2 ⊗ St ne détermine pasV à
cause de l’invariantL. Pourk = 2, le module filtré ci-dessus correspond à des représenta
V (2,L) qui sont réductibles. La suite de cet article va consister en particulier à donne
construction (largement conjecturale) deB(V ) = B(k,L).

LorsqueLisse(V ) est une série principale quelconque (e.g. ramifiée), on devrait avoi
situation analogue à celle de l’Exemple 1.3.2 au sens oùAlg(V ) ⊗E Lisse(V ) détermine

3 Les (i), (ii) et (iii) du Th. 1.3.3 ont effectivement été montrés en général dans un travail en cours de l’aute
L. Berger.
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encoreV . LorsqueLisse(V ) est une série discrète quelconque (e.g. une supercuspidale), on
devrait avoir une situation analogue à celle de l’Exemple 1.3.5 au sens oùAlg(V )⊗E Lisse(V )
ne détermine pasV .

c-

-

e
logie

i
e

vexes

es
es

],
2. Des représentations localement analytiques

On construit les représentations localement analytiquesΣ(k,L) mentionnées dans l’introdu
tion. L’idée est de combiner logarithmep-adique et induction parabolique.

2.1. Construction des représentations

SoitL ∈Qp etEL = Qp(L,
√

p) ⊂Qp. Notons quelogL(Q×
p )⊆Qp(L) ⊆ EL. Soitσ(L) la

représentation suivante deP surE2
L = ELe1 ⊕ELe2 :

σ(L)
[(

a b
0 d

)]
(e1) = e1,

σ(L)
[(

a b
0 d

)]
(e2) =

(
logL(a)− logL(d)

)
e1 + e2.

On a donc une extension non scindée :0 → 1 → σ(L) → 1 → 0 où 1 désigne la représen
tation triviale. On poseσ(k,L) = σ(L) ⊗ χk où χk : P → E×

L est le caractère
(

a b
0 d

)
�→

|ad|(k−2)/2dk−2. Le caractère central deσ(k,L) estεk−2 (etσ(2,L) = σ(L)).
On noteindG

P σ(k,L) le EL-espace vectoriel des fonctionsf :G →ELe1 ⊕ELe2 localement
analytiques telles quef(bg) = σ(k,L)(b)(f(g)) pour toutb ∈ P , g ∈ G. Il s’injecte dans le
EL-espace vectorielCan(G,ELe1 ⊕ELe2) de toutes les fonctions localement analytiques dG
dansELe1 ⊕ ELe2 et on le munit de la topologie localement convexe induite par la topo
naturelle deCan(G,ELe1 ⊕ ELe2) (voir [25], §2). On note de mêmeindG

P χk le EL-espace
vectoriel des fonctionsf :G→EL localement analytiques telles quef(bg) = χk(b)f(g) (b ∈ P ,
g ∈ G) muni de la topologie induite par celle deCan(G,EL). On munitindG

P σ(k,L) et indG
P χk

de l’action à gauche continue deG usuelle :(g · f)(g′) = f(g′g).
Une suite exacte d’espaces vectoriels topologiques0 → V ′ → V → V ′′ → 0 est dite stricte s

la topologie deV ′ est induite par celle deV et si la topologie deV ′′ est la topologie quotient d
celle deV .

LEMME 2.1.1. – On a une suite exacte stricte d’espaces vectoriels localement con
compatible à l’action deG :

0 → indG
P χk → indG

P σ(k,L) s→ indG
P χk → 0.

Démonstration. –Le seul point non trivial est ques est bien surjective et stricte pour l
topologies. La décomposition d’IwasawaG = PK fournit par [15], Sa.4.1.4 des isomorphism
topologiques de restriction :

indG
P σ(k,L) ∼→ indK

P∩Kσ(k,L)|P∩K et indG
P χk

∼→ indK
P∩Kχk|P∩K .

La décomposition de BruhatK = I � (P ∩ K)wI fournit un isomorphisme topologique ([15
Kor.2.2.4 et Sa.4.1.4) :

indK
P∩Kσ(k,L)|P∩K

∼→ indI
P∩Kσ(k,L)|P∩K ⊕ indI

wPw∩Iσ(k,L)w|wPw∩I
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oùσ(k,L)w(g) = σ(k,L)(wgw) (resp. avecχk à la place deσ(k,L)). Enfin, par [15], Sa.4.3.1,
les deux applications : ( )

c
et

te

tion
On a

ologie
logie

l

t est

s de

ont
indI
P∩Kσ(k,L)|P∩K

∼→ Can Zp,E
2
L ,

f �→
(

x �→ f

[(
1 0
px 1

)])
,

indI
wPw∩Iσ(k,L)w|wPw∩I

∼→Can
(
Zp,E

2
L
)
,

f �→
(

x �→ f

[(
1 x
0 1

)])
sont des isomorphismes topologiques (resp. avecχk et Can(Zp,EL)). Le résultat découle don
du fait que la projectionCan(Zp,E

2
L) → Can(Zp,EL) sur une composante est surjective

stricte. �
Soit χ̃k :P → E×

L ,
(

a b
0 d

)
�→ |ad|(k−2)/2ak−1d−1, on a d’après [26], §4 une suite exac

stricte compatible àG d’espaces vectoriels localement convexes :

0 → Symk−2E2
L ⊗

(
indG

P 1
)lisse → indG

P χk → indG
P χ̃k → 0

où (indG
P 1)lisse désigne leEL-espace vectoriel des fonctions localement constantes surP\G à

valeurs dansEL avec action à gauche usuelle deG. Dans cette suite exacte, la représenta
de gauche est munie de la topologie localement convexe la plus fine (cf. [26], §4).
Symk−2E2

L ⊂ Symk−2E2
L ⊗ (indG

P 1)lisse : c’est le sous-espace deindG
P χk des polynômes

homogènes de degrék − 2 en les variablesc etd (en notant
(

a b
c d

)
un élément deG).

On définit les représentations suivantes deG :

Σ(k) déf= indG
P χk/Symk−2E2

L,

Σ(k,L) déf= s−1(Symk−2E2
L)/Symk−2E2

L

où s est la surjection du Lemme 2.1.1. On les munit de la topologie quotient de la top
induite parindG

P σ(k,L) (ou de manière équivalente de la topologie induite par la topo
quotient deindG

P σ(k,L)/Symk−2E2
L). Le caractère central deΣ(k) etΣ(k,L) estεk−2.

Rappelons ([25], §3) qu’une représentation continue deG sur un EL-espace vectorie
localement convexe séparé tonneléV est dite localement analytique si, pour toutv ∈ V ,
l’applicationG → V , g �→ g · v est localement analytique ([15], §2.1). Le théorème suivan
une conséquence facile de ce qui précède et des résultats de [25] et [26] :

THÉORÈME 2.1.2. – (i)Σ(k) et Σ(k,L) sont des représentations localement analytique
G sur desEL-espaces vectoriels localement convexes réflexifs.

(ii) On a une suite exacte stricte compatible àG :

0 →Σ(k) →Σ(k,L)→ Symk−2E2
L → 0.

(iii) Σ(k,L) (resp.Σ(k)) a trois (resp. deux) facteurs de Jordan–Hölder topologiques qui s
Symk−2E2

L ⊗ St, indG
P χ̃k etSymk−2E2

L (resp.Symk−2E2
L ⊗ St et indG

P χ̃k).

(iv) Σ(k) est une extension topologiquement non scindée deindG
P χ̃k par Symk−2E2

L ⊗ St.
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2.2. Un autre modèle

De façon analogue à [22], §3, on peut interpréterΣ(k,L) comme un espace de fonctions
es

me
nt

t

localement analytiques surQp ayant un certain comportement à l’infini modulo les polynôm
de degré� k − 2.

PROPOSITION 2.2.1. – Il existe une bijectionEL-linéaire compatible à l’action deG entre
s−1(Symk−2E2

L) et leEL-espace vectorielC(k,L) des fonctions localement analytiquesH sur
Qp à valeurs dansEL telles que pour|z| � 0 :

H(z) = zk−2

(
+∞∑
n=0

an

zn

)
− 2P (z) logL(z)(1)

oùan ∈EL, P (z) est un polynôme enz de degré� k − 2 à coefficients dansEL (dépendant de
H) et où l’action deG est donnée par:[(

a b
c d

)
·H

]
(z) = |ad− bc|(k−2)/2(bz + d)k−2

[
H

(
az + c

bz + d

)
+ P

(
az + c

bz + d

)
logL

(
ad− bc

(bz + d)2

)]
(2)

(prolongé par continuité enz tel quebz + d = 0).

Démonstration. –Si P (X,Y ) est un polynôme homogène de degré� k − 2 en les variables
X etY , on noteP (g) = P (c, d) pourg =

(
a b
c d

)
∈G. L’espace sous-jacent à :

s−1(Symk−2E2
L)⊗ |det |−(k−2)/2

est formé des fonctionsf :G → EL localement analytiques telles qu’il existe un polynô
Pf (X,Y ) homogène de degré� k − 2 à coefficients dansEL (nécessairement unique) vérifia
pourg ∈ G et

(
a b
0 d

)
∈ P :

f

((
a b
0 d

)
g

)
= dk−2

(
f(g) +

(
logL(a)− logL(d)

)
Pf (g)

)
.(3)

Un calcul montre que la fonctionFf (g) déf= f(g)−Pf (g) logL(det(g)) satisfait :

Ff

((
α β
0 1

)
g

)
= Ff (g)

pour tout
(

α β
0 1

)
∈ P , donc ne dépend que de(c, d) dansg =

(
a b
c d

)
puisque :(

α β
0 1

)(
a b
c d

)
=

(
aα + cβ bα + dβ

c d

)
.

De plus, siλ ∈Q×
p ↪→ G, un calcul facile donne :

Ff (λg) = λk−2
(
Ff (g)− 2Pf (g) logL(λ)

)
.(4)

On poseHf (z) déf= Ff

((
1 0
z 1

))
= f

((
1 0
z 1

))
pour z ∈ Qp : c’est une fonction localemen

analytique à valeurs dansEL vérifiant pourz 
= 0 :

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



570 C. BREUIL

Hf (z) = Ff

(
z

(
z−1 0
1 z−1

))
(4)

( ((
z−1 0

)) )

n

s

= zk−2 Ff 1 z−1 − 2Pf (1, z−1) logL(z)

= zk−2Ff

((
0 1
1 z−1

))
− 2zk−2Pf (1, z−1) logL(z).

CommeFf

((
0 1
1 z−1

))
est analytique enz−1 quand|z| � 0, Hf (z) vérifie bien une équatio

du type (1) pour |z| � 0 avec P (z) = zk−2Pf (1, z−1) = Pf (z,1). L’application f �→
Hf est clairementEL-linéaire. Si Hf ≡ 0, alors Ff

((
a b
c 1

))
≡ 0 pour

(
a b
c 1

)
∈ G,

zk−2Pf (1, z−1) logL(z) = 0 pour |z| � 0 et zk−2Ff

((
0 1
1 z−1

))
= 0 pour|z| � 0. DoncPf ≡

0 et f(g) = Ff (g) est nul sig =
(

a b
c d

)
avecd 
= 0 par (4) ou sig =

(
0 1
1 0

)
par continuité.

On en déduit facilementf ≡ 0 avec (3) d’où l’injectivité def �→ Hf . SoitH ∈ C(k,L), on pose
Pf (1, z) = zk−2P (z−1) et :

Ff

((
a b
c d

))
= dk−2

(
H(cd−1)− 2Pf (c, d) logL(d)

)
si d 
= 0,

Ff

((
a b
c 0

))
= ck−2

(
a0 − 2Pf (1,0) logL(c)

)
où a0 est le premier coefficient dans (1). Il est facile de vérifier quef(g) déf= Ff (g) +
Pf (g) logL(det(g)) est danss−1(Symk−2E2

L)⊗|det |− k−2
2 et a pour imageH par l’application

précédente, d’où sa surjectivité. La compatibilité à l’action deG est laissée au lecteur.�
On a de même un isomorphisme entreindG

Bχk et C(k) déf= {H ∈ C(k,L)|P ≡ 0}. On munit
C(k,L) (resp.C(k)) de la topologie déduite de celle des−1(Symk−2E2

L) (resp. deindG
Bχk).

COROLLAIRE 2.2.2. –On a des isomorphismes topologiques compatibles àG :

Σ(k)� C(k)/Symk−2E2
L,

Σ(k,L)� C(k,L)/Symk−2E2
L

où Symk−2E2
L ⊂ C(k) ⊂ C(k,L) est le sous-espace desH qui sont des polynômes enz de

degré� k − 2.

2.3. Questions de topologie

Précisons un peu la topologie surC(k,L) etC(k) (et donc surΣ(k) etΣ(k,L)).
SoitU = (Ui)0�i�s un recouvrement fini deQp par des ouvertsUi deux à deux disjoints tel

que :

U0 =
{
z ∈Qp | |z|> r0

}
,

Ui =
{
z ∈Qp | |z − zi| < ri

}
, 1 � i � s,

pour desri ∈ |E×
L | et deszi ∈ Qp. On définitC(k,L)U comme le sous-espace deC(k,L) des

fonctionsH telles que :
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H(z)|Ui =
+∞∑
n=0

ai,n(z − zi)n, 1 � i � s,(5)

t

n
donc
5

te
nge

.2.1
H(z)|U0 = zk−2
+∞∑
n=0

an

zn
− 2P (z) logL(z)(6)

avecan, ai,n ∈EL et |an|r−n
0 , |ai,n|rn

i bornés quandn→+∞. On définit aussi :

C(k)U
déf=

{
H ∈ C(k,L)U | P ≡ 0 dans (6)

}
.

On a une injection (non compatible àG) :

Symk−2E2
L ↪→C(k,L)U ,

P (z) �→ H(z) =
{

0 si |z|� r0,
−2P (z) logL(z) si |z|> r0

qui induit un isomorphismeEL-linéaireC(k,L)U � C(k)U ⊕ Symk−2E2
L. Les espacesC(k)U

et Symk−2E2
L sont tous les deux naturellement des Banach. PourSymk−2E2

L c’est évident e
pourC(k)U , il est bien connu que c’est un Banach pour la norme :∥∥H(z)

∥∥
U

= max
0�i�s

(∥∥H(z)|Ui

∥∥)
où‖H(z)|Ui‖ = supn�0 |ai,n|rn

i si i � 1 et ‖H(z)|U0‖ = supn�0 |an|r−n
0 . On munitC(k,L)U

de la topologie somme directe. PourH ∈ C(k,L)U , posons :

[H ]U (z) =
{

0 si |z|� r0,
−2P (z) logL(z) si |z|> r0

(7)

avecP (z) comme en (6), alorsC(k,L)U est un Banach pour la norme :∥∥H(z)
∥∥

U
= max

(∥∥(H − [H ]U
)
(z)

∥∥
U

, max
0�n�k−2

|bn|
)

(8)

où −2P (z) =
∑k−2

n=0 bnzn. Si U ′ est un recouvrement plus fin queU , les flèches de transitio
C(k)U → C(k)U ′ sont injectives, continues et compactes (cf. par exemple [21], §3.2),
aussi les flèchesC(k,L)U → C(k,L)U ′ car Symk−2E2

L est de dimension finie (cf. [24], §§
et 16). Il est clair par ailleurs qu’on a des isomorphismesEL-linéairesC(k,L) ∼→ lim

−→
C(k,L)U

etC(k) ∼→ lim
−→

C(k)U .

LEMME 2.3.1. – La topologie deC(k,L) = lim
−→

C(k,L)U (resp. deC(k) = lim
−→

C(k)U )

définie au§2.2est la topologie limite inductive([24], §5.E).

Démonstration. –Choisissant une sectionEL-linéaireSymk−2E2
L ↪→ C(k,L) de la surjection

C(k,L) � Symk−2E2
L, nécessairement continue pour les deux topologies deC(k,L), on a un

isomorphisme topologiqueC(k,L) � C(k) ⊕ Symk−2E2
L pour les deux topologies de sor

qu’il suffit de montrer le lemme pourC(k). À torsion près par un caractère (ce qui ne cha
pas la topologie), on aC(k) � indG

P 1 ⊗ dk−2. L’isomorphisme topologiqueindG
P 1 ⊗ dk−2 �

Can(Zp,EL) ⊕ Can(Zp,EL) de la preuve du Lemme 2.1.1 se traduit via la Proposition 2
par :
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C(k) ∼→Can(Zp,EL)⊕Can(Zp,EL),

H �→
(
x �→H(px)

)
⊕

(
x �→ xk−2H(x−1)

)
e
(voir

ite
on

-

isme

oser
e plus,

e
onc-

ré-
est
où x �→ xk−2H(x−1) est prolongé par continuité en0 en utilisant (1). Il est alors facile d
vérifier que la topologie de droite induit bien la topologie de la limite inductive à gauche
par exemple [24], §16 pour la topologie surCan(Zp,EL)). �
2.4. Étude des entrelacements

On regarde les entrelacementsentre les représentationsΣ(k,L).
Si l’on remplaceEL par une extension finie quelconqueE de EL, il est d’abord clair

que toutes les représentations du §2.1, en particulierSymk−2E2
L ⊗ St, Σ(k) et Σ(k,L), sont

remplacées par leur extension des scalaires deEL à E. On ne mentionnera pas dans la su
sur les représentations elles-mêmes cette dépendance triviale du corps des coefficients (que l’
s’autorise à agrandir si besoin est).

LEMME 2.4.1. – Deux représentationsΣ(k,L) et Σ(k′,L′) sont topologiquement iso
morphes(sur une extension finie communeE deEL etEL′ ) si et seulement sik = k′ etL= L′.

Démonstration. –On ak = k′ en regardant les caractères centraux. Fixons un isomorph
topologiqueψ :Σ(k,L) ∼→ Σ(k,L′) commutant àG. Par le Théorème 2.1.2,ψ préserve
Σ(k) = indG

P χk/Symk−2E2. Quitte à multiplier par un scalaire non nul, on peut supp
ψ|Σ(k) = Id par [25], Proposition 6.2 puisque cette représentation n’est pas scindée. D
il existeC ∈ E× tel queψ induit la multiplication parC :

Σ(k,L)/Σ(k)� Symk−2E2 ×C−→ Symk−2E2 � Σ(k,L′)/Σ(k).

Via la Proposition 2.2.1,ψ induit un isomorphisme :

C(k,L)/Symk−2E2 � C(k,L′)/Symk−2E2

qui est donc l’identité sur les classes desH analytiques à l’infini. SoitH ∈ C(k,L) avecP = 1 ;
notonsH ′ ∈ C(k,L′) un représentant de sa classe image (H ′ n’est pas ici la dérivée deH !),
alorsH ′(z) + 2C logL′(z) est analytique pour|z| � 0 par ce qui précède. Soita ∈ Q×

p , on
vérifie avec (2) que|a|−(k−2)/2

(
a 0
0 1

)
·H −H est analytique à l’infini. Puisqueψ|Σ(k) = Id, il

existe un élément deSymk−2E2, i.e. un polynômePa(z) de degré� k − 2, tel que :

|a|−(k−2)/2

(
a 0
0 1

)
·H −H = |a|−(k−2)/2

(
a 0
0 1

)
·H ′ −H ′ + Pa

c’est-à-direH(az)−H(z)+logL(a) = H ′(az)−H ′(z)+C logL′(a)+Pa(z) pour toutz ∈Qp.
En regardant le développement de ces fonctions au voisinage de0, on obtient que le term
constant dePa(z) + C logL′(a) − logL(a) est nul. En regardant le développement de ces f
tions à l’infini et en identifiant les termes constants, on en déduit−2 logL(a) = −2C logL′(a)
pour touta ∈Q×

p d’où il vient C = 1 etL =L′. �
LEMME 2.4.2. – La représentationΣ(k,L) a un seul sous-objet topologiquement ir

ductible, qui estSymk−2E2
L ⊗ St, et un seul quotient topologiquement irréductible, qui

Symk−2E2
L.
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Démonstration. –Vu le Théorème 2.1.2, il suffit de vérifier qu’il n’y a pas de section
G-équivariante (automatiquement continue)Symk−2E2

L ↪→ Σ(k,L). Supposons qu’une telle

section existe et soitH ∈ C(k,L) un représentant de l’image de1 ∈ Symk−2E2 , i.e.H vérifie

ve

e

s

-

5) qui

s

e

e

L
(1) avecP ≡ 1. Il existe un polynômePa(z) de degré� k − 2 tel que

|a|−(k−2)/2

(
a 0
0 1

)
·H −H = Pa,

soit H(az)− H(z) + logL(a) = Pa(z) pour toutz ∈ Qp. En regardant, comme dans la preu
d’avant, les termes constants en0 et à l’infini, on obtient−2 logL(a) = 0 pour touta ∈ Q×

p ce
qui est absurde. �

Pour un caractère localement analytiqueχ :Q×
p → E× (où E est une extension fini

quelconque deEL dansQp), posonsΣ(k,L, χ) déf= Σ(k,L) ⊗ (χ ◦ det). Des deux lemme
précédents, on déduit aisément :

COROLLAIRE 2.4.3. –SoitE une extension finie commune deEL etEL′ etχ,χ′ :Q×
p → E×

deux caractères localement analytiques, alors:
(i) HomG(Σ(k,L, χ),Σ(k′,L′, χ′)) 
= 0 si et seulement si(k,L, χ) = (k′,L′, χ′),
(ii) EndG(Σ(k,L, χ)) = E.

3. Un théorème de dualité

Le but de cette partie est de montrer que le dualΣ(k,L)′ deΣ(k,L) s’identifie topologique
ment et de façonG-équivariante à un certain espace de fonctions “logL-rigides” sur le demi-
plan de Poincarép-adique. Ce résultat est une extension d’un théorème de Morita ([22], §
concernait le dualΣ(k)′ deΣ(k).

3.1. Rappel de la dualité de Morita

On fixe un entierk � 2 et une extension finieE deQp dansQp. Soit Ω = Cp\Qp le demi-
plan de Poincarép-adique (ou plutôt ses points à valeurs dansCp). Soit U = (Ui)0�i�s un
recouvrement disjoint deQp dansCp comme au §2.3, c’est-à-direUi = {z ∈Cp | |z−zi| < ri},
ri ∈ |E×|, etc. On noteΩU l’affinoïde Cp\U ⊂ Ω et O(k)U les fonctions rigides analytique
E-rationnelles surΩU (la signification dek viendra de l’action deG), i.e. les fonctions
FU :ΩU →Cp de la forme :

FU (z) =
+∞∑
n=0

bnzn +
s∑

i=1

∞∑
n=1

bi,n

(z − zi)n
(9)

avecbn, bi,n ∈ E et |bn|rn
0 → 0, |bi,n|r−n

i → 0 quandn →+∞. L’algèbreO(k)U est une algèbr
de Banach pour la norme :

‖FU‖= max
z∈ΩU

∣∣FU (z)
∣∣

= max
(
max
n�0

|bn|rn
0 ,max

n�1
|b1,n|r−n

1 , . . . ,max
n�1

|bs,n|r−n
s

)
(10)

et siU ′ est plus fin queU , les applications de restrictionO(k)U ′ → O(k)U , FU ′ �→ FU ′ |ΩU sont

injectives et continues. On poseO(k) déf= lim
←−

O(k)U muni de la topologie de la limite projectiv
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([24], §5.D) et de l’action à gauche deG :[(
a b

) ]
−(k−2)/2 ad− bc

(
az + c

)
si
e
e la
c d
·F (z) = |ad− bc|

(bz + d)k
F

bz + d
(11)

où F ∈ O(k). L’application G × O(k) → O(k) est alors continue (voir [28], Lemme 1.3
k = 2, ou le Lemme 3.2.1) et on vérifie queQ×

p agit parε−(k−2). Comme il existe un systèm
cofinal dénombrable de recouvrementsU , O(k) est un espace de Fréchet (voir [24], preuve d
Proposition 16.5 ou [28], §1).

Soit U = (Ui)0�i�s comme ci-dessus,FU une fonction rigide analytique surΩU comme en
(9) etH une fonction deQp dansE comme en (5) et (6). On définit l’accouplementE-linéaire
à valeurs dansE :

〈FU ,H〉U,Mor
déf=

∑
Q∈P1(Qp)

resQ

(
FU (z)H(z)dz

)
(12)

où “resQ” signifie “résidu enQ”. Explicitement :

resQ

(
FU (z)H(z)dz

)
= 0 si Q /∈ {∞, z1, . . . , zs},

reszi

(
FU (z)H(z)dz

)
=

+∞∑
n=0

ai,nbi,n+1 si i ∈ {1, . . . , s},

res∞
(
FU (z)H(z)dz

)
=−

+∞∑
n=0

an+k−1bn +
s∑

i=1

k−2∑
n=0

an

k−1−n∑
m=1

bi,m res∞

(
zk−2−n

(z − zi)m
dz

)
et notons que les sommes infinies convergent bien (par exemple en écrivant

∑+∞
n=0 ai,nbi,n+1 =

ri

∑+∞
n=0(ai,nrn

i )( bi,n+1

rn+1
i

)).

Remarque3.1.1. – Le terme
∑s

i=1

∑k−2
n=0 an

∑k−1−n
m=1 bi,mres∞( zk−2−n

(z−zi)m dz) est oublié
dans [22].

Soit (F,H) ∈ O(k) × C(k), alors〈F |ΩU ,H〉U,Mor ne dépend pas deU tel queH ∈ C(k)U

([21], §3.4) et définit un accouplementE-linéaire continuG-équivariant ([22], §5) :

〈, 〉Mor :O(k)×C(k) → E

qui de plus s’annule surO(k)× Symk−2E.

THÉORÈME 3.1.2 ([22], Théorème 3, p. 293). –L’accouplement〈, 〉Mor induit un isomor-
phisme topologique compatible àG :

O(k) ∼→
(
C(k)/Symk−2E2

)′ = Σ(k)′.

Le cask = 2 de ce théorème est généralisé en dimension supérieure dans [28].
Nous utiliserons le lemme facile suivant :

LEMME 3.1.3. – Soit F ∈ O(k), H ∈ C(k), F (k−1) ∈ O(k), H(k−1) ∈ C(k) leur dérivée
(k − 1)-ième etQ ∈P1(Qp), alors :

resQ

(
F (k−1)(z)H(z)dz

)
= (−1)k−1resQ

(
F (z)H(k−1)(z)dz

)
.

En particulier〈F (k−1),H〉Mor = (−1)k−1〈F,H(k−1)〉Mor.
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Démonstration. –Par récurrence, il suffit de considérer le cask = 2. Dans un voisinage de
Q ∈P1(Qp), on a un développement de Laurent :

en

s

e

-
ntrer

ntinue
a

F (z)H(z)dz =
+∞∑

n=−∞
αn(z − zQ)n dz

et resQ(F (z)H(z)dz) = α−1 (si Q = ∞, F (z)H(z)dz de développe de façon analogue
z′ = 1/z, au lieu dez − zQ, pour|z| � 0). Comme :

(
F (z)H(z)

)′
dz =

+∞∑
n=−∞

(n + 1)αn+1(z − zQ)n dz

on aresQ((F (z)H(z))′ dz) = 0 pour toutQ ∈P1(Qp), d’où le résultat. �
3.2. Énoncé du théorème de dualité

On fixe L ∈ Qp et EL = Qp(L,
√

p). Soit U = (Ui)0�i�s comme au §3.1 ; définisson
O(k,L)U comme leEL-espace vectoriel des fonctionsFU :ΩU → EL de la forme :

FU (z) =
+∞∑
n=0

bnzn +
s∑

i=1

∞∑
n=1

bi,n

(z − zi)n
+

s∑
i=1

k−2∑
n=0

ci,nzn logL(z − zi)(13)

avec|bn|rn
0 → 0 et |bi,n|r−n

i → 0. C’est encore un Banach pour la norme :

‖FU‖= max
(
max
n�0

|bn|rn
0 , max

1�i�s
max
n�1

|bi,n|r−n
i , max

0�n�k−2
max
1�i�s

|ci,n|
)

(14)

et les restrictionsO(k,L)U ′ → O(k,L)U sont aussi injectives et continues lorsqueU ′ est plus fin

queU . On poseO(k,L) déf= lim
←−

O(k,L)U muni de la topologie de la limite projective. Comm

O(k), O(k,L) est un espace de Fréchet. On définit une action à gauche deG surO(k,L) par :[(
a b
c d

)
·F

]
(z) = |ad− bc|−(k−2)/2 (bz + d)k−2

(ad− bc)k−2
F

(
az + c

bz + d

)
.(15)

Son caractère central est encoreε−(k−2).

LEMME 3.2.1. – L’applicationG×O(k,L) →O(k,L), (g,F ) �→ g ·F est continue.

Démonstration. –Soit g ∈ G ; montrons d’abord queg :O(k,L) ∼→ O(k,L) est un automor
phisme continu. Par la propriété universelle de la topologie limite projective, il suffit de mo
que les applicationsprΩU

◦g :O(k,L) →O(k,L)U sont continues oùprΩU
désigne la restriction

àΩU . Il existeUg tel queprΩU
◦ g se factorise par :

O(k,L)
prΩUg

O(k,L)Ug

prΩU
◦g

O(k,L)U .

Comme les projections sont continues, il suffit de montrer que la flèche de droite est co
et on peut se restreindre au sous-espace deO(k,L)Ug des fonctions rigides analytiques. L
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continuité est alors évidente en utilisant (10) et le fait que|bz + d|k−2 est majoré surΩU .
Ensuite, les applications “orbites”G→ O(k,L), g �→ g ·F sont continues pour toutF . En effet,
on est ramené à montrer la continuité en1 ∈ G de l’applicationJ → O(k,L)U , g �→ g · FU où

cation
ue
.2) et
st

ces
r

ble à

[22],

u

t

FU ∈ O(k,L)U et J est un sous-groupe ouvert compact assez petit, ce qui est une vérifi
facile laissée au lecteur. L’applicationG × O(k,L) → O(k,L) est donc séparément contin
([24], §17). CommeO(k,L) est un espace de Fréchet, il est tonnelé ([24], Proposition 8
le théorème de Banach–Steinhaus ([24], Proposition 6.15) entraîne alors que l’application e
globalement continue.�

On noteO(2 − k)U (resp.O(2 − k)) le sous-EL-espace vectoriel fermé deO(k,L)U (resp.
O(k,L)) des fonctions rigides analytiques. En tant qu’espaces vectoriels topologiques,
espaces ne sont autres queO(k)U et O(k) mais l’action deG surO(2 − k) diffère (compare
(11) et (15)). Noter que le sous-EL-espace vectoriel desF (z) polynomiaux de degré� k− 2 est
aussi stable parG et fournit une injection (fermée)Symk−2E2

L ⊗ ε(det)−(k−2) ↪→ O(k,L). Le
lien entreO(k,L) etO(k) est le suivant :

PROPOSITION 3.2.2. – On a une suite exacte stricte d’espaces de Fréchet compati
l’action deG :

0 → Symk−2E2
L ⊗ ε(det)−(k−2) →O(k,L) σ→O(k) → 0

oùσ(F ) = F (k−1) (dérivée(k − 1)-ième deF ).

Démonstration. –L’exactitude à gauche et au centre est évidente. La continuité deσ et sa
compatibilité aux actions deG sont des vérifications faciles ou classiques (voir par exemple
p. 289). Par le théorème de l’image ouverte([24], Proposition 8.6), l’applicationσ est stricte dès
qu’elle est surjective. Montrons sa surjectivité. SoitU = (Ui)0�i�s un recouvrement comme a
§3.1 etU ′ = (U ′

i)0�i�s′ un recouvrement strictement plus fin queU , i.e. il existeε > 0 tel que :

ΩU ⊂
{
z ∈Cp | |z|� r′0 − ε

}
∪

⋃
1�i�s′

{
z ∈Cp | |z − z′i| � r′i + ε

}
.

SoitFU ′ ∈O(k)U ′ qu’on intègrek−1 fois terme à terme en une fonction notée
∫ (k−1)

FU ′ (avec

la déterminationlogL du logarithme). Il n’est pas sûr que
∫ (k−1)

FU ′ converge surΩU ′ à cause

des dénominateurs 1
n(n−1)···(n−k+2) apparaissant dans l’intégration, mais(

∫ (k−1)
FU ′ )|ΩU

converge (car 1
n(n−1)···(n−k+2) (

r′
i

r′
i
+ε)n → 0), i.e. on peut releverFU ′ ∈ O(k)U ′ dansO(k,L)U .

Un argument à la Mittag-Leffler utilisant le fait queKer(O(k,L)U → O(k)U ) est indépendan
deU (= Symk−2E2

L à torsion près) donne alors la surjectivité sur les limites projectives.�
Dans la suite, nous allons démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 3.2.3. – Il existe un isomorphisme topologique compatible àG :

O(k,L) ∼−→
(
C(k,L)/Symk−2E2

L
)′ = Σ(k,L)′
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qui s’insère dans un diagramme commutatif:

k−2 2 −(k−2) σ

te

elques
est
0 −→ Sym EL ⊗ ε(det) −→ O(k,L) −→ O(k) −→ 0

�
� �� ��

0 −→ (Symk−2E2
L)′ −→ Σ(k,L)′ −→ Σ(k)′ −→ 0

où la suite exacte du haut est celle de la Proposition3.2.2, celle du bas la duale de la suite exac
du Théorème2.1.2et où l’isomorphisme de droite est la dualité de Morita(Théorème3.1.2).

3.3. Logarithmes et résidus

Cette section contient quelques calculs de résidu avec la fonction logarithme et qu
lemmes combinatoires préliminaires qui seront utilisés aux §§3.4 et 3.5. Le premier lemme
laissé au lecteur.

LEMME 3.3.1. – Soitn etm deux entiers compris entre0 etk − 2, on a:

(−1)k−1res∞

(
zn logL

(
1− zi

z

)(
zm logL(z)

)(k−1)
dz

)

=


0,

(−1)m+1 m!(k − 2−m)!
n + m− (k − 2)

z
n+m−(k−2)
i

suivant respectivement les cas: {
n + m � k − 2,
n + m > k − 2.

LEMME 3.3.2. – (i)SoitN etM deux entiers positifs, on a:

N∑
i=0

(M + i)!
i!

=
(N + M + 1)!
N !(M + 1)

.

(ii) SoitN etM deux entiers positifs avecM � 1, on a:

N∑
i=0

i!
(M + i)!

=
1

M − 1

(
1

(M − 1)!
− (N + 1)!

(M + N)!

)
.

(iii) SoitN etM deux entiers positifs avecN � 1, on a:

N∑
i=1

(−1)i

(
N

i

) i∑
j=1

1
j + M

=− (N − 1)!M !
(N + M)!

.

Démonstration. –(i) Posons[M,i] = (M+i)!
i! , alors :

(M + 1)[M,i] = (i + 1)[M,i + 1]− i[M,i],
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d’où :

N∑ N+1∑ N∑ (N + M + 1)!

i

le
i=0

(M + 1)[M,i] =
i=1

i[M,i]−
i=0

i[M,i] = (N + 1)[M,N + 1] =
N !

.

(ii) se démontre de même en posant]M,i[= i!
(M+i)! et en écrivant :

(M − 1)]M,i[= i]M,i− 1[−(i + 1)]M,i[

pouri � 1.
(iii) En écrivant

(
N
i

)
=

(
N−1
i−1

)
+

(
N−1

i

)
, un calcul donne :

N∑
i=1

(−1)i

(
N

i

) i∑
j=1

1
j + M

= −
N−1∑
i=0

(−1)i

(
N − 1

i

)
1

i + 1 + M
.

Quitte à changer de notations, il suffit donc dedémontrer l’assertion suivante : soitN un entier
� 0 et M un entier� 1, alors

∑N
i=0(−1)i

(
N
i

)
1

i+M = N !(M−1)!
(N+M)! . L’énoncé est trivialement vra

pourN = 0. Supposons par récurrence qu’il est vrai pour toutN ′ < N et toutM . On a pour tout
M � 1 :

N+1∑
i=0

(−1)i

(
N + 1

i

)
1

i + M
=

N∑
i=0

(−1)i

(
N

i

)
1

i + M
+

N+1∑
i=1

(−1)i

(
N

i− 1

)
1

i + M

=
N !(M − 1)!
(N + M)!

− N !M !
(N + M + 1)!

=
(N + 1)!(M − 1)!

(N + 1 + M)!
. �

LEMME 3.3.3. – Soitn etm deux entiers compris entre0 etk − 2.
(i) Sin + m < k − 2 :

n∑
i=0

(k − 3−m− i)!
(n− i)!

=
(k − 2−m)!

n!(k − 2− (n + m))
.

(ii) Sin + m > k − 2 :

n∑
i=k−2−m

(−1)k−2−m−i

(n− i)!(i− (k − 2−m))!

k−3−i∑
j=0

1
m− j

−
k−3−m∑

i=0

(k − 3−m− i)!
(n− i)!

=
(k − 2−m)!

n!(n + m− (k − 2))
.

Démonstration. –(i) La somme se récrit
∑n

i=0
(k−3−(n+m)+i)!

i! et le résultat n’est autre que
(i) du Lemme 3.3.2 avecN = n etM = k − 3− (n + m).

(ii) La première somme du terme de gauche se récrit après réindexation :

n+m−(k−2)∑
i=0

(−1)i 1
i!(n + m− (k − 2)− i)!

m∑
j=i+1

1
j
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c’est-à-dire :

1
n+m−(k−2)∑ (

n + m− (k − 2)
) i∑ 1

récrit
ob-
−
(n + m− (k − 2))!

i=1

(−1)i

i
j=1

j

en utilisant
∑N

i=0(−1)i
(
N
i

)
= 0 avecN = n + m− (k − 2) � 1. On obtient :(

n + m− (k − 2)
)−1(

n + m− (k − 2)
)
!−1

par le (iii) du Lemme 3.3.2. La deuxième somme du terme de gauche se
−

∑k−3−m
i=0

i!
(n+m−(k−3)+i)! . En utilisant le (ii) du Lemme 3.3.2 et en sommant le tout, on

tient le résultat. �
COROLLAIRE 3.3.4. – Soitz0 ∈Q×

p etn etm deux entiers compris entre0 etk − 2, on a:

resz0

((
zn logL(z − z0)

)(k−1)
zm logL(z)dz

)

=



(−1)m+1 m!(k − 2−m)!
k − 2− (n + m)

1
z0

k−2−(n+m)
,

(−1)mn!m!
( m∑

i=1

1
i
−

n∑
i=1

1
i

+ logL(z0)
)

,

(−1)m m!(k − 2−m)!
n + m− (k − 2)

z0
n+m−(k−2)

suivant respectivement les cas : {
n + m < k − 2,
n + m = k − 2,
n + m > k − 2.

Démonstration. –Un calcul donne(zn logL(z − z0))(k−1) =
∑n

i=0
ci

(z−z0)k−1−i où :

ci = (−1)k−2−i n!(k − 2− i)!
(n− i)!

zn−i
0 et zm logL(z) =

k−2∑
i=0

di(z − z0)i + (z − z0)k−1(∗)

où :

di =



(
m

i

)
zm−i
0

(
logL(z0) +

i−1∑
j=0

1
m− j

)
si i � m,

(−1)i−1−m m!(i− 1−m)!
i!zi−m

0

si i � m + 1.

On a :

resz0

((
zn logL(z − z0)

)(k−1)
zm logL(z)dz

)
=

n∑
i=0

cidk−2−i = Σ1 + Σ2

où :

Σ1 =
k−3−m∑

i=0

cidk−2−i = (−1)m+1 n!m!

z
k−2−(n+m)
0

k−3−m∑
i=0

(k − 3−m− i)!
(n− i)!

,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



580 C. BREUIL

Σ2 =
n∑

i=k−2−m

cidk−2−i

.3.

donc
=
n!m!

z
k−2−(n+m)
0

n∑
i=k−2−m

(−1)k−2−i

(n− i)!(i− (k − 2−m))!

(
logL(z0) +

k−3−i∑
j=0

1
m− j

)
avecΣ2 = 0 si m + n < k − 2. Si n + m < k − 2, le résultat se déduit du (i) du Lemme 3.3

Si n + m > k − 2, le résultat se déduit de
∑n

i=k−2−m
(−1)k−2−i

(n−i)!(i−(k−2−m))! = 0 et du (ii) du
Lemme 3.3.3. Sin + m = k − 2, le calcul est immédiat et est laissé au lecteur.�
3.4. Définition de l’accouplement

SoitU = (Ui)0�i�s comme au §3.1,FU ∈ O(k,L)U etH ∈C(k,L)U . On peut écrire :

FU = FU,rig +
s∑

i=1

k−2∑
n=0

ci,nzn logL(z − zi),

H =
(
H − [H ]U

)
+ [H ]U

oùFU,rig ∈O(2 − k)U , ci,n ∈ EL et [H ]U ∈ C(k,L)U est la “tronquée” deH définie en (7).

DÉFINITION 3.4.1. – Avec les notations précédentes, on définit l’accouplementEL-linéaire à
valeurs dansEL :

〈FU ,H〉U déf=
〈
F

(k−1)
U ,H − [H ]U

〉
U,Mor

+ (−1)k−1
〈
FU,rig, [H ](k−1)

U

〉
U,Mor

+
s∑

i=1

k−2∑
n=0

ci,n

〈
zn logL(z − zi), [H ]U

〉
U

(16)

où 〈zn logL(z − zi), [H ]U 〉U est défini par linéarité à partir de :〈
zn logL(z − zi),

[
zm logL(z)

]
U

〉
U

déf=



0,

(−1)m+1n!m!
( m∑

ι=1

1
ι
−

n∑
ι=1

1
ι

)
,

(−1)m+1 m!(k − 2−m)!
n + m− (k − 2)

z
n+m−(k−2)
i

(17)

suivant respectivement les cas : {
n + m < k − 2,
n + m = k − 2,
n + m > k − 2.

Notons que les dérivées(k − 1)-ièmes dans (16) ne contiennent plus de logarithmes et
(16) a bien un sens. Par ailleurs, on a par linéarité et le Lemme 3.3.1 :〈

zn logL(z − zi), [H ]U
〉

U
=

〈
zn logL(z), [H ]U

〉
U

+ (−1)k−1res∞

(
zn logL

(
1− zi

z

)
H(k−1)(z)dz

)
.(18)
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LEMME 3.4.2. – Avec les notations précédentes, siFU = FU,rig alors :

〈FU ,H〉U = (−1)k−1
〈
FU ,H(k−1)

〉
.

n

ui
Là

i

ment
U,Mor

Démonstration. –C’est une conséquence de (16) et du Lemme 3.1.3.�
LEMME 3.4.3. – L’accouplement〈, 〉U induit une application continue:

O(k,L)U →C(k,L)′U .

Démonstration. –De (12), on déduit aisément que〈, 〉U,Mor induit une application injective
continueO(k)U →C(k)′U et que la norme induite :

sup
H∈C(k)U\{0}

|〈FU ,H〉U,Mor|
‖H‖U

sur O(k)U est équivalente à la norme initiale (10). SoitFU ∈ O(k,L)U , alors l’application
H �→ 〈FU ,H〉U est continue (H ∈ C(k,L)U ). En effet, il suffit de le montrer en restrictio

à C(k)U , auquel cas〈FU ,H〉U = 〈F (k−1)
U ,H〉U,Mor par (16) et le résultat découle de ce q

précède. On a doncO(k,L)U → C(k,L)′U . Montrons que cette application est continue.
encore, il suffit de se restreindre àO(2 − k)U ⊂ O(k,L)U . Soit FU ∈ O(2 − k)U ; en utilisant
le Lemme 3.4.2, le fait que la dérivée(k − 1)-ièmeC(k,L)U → C(k)U est continue et ce qu
précède, on acU,1, cU,2 ∈ |E×

L | tels que :

sup
H∈C(k,L)U\{0}

|〈FU ,H〉U |
‖H‖U

= sup
H∈C(k,L)U\{0}

|〈FU ,H(k−1)〉U,Mor|
‖H‖U

� cU,1 sup
H∈C(k,L)U ,H(k−1) 
=0

|〈FU ,H(k−1)〉U,Mor|
‖H(k−1)‖U

� cU,1 sup
H∈C(k)U\{0}

|〈FU ,H〉U,Mor|
‖H‖U

� cU,2‖FU‖

ce qui veut dire la continuité deO(2− k)U →C(k,L)′U . �
LEMME 3.4.4. – Soit U = (Ui)0�i�s et U ′ = (U ′

i)0�i�s′ deux recouvrements deQp dans
Cp comme au§3.1avecU ′ plus fin queU , FU ′ ∈ O(k,L)U ′ et H ∈ C(k,L)U ⊂ C(k,L)U ′ .
Alors :

〈FU ′ ,H〉U ′ = 〈FU ′ |ΩU ,H〉U .

Démonstration. –Par le Lemme 3.4.2 et le fait que l’assertion est vraie avec l’accouple
de Morita〈, 〉Mor (§3.1), on peut supposer par linéaritéFU ′ = zn logL(z − z′i) où i ∈ {1, . . . , s′}
etU ′

i = {z ∈Qp | |z − z′i| < r′i}. Si U0 = {z ∈Qp | |z|> r0} etU ′
0 = {z ∈Qp | |z|> r′0} (avec

r0 � r′0), définissons[H ]U comme en (7) et[H ]U ′ de façon similaire avecr′0 au lieu der0.
Comme on a d’après (16) et le §3.1 :〈

zn logL(z − z′i),H − [H ]U
〉

U ′ =
〈(

zn logL(z − z′i)
)(k−1)

,H − [H ]U
〉

U ′,Mor

=
〈(

zn logL(z − z′i)|ΩU

)(k−1)
,H − [H ]U

〉
U,Mor

=
〈
zn logL(z − z′i)|ΩU ,H − [H ]U

〉
U
,
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on peut supposerH = [H ]U ∈ C(k,L)U , c’est-à-dire[H ]U = [zm logL(z)]U par linéarité avec
0 � m � k − 2. Rappelons qu’on a|z′i| � r′0 par définition. Deux cas se présentent :|z′i| � r0 ou
|z′i|> r0.
Premier cas: |z′i|� r0. On a :〈
zn logL(z − z′i), [H ]U

〉
U ′ =

〈(
zn logL(z − z′i)

)(k−1)
, [H ]U − [H ]U ′

〉
U ′,Mor

+
〈
zn logL(z − z′i), [H ]U ′

〉
U ′

=
〈
zn logL(z − z′i), [H ]U ′

〉
U ′

car le premier terme est nul par un calcul de résidu. Donc〈zn logL(z − z′i), [H ]U 〉U ′ est
défini par les formules (17). Soitj ∈ {1, . . . , s} l’unique élément tel quez′i ∈ Uj ; écrivons
Uj = {z ∈Qp | |z − zj |< rj}, alors :

zn logL(z − z′i)|ΩU = zn logL

(
1− z′i − zj

z − zj

)
+ zn logL(z − zj) ∈ O(k,L)U

et on a : 〈
zn logL(z − z′i)|ΩU , [H ]U

〉
U

=
〈
zn logL(z − zj), [H ]U

〉
U

+ X

où d’après (16), le §3.1 et l’hypothèse :

X =
〈

zn logL

(
1− z′i − zj

z − zj

)
, [H ]U

〉
U

= (−1)k−1

〈
zn logL

(
1− z′i − zj

z − zj

)
, [H ](k−1)

U

〉
U,Mor

= (−1)k−1res∞

(
zn logL

(
1− z′i − zj

z − zj

)(
zm logL(z)

)(k−1)
dz

)
.

Si n + m < k − 2, on aX = 0 et 〈zn logL(z − zj), [H ]U 〉U = 0. Si n + m = k − 2, on aX = 0
et 〈

zn logL(z − zj), [H ]U
〉

U
= (−1)m+1n!m!

(
m∑

ι=1

1
ι
−

n∑
ι=1

1
ι

)
.

Si n + m > k − 2, on a par (18) :

〈
zn logL(z − zj), [H ]U

〉
U

= (−1)k−1res∞

(
zn logL

(
1− zj

z

)(
zm logL(z)

)(k−1)
dz

)
.

Comme :

logL

(
1− z′i − zj

z − zj

)
+ logL

(
1− zj

z

)
= logL

(
1− z′i

z

)
,(19)

on en déduit dans ce cas :

〈
zn logL(z − z′i)|ΩU , [H ]U

〉
U

= (−1)k−1res∞

(
zn logL

(
1− z′i

z

)(
zm logL(z)

)(k−1)
dz

)
.

Dans les trois cas, on a bien〈zn logL(z − z′i), [H ]U 〉U ′ = 〈zn logL(z − z′i)|ΩU , [H ]U 〉U .
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Deuxième cas: |z′i|> r0 (doncz′i 
= 0). On a cette fois :〈(
zn log (z − z′)

)(k−1)
, [H ]U − [H ]U ′

〉
= resz′

((
zn log (z − z′)

)(k−1)
zm log (z)dz

)

t
eur

que
de
L i U ′,Mor i L i L

et le Corollaire 3.3.4 et la formule (17) donnent :

〈
zn logL(z − z′i), [H ]U

〉
U ′ =


(−1)m+1 m!(k − 2−m)!

k − 2− (n + m)
1

z′i
k−2−(n+m)

,

(−1)mn!m! logL(z′i),
0

suivant respectivement les cas : {
n + m < k − 2,
n + m = k − 2,
n + m > k − 2.

On a par ailleurs :

zn logL(z − z′i)|ΩU = zn logL(z′i) + zn logL

(
1− z

z′i

)
∈ O(2− k)U ⊂ O(k,L)U

d’où par (16) :〈
zn logL(z − z′i)|ΩU , [H ]U

〉
U

= (−1)k−1
〈
zn logL(z′i), [H ](k−1)

U

〉
U,Mor

+ (−1)k−1

〈
zn logL

(
1− z

z′i

)
, [H ](k−1)

U

〉
U,Mor

= (−1)k−1res∞
(
zn logL(z′i)

(
zm logL(z)

)(k−1)
dz

)
+ (−1)k−1res∞

(
zn logL

(
1− z

z′i

)(
zm logL(z)

)(k−1)
dz

)
.

Un calcul montre que : sin + m > k − 2, les deux résidus sont nuls, sin + m = k − 2, le
deuxième est nul et le premier vaut(−1)mm!n! logL(z′i), si n + m < k− 2, le premier est nul e
le deuxième vaut(−1)m+1 m!(k−2−m)!

k−2−(n+m)
1

z′
i
k−2−(n+m) . Dans les trois cas, on retrouve bien la val

de〈zn logL(z − z′i), [H ]U 〉U ′ . �
Soit (F,H) ∈ O(k,L) × C(k,L), alors 〈F |ΩU ,H〉U ne dépend pas deU tel que H ∈

C(k,L)U grâce au Lemme 3.4.4 et définit un accouplementEL-linéaire :

〈, 〉 :O(k,L)×C(k,L) →EL.

LEMME 3.4.5. – (i)Si F est un polynôme de degré� k − 2, alors :

〈F,H〉= (−1)k−1
〈
F,H(k−1)

〉
Mor

= (−1)k−1
〈
F, [H ](k−1)

U

〉
Mor

pour toutU tel queH ∈C(k,L)U .
(ii) SiH est un polynôme de degré� k − 2, alors〈F,H〉 = 0.

Démonstration. –(i) résulte du Lemme 3.4.2 et de (16). (ii) résulte de (16) et du fait
[H ]U = 0 et 〈F (k−1),H〉Mor = 0 puisqueF (k−1)H est dans ce cas une fonction rigide, donc
résidu total nul. �
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



584 C. BREUIL

COROLLAIRE 3.4.6. – L’accouplement〈, 〉 induit une application continue:

O(k,L) −→C(k,L)′

e

s
es

3.1
.5.

utatif
Comme
me

ict

e

ème
qui se factorise par le sous-espace
(
C(k,L)/Symk−2E2

L
)′

et s’insère dans un diagramm
commutatif:

0 −→ Symk−2E2
L ⊗ ε(det)−(k−2) −→ O(k,L) σ−→ O(k) −→ 0

�
� � ��

0 −→ (Symk−2E2
L)′ −→

(
C(k,L)

Symk−2E2
L

)′
−→

(
C(k)

Symk−2E2
L

)′
−→ 0

où l’isomorphisme de droite est la dualité de Morita(Théorème3.1.2).

Démonstration. –Par les Lemmes 3.4.4 et 3.4.3, les accouplements〈, 〉U induisent une famille
compatible d’applications continues :O(k,L)U → C(k,L)′U qui induit, en composant avec le
projections continuesO(k,L) → O(k,L)U , une famille compatible d’applications continu
O(k,L) → C(k,L)′U . On obtient donc que〈, 〉 induit une application continueO(k,L) →
C(k,L)′ puisque la topologie surC(k,L)′ est celle de la limite projective d’après le Lemme 2.
et [24], Proposition 16.10. Le reste résulte facilement de la définition (16) et du Lemme 3.4�

COROLLAIRE 3.4.7. – L’application continueO(k,L) → (C(k,L)/Symk−2E2
L)′ est un

isomorphisme topologique.

Démonstration. –La bijectivité est une conséquence immédiate du diagramme comm
du Corollaire 3.4.6 puisque les deux autres flèches verticales sont des isomorphismes.
les deux espacesO(k,L) et (C(k,L)/Symk−2E2

L)′ sont des Fréchet, c’est un isomorphis
topologique par le théorème de l’image ouverte ([24], Proposition 8.6).�
3.5. Invariance sousG de l’accouplement

SoitL(k,L) ⊂O(k,L) le sous-EL-espace vectoriel engendré par les polynômes enz de degré
inférieur ou égal àk− 2 et par les fonctionszn logL(z − a) pour0 � n � k− 2 eta ∈Qp. Il est
stable par l’action deG (15) et possèdeSymk−2E2

L ⊗ ε(det)−(k−2) comme sous-espace str
invariant (celui des polynômes).

LEMME 3.5.1. – Le sous-espaceL(k,L) est dense dansO(k,L).

Démonstration. –Il s’agit de montrer queL(k,L) = O(k,L) où L(k,L) est la fermeture d
L(k,L) dansO(k,L). En vertu de la Proposition 3.2.2,σ(L(k,L)) est encore un sous-EL-
espace vectoriel fermé stable parG dansO(k). Comme il contient1z = 1

(k−2)!σ(zk−2 logL(z)),

on a σ(L(k,L)) = O(k) par ([21], p. 897) (cela se déduit aussi par réflexivité du Théor
3.1.2 et du Théorème 2.1.2). CommeL(k,L) contient aussiSymk−2E2

L ⊗ ε(det)−(k−2) par
construction, on déduit le résultat de la Proposition 3.2.2.�

Pour P (z) un polynôme de degré� k − 2 à coefficients dansEL et r ∈ |E×
L |, notons

[P (z) logL(z)]r ∈ C(k,L) la fonction nulle si|z| � r et valantP (z) logL(z) si |z| > r. Nous
aurons besoin des deux lemme suivants, dont le premier généralise (18) :
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LEMME 3.5.2. – Soitz0, z1 ∈Qp etH ∈ C(k,L) tels queH(z) = 0 dans un voisinage dez0

et z1. On a:〈 〉 〈 〉

19)

n

zn logL(z − z0),H = zn logL(z − z1),H

+ (−1)k−1res∞

(
zn logL

(
1− z0 − z1

z − z1

)
H(k−1)(z)dz

)
.

Démonstration. –Si H ∈C(k), la formule résulte de (16), du Lemme 3.1.3 et de l’égalité (
avec(z0, z1) au lieu de(z′i, zj). On est donc ramené àH = [zm logL(z)]r avec|zi| � r pour
i = 0,1. Si n + m � k − 2, le résidu est nul et l’égalité vaut par (17). Sin + m > k − 2, on voit
en utilisant (19) et (18) que le résidu vaut exactement :〈

zn logL(z − z0),H
〉
−

〈
zn logL(z − z1),H

〉
. �

LEMME 3.5.3. – Soitr ∈ |E×
L |, h ∈ Qp et n et m deux entiers compris entre0 et k − 2 tels

quen + m > k − 2, on a:〈
(z + h)n logL(z),

[
(z + h)m logL(z)

]
r

〉
= hn+m−(k−2)

(
(−1)m+1 m!(k − 2−m)!

n + m− (k − 2)
+ (−1)k−2−n n!(k − 2− n)!

n + m− (k − 2)

)
.

Démonstration. –Le terme de gauche vaut d’après (17) :

hn+m−(k−2)
n∑

i=k−2−m

(
n

i

)(
m

k − 2− i

)〈
zi logL(z),

[
zk−2−i logL(z)

]
r

〉
= n!m!hn+m−(k−2)

n∑
i=k−2−m

(−1)k−2−i

(n− i)!(m− (k − 2) + i)!

(
i∑

ι=1

1
ι
−

k−2−i∑
ι=1

1
ι

)
= n!m!hn+m−(k−2)

(
Σ(n,m) + (−1)k−1Σ(m,n)

)
où :

Σ(n,m) =
n∑

i=k−2−m

(−1)k−2−i

(n− i)!(m− (k − 2) + i)!

i∑
ι=1

1
ι

=
(−1)m

(n + m− (k − 2))!

n+m−(k−2)∑
i=1

(−1)i

(
n + m− (k − 2)

i

) i∑
ι=1

1
ι + k − 2−m

(on a utilisé
∑n+m−(k−2)

i=0 (−1)i
(
n+m−(k−2)

i

)
= 0) et oùΣ(m,n) est la même expression e

inversantn etm. Or :

Σ(n,m) = (−1)m+1 (k − 2−m)!
n!(n + m− (k − 2))

par le (iii) du Lemme 3.3.2 et idem pourΣ(m,n) en inversantn etm, d’où le résultat. �
PROPOSITION 3.5.4. – Soitg ∈G, F ∈ L(k,L) etH ∈C(k,L), alors :

〈g ·F, g ·H〉 = 〈F,H〉.
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Démonstration. –Si F est un polynôme, l’assertion résulte du Lemme 3.4.5 et du §3.1.
On suppose doncF = zn logL(z − z0) avecn ∈ {0, . . . , k − 2} et z0 ∈ Qp. Si H ∈ C(k),
l’assertion résulte de (16) et du §3.1. On suppose doncH = [zm logL(z)]r avecr ∈ |E×

L | tel
at
que|z0| � r. L’assertion est triviale pourg dans le centre deG. Par la décomposition de Bruh

G = P− � P−wP− où P− ⊂ G est le Borel inférieur, il suffit de la montrer pourg =
(

a 0
0 1

)
aveca ∈Q×

p , g =
(

1 0
h 1

)
avech ∈Qp etg = w.

Premier cas: g =
(

a 0
0 1

)
. On a :

g ·F = |a|−(k−2)/2an−(k−2)

(
zn logL(a) + zn logL

(
z − z0

a

))
par (15) et :

g ·H =


−|a|(k−2)/2 am

2
zm logL(a) si |z|� r

a
,

|a|(k−2)/2

(
am

2
zm logL(a) + amzm log(z)

)
si |z|> r

a

par (2). Donc〈g ·F, g ·H〉= X + Y + Z où :

X = |a|−(k−2)/2an−(k−2)
〈
zn logL(a), g ·H

〉
=

logL(a)
ak−2−(n+m)

(−1)k−1res∞
(
zn

(
zm logL(z)

)(k−1)
dz

)
,

Y = |a|−(k−2)/2an−(k−2)

〈
zn logL

(
z − z0

a

)
, g ·H − |a|(k−2)/2am

[
zm logL(z)

]
r/a

〉
= |a|−(k−2)/2an−(k−2)

×
〈(

zn logL

(
z − z0

a

))(k−1)

, g ·H − |a|(k−2)/2am
[
zm logL(z)

]
r/a

〉
Mor

=
logL(a)

ak−2−(n+m)
res∞

((
zn logL

(
z − z0

a

))(k−1)

zm dz

)
=

logL(a)
ak−2−(n+m)

res∞
(
zm

(
zn logL(z)

)(k−1)
dz

)
,

Z =
1

ak−2−(n+m)

〈
zn logL

(
z − z0

a

)
,
[
zm logL(z)

]
r/a

〉
.

Or (−1)k−1res∞(zn(zm logL(z))(k−1) dz) + res∞(zm(zn logL(z))(k−1) dz) = 0, d’où X +
Y = 0 et on vérifie avec (17) queZ = 〈zn logL(z − z0), [zm logL(z)]r〉.

Deuxième cas: g =
(

1 0
h 1

)
. On a(g · F )(z) = F (z + h) et (g · H)(z) = H(z + h). Par le

Lemme 3.5.2, on a :

〈g ·F, g ·H〉
=

〈
(z + h)n logL(z + h), g ·H

〉
+ (−1)k−1res∞

(
(z + h)n logL

(
1− z0

z + h

)(
H(z + h)

)(k−1)
dz

)
=

〈
(z + h)n logL(z + h), g ·H

〉
+ (−1)k−1res∞

(
zn logL

(
1− z0

z

)
H(k−1)(z)dz

)
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et, par le Lemme 3.5.2 encore, il suffit de montrer〈(z+h)n logL(z+h), g ·H〉= 〈zn logL(z),H〉,
i.e. on est ramené àz0 = 0. Quitte à agrandirr, on peut supposer|h| � r. On a alors par (16)
et (18) :

c

r

〈g ·F, g ·H〉=
〈
g ·F, g ·H −

[
(z + h)m logL(z)

]
r

〉
+

〈
g ·F,

[
(z + h)m logL(z)

]
r

〉
= res∞

((
(z + h)n logL(z + h)

)(k−1)(z + h)m logL

(
1 +

h

z

)
dz

)
+ (−1)k−1res∞

(
(z + h)n logL

(
1 +

h

z

)(
(z + h)m logL(z)

)(k−1)
dz

)
+

〈
(z + h)n logL(z),

[
(z + h)m logL(z)

]
r

〉
.

Si n+m � k−2, les deux résidus sont nuls et〈g ·F, g ·H〉 = 〈F,H〉 par (17). On suppose don
n + m > k − 2. Le premier résidu vaut alors :

res∞

((
zn logL(z)

)(k−1)
zm logL

(
1 +

h

z − h

)
dz

)
(19)
= −res∞

((
zn logL(z)

)(k−1)
zm logL

(
1− h

z

)
dz

)
= hn+m−(k−2)(−1)k−1−n n!(k − 2− n)!

n + m− (k − 2)

et le deuxième vaut(−1)k−1res∞(zn logL(1 + h
z−h )(zm logL(z − h))(k−1) dz) i.e. :

(−1)kres∞

(
zn logL

(
1− h

z

)(
zm logL(z)

)(k−1)
dz

)
+ (−1)kres∞

(
zn logL

(
1− h

z

)(
zm logL

(
1− h

z

))(k−1)

dz

)
= hn+m−(k−2)(−1)m m!(k − 2−m)!

n + m− (k − 2)
+ 0.

Par le Lemme 3.5.3, en additionnant le tout on trouve〈g ·F, g ·H〉= 0 = 〈F,H〉.
Troisième cas: g =

(
0 1
1 0

)
. Supposons d’abordz0 
= 0. Quitte à agrandirr, on peut suppose

|z−1
0 |> r−1. On a :

g ·F = (−1)k−2zk−2−n
(
logL(z0) + logL

(
z − z−1

0

)
− logL(z)

)
,

g ·H =
{

0 si |z|< r−1,

zk−2−m logL(z) si |z|� r−1.

On vérifie avec l’hypothèse sur|z−1
0 | et (16) que :

〈g ·F, g ·H〉=
〈
g · F,

[
zk−2−m logL(z)

]
r−1

〉
= − logL(z0)res∞

(
zk−2−n

(
zk−2−m logL(z)

)(k−1)
dz

)
+ (−1)k−2

〈
zk−2−n logL

(
z − z−1

0

)
,
[
zk−2−m logL(z)

]
r−1

〉
− (−1)k−2

〈
zk−2−n logL(z),

[
zk−2−m logL(z)

]
r−1

〉
.

Le terme avec un résidu est nul pourn + m 
= k − 2 et vaut :

(−1)mn!m! logL(z0) si n + m = k − 2.
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Pour le deuxième terme, soitr′ ∈ |E×
L | tel que|z−1

0 |� r′. En écrivant :[
zk−2−m logL(z)

]
−1 =

([
zk−2−m logL(z)

]
−1 −

[
zk−2−m logL(z)

]
′

)
+

[
zk−2−m logL(z)

]
′

ient :

de la

.5.6

ec le

s
ente.
n

e
t

r r r r

et en utilisant d’une part le Corollaire 3.3.4 (avec (16)) d’autre part la formule (17), on obt

(−1)k−2
〈
zk−2−n logL

(
z − z−1

0

)
,
[
zk−2−m logL(z)

]
r−1

〉
=


0,
−(−1)mm!n! logL(z0),

(−1)m+1 (k − 2−m)!m!
n + m− (k − 2)

z
n+m−(k−2)
0

suivant respectivement les cas : {
n + m < k − 2,
n + m = k − 2,
n + m > k − 2.

Avec (17) pour le dernier terme, on voit en additionnant le tout qu’on obtient exactement〈F,H〉
dans les trois cas. Restez0 = 0 que l’on laisse au lecteur.�

COROLLAIRE 3.5.5. –L’applicationO(k,L) →C(k,L)′ induite par〈 , 〉 estG-équivariante.

Démonstration. –Cela résulte de la Proposition 3.5.4, des Lemmes 3.5.1 et 3.2.1 et
continuité de l’applicationO(k,L) →C(k,L)′ (Corollaire 3.4.6). �

De tout ce qui précède, on déduit finalement :

COROLLAIRE 3.5.6. – On aO(k,L) ∼→ Σ(k,L)′.

Remarque3.5.7. – De (16), on déduit facilement que l’isomorphisme du Corollaire 3
induit une injection fermée compatible àG :

O(2 − k) ↪→
(
Σ(k,L)/Symk−2E2

L ⊗ St
)′

.

Cette injection est un isomorphisme topologique (combiner [33], Théorème 15 av
Théorème 3.1.2).

4. Structures entières et complétionsp-adiques

L’objectif de cette partie est de définir et d’étudier des complétionsp-adiques naturelle
B(k,L) deΣ(k,L) obtenues par dualité en utilisant le Corollaire 3.5.6 de la partie précéd
L’idée de base est inspirée de [33]. Pourk > 2, B(k,L) s’identifie aussi à une complétio
p-adique deSymk−2E2

L ⊗ St ⊂ Σ(k,L).

4.1. Fonctions (log-)rigides bornées

On munit Ω de l’action à gauche usuelle deG par g · z = az+b
cz+d si g =

(
a b
c d

)
. PourU

recouvrement comme au §3.1, on poseΩU (g) déf= {tg · z, z ∈ ΩU} où tg est le transposé d
g dansG. C’est encore un affinoïde deΩ. On noteU(1) = (U(1)i)0�i�s le recouvremen
particulier suivant deQp dansCp (du type de ceux considérés précédemment) :
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U(1)0 =
{
z ∈Cp | |z|> 1

}
,(

U(1)i

)
1�i�s

=
(
(Ux)x∈F×

p
, (Vy)y∈Fp

)
,∣ ∣

hat–Tits
es

et où
s

t
ion

ur

, cette

riction
t

Ux =
{
z ∈Cp | ∣z − [x]∣ < 1

}
,

Vy =
{
z ∈Cp |

∣∣z − p[y]
∣∣ < 1/p

}
([·] désigne le représentant de Teichmüller). En fait, on a une projection natureller :Ω → |BT |
où |BT | désigne la réunion des sommets et des arêtes non orientées de l’arbre de Bru
BT deSL2(Qp) et ΩU(1) est la réunion des images inverses parr de l’arête centrale et de s
deux sommets (voir [33]).

SoitU un recouvrement tel que : ⋃
g∈G

ΩU (g) = Ω(20)

(par exempleU(1)) ; posons pourL∈Qp :

O(k)U déf=
{
F ∈ O(k) |

∥∥(g ·F )|ΩU

∥∥ � 1 ∀g ∈ G
}
,

O(k,L)U déf=
{
F ∈ O(k,L) |

∥∥(g ·F )|ΩU

∥∥ � 1 ∀g ∈ G
}

où O(k), O(k,L) sont lesEL-espaces vectoriels définis respectivement aux §§3.1 et 3.2
‖ · ‖ est la norme définie respectivement en (10) et (14). Ce sont des sous-OEL-modules stable
parG dansO(k) etO(k,L).

Les preuves des énoncés qui suivent ne sont données que pourO(k,L)U , le casO(k)U étant
strictement analogue ou plus simple.

LEMME 4.1.1. – Soit U et U ′ deux recouvrements tels queΩU et ΩU ′ satisfont(20), alors
O(k,L)U etO(k,L)U ′

(resp.O(k)U etO(k)U ′
) sont commensurables dansO(k,L) (resp. dans

O(k)).

Démonstration. –Il s’agit de montrer qu’il existeλU,U ′ etλU ′,U dansE×
L tels que

O(k,L)U ′ ⊆ λU ′,UO(k,L)U et O(k,L)U ⊆ λU,U ′O(k,L)U ′
.

On peut supposerU ′ plus fin queU par transitivité, i.e.ΩU ⊂ ΩU ′ . On a déjà clairemen
O(k,L)U ′ ⊆ λU ′,UO(k,L)U pour unλU ′,U convenable en utilisant la continuité de la restrict
O(k,L)U ′ → O(k,L)U . Soit g1, . . . , gn ∈ G tels queΩU ′ ⊂

⋃n
i=1 ΩU (gi) (de telsgi existent

par (20)), U ′′ = (U ′′
i )1�i�s′′ un recouvrement comme au §3.1 tel que

⋃n
i=1 ΩU (gi) ⊂

ΩU ′′ et O(k,L)g1,...,gn

U le sous-EL-espace vectoriel des fonctions localement analytiques s⋃n
i=1 ΩU (gi) engendré par les fonctions rigides analytiquesEL-rationnelles sur

⋃n
i=1 ΩU (gi) et

par la restriction deszn logL(z − z′′i ) (où z′′i est le centre deU ′′
i ). PourF ∈ O(k,L)g1,...,gn

U

et i ∈ {1, . . . , n}, (gi · F )|ΩU ∈ O(k,L)U . On munit O(k,L)g1,...,gn

U de la norme‖F‖ =
max1�i�n ‖(gi ·F )|ΩU ‖. Noter que, lorsque restreinte au sous-espace des fonctions rigides
norme est équivalente à la norme usuelle :

max
z∈∪n

i=1ΩU (gi)

∥∥F (z)
∥∥ = max

1�i�n
max

z∈ΩU (gi)

∥∥F |ΩU (gi)

∥∥.

Comme ce sous-espace est d’indice fini, on voit en particulier que l’application de rest
O(k,L)g1,...,gn

U → O(k,L)U ′ est continue, donc il existecU,U ′ ∈ |E×
L | tel que pour tou
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F ∈O(k,L)g1,...,gn

U : ∥∥F |ΩU′

∥∥ � cU,U ′ max
1�i�n

∥∥(gi · F )|ΩU

∥∥.(21)

e

et de la

n

e me
dulaires
Maintenant, soitF ∈ O(k,L)U et λU,U ′ ∈ E×
L tel que|λU,U ′ | = cU,U ′ , on a par définition de

O(k,L)U :

∀g ∈ G, ∀i ∈ {1, . . . , n},
∥∥(gi · (g ·F )

)∣∣
ΩU

∥∥ � 1

d’où, par (21) appliqué à(g ·F )|∪n
i=1ΩU (gi) ∈ O(k,L)g1,...,gn

U :

∀g ∈ G,
∥∥(g ·F )|ΩU′

∥∥ � cU,U ′ max
1�i�n

∥∥(gi · g ·F )
∣∣
ΩU

∥∥ � cU,U ′

et doncO(k,L)U ⊂ λU,U ′O(k,L)U ′
. �

COROLLAIRE 4.1.2. –Avec les notations précédentes, le sous-EL-espace vectoriel:

O(k,L)U ⊗EL

(resp.O(k)U ⊗EL) deO(k,L) (resp. deO(k)) est indépendant deU .

NotonsO(k)b = O(k)U ⊗EL etO(k,L)b = O(k,L)U ⊗EL (“b” pour “borné”). Cenesont
pasdes sous-EL-espaces vectoriels fermés dansO(k) ouO(k,L).

LEMME 4.1.3. – La dérivée(k− 1)-ièmeσ : O(k,L) → O(k) (voir Proposition3.2.2)induit
une applicationEL-linéaire O(k,L)b → O(k)b qui est injective sik > 2 et s’insère dans un
suite exacte0 →EL →O(2,L)b →O(2)b → 0 si k = 2.

Démonstration. –L’application O(k,L)b → O(k)b résulte de la continuité deσ et de sa
commutation àG. Si k > 2, l’injection vient du fait que :{

F ∈ Symk−2E2
L ⊗ ε(det)−(k−2) | ‖g ·F‖ � 1 ∀g ∈ G

}
= 0

car la représentationSymk−2E2
L ne possède pas deOEL -réseau stable sousG. Si k = 2,

la suite exacte sera démontrée au §4.5 (conséquence du (i) de la Proposition 4.5.2
Proposition 4.5.3). �

Par le Théorème 3.1.2 et le Théorème 2.1.2, on a aussi une surjection continue

O(k) � (Symk−2E2
L ⊗ St)′.

THÉORÈME 4.1.4 [33,17]. – Pour tout k � 2, la surjection ci-dessus induit une injectio
O(k)b ↪→ (Symk−2E2

L ⊗ St)′.

Voir [33], Proposition 19 et [17], Corollaire 5.3.
Jusqu’à présent, en dehors du casO(2,L)b, rien n’empêchea priori O(k,L)b etO(k)b d’être

nuls.

THÉORÈME 4.1.5 [33,17]. –Pour toutk � 2, O(k)b 
= 0.

Voir [33], Théorème 17 et Corollaire 25 et [17], Théorème 2.1 et Théorème 3.3 (comm
l’a expliqué P. Schneider, ce théorème peut aussi se déduire de l’existence de formes mo
rigides dansO(k) pour des sous-groupes discretscocompactsde SL2(Qp), cf. e.g. le Lemme
5.4.6).

En ce qui concerneO(k,L)b, nous conjecturons au §4.4 qu’il est toujours non nul.
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4.2. Modules compacts et Banachp-adiques

Nous examinons maintenant la structure topologique desOEL -modulesO(k,L)U etO(k)U .
n

aire
és.

e

:

h

e

la

-
-
on

r
ar

le
Dans [27], est introduite la catégorieModfl
comp(OEL) des OEL -modules sans torsio

linéairement topologiques séparés compacts, les morphismes étant les applicationsOEL -li-
néaires continues (unOEL -module topologique est dit linéairement topologique si0 a un système
fondamental de voisinages ouverts formés de sous-OEL -modules).

PROPOSITION 4.2.1. – SoitU tel queΩU vérifie (20), alors O(k,L)U (resp.O(k)U ) muni
de la topologie induite parO(k,L) (resp.O(k)) est un objet deModfl

comp(OEL).

Démonstration. –Il est clair queO(k,L)U est sans torsion et que sa topologie est liné
et séparée. Il reste à voir queO(k,L)U est compact. Il est fermé car intersection de ferm
Montrons qu’il est borné. SoitU ′ un recouvrement deQp dansCp comme avant. Par l
Lemme 4.1.1, on acU,U ′ ∈ |E×

L | tel que‖F |ΩU′‖ � cU,U ′ pour toutF ∈ O(k,L)U . Comme
la topologie deO(k,L) est définie par la collection des normes(‖F |ΩU′‖)U ′ , on voit que
O(k,L)U est borné. Par [24], Proposition 15.3(iii) et la réflexivité deO(k,L) (qui vient du (i)
du Théorème 2.1.2 et du Corollaire 3.5.6),O(k,L)U est donc c-compact. Mais commeOEL est
compact, c’est un résultat classique que toutOEL -module c-compact et borné est compact.�

CommeO(k,L)U et O(k)U sont stables parG, on a de plus une application continue
G×O(k,L)U →O(k,L)U (resp. avecO(k)U ).

Soit M un objet deModfl
comp(OEL) ; définissons, en suivant [27], leEL-espace de Banac

Md déf= HomOEL
(M,EL) (il s’agit des applications continuesOEL -linéaires) muni de la norm

‖f‖ = maxm∈M |f(m)|. Dans [27], il est montré que le foncteurM �→ Md induit une anti-
équivalence de catégories entreModfl

comp(OEL)Q et la catégorie desEL-espaces de Banach (

catégorieModfl
comp(OEL)Q a par définition les mêmes objets que la catégorieModfl

comp(OEL)
mais pour morphismesHomModfl

comp(OEL )(M,N)⊗EL).

LEMME 4.2.2. – Soitf :M → N un morphisme bijectif dans la catégorieModfl
comp(OEL) ;

alors c’est un isomorphisme(i.e.f est un isomorphisme topologique deOEL -modules).

Démonstration. –Avec les notations précédentes,f induit fd :Nd → Md. Par [27], Proposi
tion 1.3(iii), fd est une injection fermée (i.e.Nd est fermé dansMd). Mais par [27], Proposi
tion 1.3(i), Im(fd) � Nd est dense dansMd. Doncfd est un isomorphisme de Banach et
voit que(fd)−1 doit correspondre àf−1 ⊗λ par l’anti-équivalence précédente pour unλ ∈ EL.
Doncf−1 est continu, i.e.f est un isomorphisme topologique.�

COROLLAIRE 4.2.3. – SoitU un recouvrement tel queΩU vérifie(20).
(i) La topologie induite par(Symk−2E2

L⊗St)′ surO(k)U (voir Théorème4.1.4)est la même
que la topologie deO(k)U (induite parO(k)).

(ii) Supposonsk > 2 de sorte queO(k,L)U ↪→ O(k) et O(k,L)U ↪→ (Symk−2E2
L ⊗ St)′

par le Lemme4.1.3 et le Théorème4.1.4. Alors la topologie induite parO(k) et
(Symk−2E2

L ⊗ St)′ sur O(k,L)U est la même que la topologie deO(k,L)U (induite
par O(k,L)).

Démonstration. –NotonsO(k,L)U
ι le moduleO(k,L)U muni de la topologie induite pa

O(k). Comme l’applicationO(k,L) → O(k) est continue, comme l’image d’un compact p
une application continue est un compact et commeO(k) est séparé,O(k,L)U

ι est encore un
objet deModfl

comp(OEL) et l’identité :O(k,L)U ∼→ O(k,L)U
ι est continue. On conclut avec

Lemme 4.2.2. La preuve des autres cas est identique.�
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On pose pour toutk � 2 :

B(k) déf=
(
O(k)U

)d
et B(k,L) déf=

(
O(k,L)U

)d
.

h
s

ue

e de
space

r

le

tion

5.
t
e

Il résulte du Lemme 4.1.1 (et de la Proposition 4.2.1) queB(k) et B(k,L) sont des Banac
qui ne dépendent pas deU . Ils sont munis d’une action deG par automorphismes continu
déduite de l’action surO(k,L)U et O(k)U . Par [27], on a des identificationsG-équivariantes
(non topologiques)B(k,L)′ � O(k,L)b etB(k)′ �O(k)b.

4.3. Complétions deΣ(k,L), Σ(k) et Symk−2 ⊗ St

On montre queB(k,L) (resp.B(k)) est une complétionp-adique deΣ(k,L) (resp.Σ(k))
et que pourk > 2 (resp.k � 2) B(k,L) (resp.B(k)) est aussi une complétionp-adique de
Symk−2E2

L ⊗ St.
Rappelons qu’on a des accouplements continus non dégénérés (voir §3.1 et §3.4) :

〈, 〉Mor :O(k)×Σ(k) →EL,

〈, 〉 :O(k,L)×Σ(k,L) →EL

et des injections fermées (voir §2.1)Symk−2E2
L ⊗ St ↪→Σ(k) ↪→ Σ(k,L).

SoitU un recouvrement comme au §3.1 tel queΩU satisfait (20). On pose :

Θ(k)U déf=
{
H ∈ Σ(k) | ∀F ∈ O(k)U , 〈F,H〉Mor ∈OEL

}
,

Θ(k,L)U déf=
{
H ∈ Σ(k,L) | ∀F ∈O(k,L)U , 〈F,H〉 ∈ OEL

}
.

AppelonsOE-réseau, ou simplement réseau, d’une représentation localement analytiq
(sur unE-espace vectoriel localement convexe de type compact) tout sous-OE-module fermé
générateur et ne contenant pas deE-droite. ToutOE-réseau est aussi ouvert (car un espac
type compact est réflexif donc tonnelé, cf. [24], §§15 et 16) et définit une norme sur l’e
sous-jacent‖v‖= infv∈λΘ |λ| si Θ est le réseau (λ∈ E).

PROPOSITION 4.3.1. – (i)LeOEL -moduleΘ(k)U est unOEL -réseau stable parG dansΣ(k).
(ii) SiO(k,L)U 
= 0, leOEL -moduleΘ(k,L)U est unOEL -réseau stable parG dansΣ(k,L).

Démonstration. –(i) Le fait queΘ(k)U est fermé et stable parG est clair. Il faut montre
que Θ(k)U est générateur et ne contient pas deEL-droite. Par la Proposition 4.2.1,O(k)U

est en particulier un sous-OEL-module borné deO(k), donc Θ(k)U est générateur par
Corollaire 3.5.6 et [24], Lemme 13.1(iii). SoitH ∈ Θ(k)U \ {0} tel queEL ·H ⊆ Θ(k)U , alors
〈F,H〉 = 0 pour toutF ∈ O(k)U , donc〈g ·F,H〉 = 0, ∀g ∈G, ∀F ∈O(k)U puisqueO(k)U est
stable parG, donc :

〈F, g ·H〉= 0, ∀g ∈ G, ∀F ∈O(k)U

et par continuité,F annule la sous-représentation topologiquement engendrée parH dansΣ(k).
Par le (iv) du Théorème 2.1.2, on voit que toutF ∈O(k)U annule au moins la sous-représenta
Symk−2E2

L ⊗ St, donc l’image deO(k)U ⊂ O(k) dans(Symk−2E2
L ⊗ St)′ est nulle. Par le

Théorème 4.1.4, on a nécessairementO(k)U = O(k)b = 0 ce qui contredit le Théorème 4.1.
Donc Θ(k)U ne contient pas deEL-droite. La preuve de (ii) lorsquek > 2 est strictemen
analogue en utilisant le Lemme 4.1.3. Lorsquek = 2, il suffit de remarquer que l’image d
O(2,L)U dansSt′ ne peut être nulle car elle engendre celle deO(2)b par le Lemme 4.1.3. �

PROPOSITION 4.3.2. – SiΣ(k,L) contient un réseauΘ stable parG, alorsO(k,L)U 
= 0 et
il existen ∈N tel quepnΘ(k,L)U ⊆Θ.
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Démonstration. –Par le Corollaire 3.4.7, la topologie du FréchetO(k,L) � lim
←−U (C(k,L)U/

Symk−2E2
L)′ est aussi définie par la collection des normes(‖ · ‖′U )U où (siF ∈ O(k,L)) :

s
té

4],

).

la

n
les
‖F‖′U
déf= sup

H∈C(k,L)U\{0}

|〈F,H〉|
‖H‖U

.

En particulier, pour tout recouvrementU comme au §3.1 il existe un autre recouvrementU ′ et
cU,U ′ ∈ |E×

L | tels que‖F |ΩU ‖ � cU,U ′‖F‖′U ′ pour toutF ∈ O(k,L). PrenonsU tel queΩU

satisfait (20) et notonsΣ(k,L)U ′ le BanachC(k,L)U ′/Symk−2E2
L. CommeΘ est ouvert dan

Σ(k,L), Θ ∩ Σ(k,L)U ′ contient, à multiplication par un scalaire non nul près, la boule uni
Σ(k,L)0U ′ deΣ(k,L)U ′ . SoitF ∈O(k,L) tel que〈F,H〉 ∈ OEL pour toutH ∈ Θ. En particulier
〈g · F,H〉 ∈ OEL pour toutg ∈ G et toutH ∈ Θ ∩ Σ(k,L)U ′ d’où 〈g · F,H〉 ∈ OEL pour tout
g ∈ G et toutH ∈ Σ(k,L)0U ′ i.e. :

sup
H∈C(k,L)U′\{0}

|〈g ·F,H〉|
‖H‖U ′

� 1.

Par ce qui précède, on a donc‖(g · F )|ΩU ‖ � cU,U ′ pour toutg ∈ G d’où pnF ∈ O(k,L)U

pour unn convenable (indépendant deF ). On en déduit le résultat par dualité en utilisant [2
Corollaire 13.5 et le Corollaire 3.5.6.�

Remarque4.3.3. – L’énoncé 4.3.2 est bien sûr valable avecΣ(k) etΘ(k)U au lieu deΣ(k,L)
etΘ(k,L)U , à la différence près que l’on sait queΣ(k) possède un réseau (Proposition 4.3.1

La classe de commensurabilité des réseauxΘ(k)U etΘ(k,L)U est donc “minimale”.
On noteΘ(k)∧ (resp. Θ(k,L)∧) le Banachp-adique obtenu en complétantΣ(k) (resp.

Σ(k,L)) pour la norme définie par le réseauΘ(k)U (resp.Θ(k,L)U ) pour unU quelconque
comme avant. Il est muni d’une action deG tel queG×Θ(k)∧ → Θ(k)∧ (resp.G×Θ(k,L)∧ →
Θ(k,L)∧) est continu.

PROPOSITION 4.3.4. – On a des isomorphismes topologiques compatibles àG : B(k) �
Θ(k)∧ etB(k,L)� Θ(k,L)∧.

Démonstration. –Notons que siO(k,L)b = 0 alors

Θ(k,L)U = Σ(k,L) et Θ(k,L)∧ = 0 = B(k,L).

On suppose doncO(k,L)b 
= 0. Par [27], Théorème 1.2, il suffit de montrer que leOEL -
moduleHomOEL

(Θ(k,L)U ,OEL) des morphismesOEL -linéaires muni de la topologie de
convergence simple s’identifie topologiquement àO(k,L)U vu dansΣ(k,L)′. CommeΘ(k,L)U

est ouvert dansΣ(k,L) par la Proposition 4.3.1, on aHomOEL
(Θ(k,L)U ,OEL) ⊂ Σ(k,L)′ et

donc :

HomOEL

(
Θ(k,L)U ,OEL

)
=

{
F ∈Σ(k,L)′ | ∀H ∈Θ(k,L)U , 〈F,H〉 ∈ OEL

}
.

Par [24], Corollaire 13.5 et le fait queO(k,L)U est fermé dansΣ(k,L)′ (car compact), on e
déduitO(k,L)U ∼→ HomOEL

(Θ(k,L)U ,OEL). Il reste à voir que les topologies sont bien
mêmes mais cela découle du Lemme 4.2.2 et du fait que la topologie deO(k,L)U est plus fine
que la topologie de la convergence simple. Le cas deB(k) est complètement analogue.�
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En particulier, on a des injections continues (G-équivariantes) :

Σ(k) ↪→B(k) et Σ(k,L) ↪→ B(k,L)

3.4

r

e

e

ent
ion
isme

e

l.
(si B(k,L) 
= 0).

PROPOSITION 4.3.5. – (i)Le BanachB(k) est aussi le complété deSymk−2E2
L ⊗ St par

rapport au réseauΘ(k)U ∩ (Symk−2E2
L ⊗ St).

(ii) Si k > 2 et O(k,L)U 
= 0, le BanachB(k,L) est aussi le complété deSymk−2E2
L ⊗ St

par rapport au réseauΘ(k,L)U ∩ (Symk−2E2
L ⊗ St).

Démonstration. –On montre (ii) laissant (i) au lecteur. Posons :

Θ̃(k,L)U = Θ(k,L)U ∩ (Symk−2E2
L ⊗ St);

par [27] il suffit de montrer que l’application naturelleO(k,L)U → HomOEL
(Θ̃(k,L)U ,OEL)

est un isomorphisme topologique. La preuve estalors la même que celle de la Proposition 4.
en utilisant le (ii) de la Proposition 4.2.3 et le fait que :

HomOEL

(
Θ̃(k,L)U ,OEL

)
=

{
F ∈

(
Symk−2E2

L ⊗ St
)′ | ∀H ∈ Θ̃(k,L)U , 〈F,H〉 ∈ OEL

}
. �

4.4. Deux conjectures

Nous énonçons deux conjectures sur les BanachB(k,L) (qui contiennent en particulier leu
non-nullité) et explorons leurs conséquences.

Suivant [29], siB est unG-Banach (unitaire) on noteBan le sous-E-espace vectoriel d
B des vecteurs localement analytiques, c’est-à-dire des vecteursv ∈ B tels que la fonction
G → B, g �→ g · v est localement analytique. L’espaceBan est muni de la topologie induit
par celle deCan(G,B) (applications localement analytiques deG vers B) et non celle de
B (cf. [29], §7). Toute application continueG-équivariante d’une représentation localem
analytique deG dansB se factorise parBan. D’après le §4.3, on a donc une applicat
continueΣ(k,L) → B(k,L)an. Au §4.5, on montre que cette application est un isomorph
topologique sik = 2. Il me semble naturel de conjecturer que ce résultat vaut pour toutk > 2 :

CONJECTURE 4.4.1. – Pour toutk > 2 et toutL, l’application Σ(k,L) → B(k,L)an est un
isomorphisme topologique.

Cette conjecture entraîne en particulier0 
= Σ(k,L) ⊂ B(k,L), donc queO(k,L)U est non
nul et queΘ(k,L)U est un réseau deΣ(k,L) (cf. §4.3).

NotonsB(k,L)0 un ouvert borné stable parG dansB(k,L), par exemple le complété d
Θ(k,L)U . L’action continue deG surB(k,L)0 induit une action lisse deG sur :

B(k,L)0 ⊗OEL
Fp.

Si la représentationB(k,L)0 ⊗OEL
Fp est de longueur finie, on noteB(k,L) sa semi-simplifiée

qui est alors indépendante du choix deB(k,L)0. Rappelons qu’aux données(k,L) on a par
ailleurs associé dans l’Exemple 1.3.5 une représentation semi-stable non-cristallineV (k,L) de
Gal(Qp/Qp) de dimension2 dont on noteV (k,L) la semi-simplifiée modulo l’idéal maxima
Soit ω le caractère cyclotomiqueε modulop, nr(x) le caractère non ramifié deGal(Qp/Qp)
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qui envoie le Frobenius arithmétique surx, ω2 le caractère fondamental de Serre de niveau2
et, pourr ∈ {0, . . . , p − 1}, ind(ωr+1

2 ) l’unique représentation irréductible deGal(Qp/Qp) de
dimension2 surFp dont le déterminant estωr+1.

s

éo-
c-
ses
in-

ous-

-
ns (v).
CONJECTURE 4.4.2. – Pour toutk et toutL, la représentationB(k,L)0 ⊗OEL
Fp est de

longueur finie. De plus, sik > 2, on a:
(i) SiV (k,L)� ind(ωr+1

2 )⊗ η pour unr ∈ {0, . . . , p− 1} et un caractère lisse

η :Gal(Qp/Qp)→Fp
×

,

alorsB(k,L) � [(indG
KQ×

p
SymrFp

2
)/(T )]⊗ (η ◦ det).

(ii) Si

V (k,L)�
(

nr(λ−1)ωr+1 0
0 nr(λ)

)
⊗ η

pour unr ∈ {0, . . . , p − 1}, un λ ∈ Fp
×

et un caractère lisseη : Gal(Qp/Qp) → Fp
×

,
alors :

B(k,L)�
[(

indG
KQ×

p
SymrFp

2)
/(T − λ)

]ss ⊗ (η ◦ det)

⊕
[(

indG
KQ×

p
Sym[p−3−r]Fp

2)
/(T − λ−1)

]ss ⊗ (ωr+1η ◦ det)

où [p− 3− r] est l’unique entier dans{0, . . . , p− 2} congru àp− 3− r modulop− 1.

On renvoie à [6] ou [7] pour des détails sur les notations utilisées dans l’énoncé 4.4.2.

Remarque4.4.3. – Pourk = 2, la Conjecture 4.4.2 n’est pas tout à fait satisfaite car :

V (2,L)�
(

ω 0
0 1

)
et B(2,L)�

[
(indG

KQ×
p
1)/(T − 1)

]ss
(cf. §4.5).

PROPOSITION4.4.4.4 – Supposons vraies les Conjectures4.4.1et 4.4.2.
(i) Pour toutk et toutL, B(k,L) 
= 0.
(ii) Pour toutk et toutL, B(k,L) est admissible.
(iii) Pour toutk > 2 et toutL, B(k,L) est topologiquement irréductible.
(iv) Pour toutk, k′ etL,L′, on aB(k,L) ∼→B(k′,L′) (isomorphisme topologiqueGL2(Qp)-

équivariant) si et seulement si(k,L) = (k′,L′).
(v) Pour toutk et toutL, tous les réseaux stables parG dansΣ(k,L) sont commensurable

entre eux, et donc au réseauΘ(k,L)U .

Démonstration. –(i) est trivial. (ii) se démontre comme dans la preuve du (ii) du Th
rème 1.3.3 (en utilisant la Conjecture 4.4.2). Pour (iii), soitB ⊆ B(k,L) un sous-espace ve
toriel fermé non-nul stable parG. CommeB(k,L) est admissible, par [29], Théorème 7.1
vecteurs localement analytiques sont denses etforment en particulier un sous-espace fermé
variant non nul deΣ(k,L) (en utilisant la Conjecture 4.4.1). Or, par le Lemme 2.4.2, tout s
espace fermé invariant non nul deΣ(k,L) contientSymk−2E2

L⊗St donc est dense dansB(k,L)
par le (ii) de la Proposition 4.3.5. DoncB = B(k,L) et B(k,L) est topologiquement irréduc
tible. (iv) se déduit immédiatement de la Conjecture 4.4.1 et du Lemme 2.4.1. Démontro

4 Voir note au bas de la page 563.
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Soit Θ ⊂ Σ(k,L) un réseau stable parG et Σ(k,L)∧ le complété deΣ(k,L) par rapport àΘ.
Quitte à prendre un réseau homothétique, on peut supposerΘ(k,L)U ⊆ Θ par la Proposition
4.3.2 et on a une application continueB(k,L) → Σ(k,L)∧. Cette application est injective :

ue
n

sawa
, l’in-
n
ication
donc
e

raie
issés

§2.1,

e

t
fait
le

ssés au
pour k > 2, cela découle de (iii) ci-dessus et pourk = 2, cela découle du §4.5 et du fait q
si le noyau est non nul, alors il contient au moins la représentationSt, donc son intersectio
avecΣ(2,L) est non nulle ce qui est impossible puisqueΣ(2,L) ↪→ Σ(2,L)∧. Par ailleurs, on
a une injectionHomOEL

(Θ,OEL) ↪→ HomOEL
(Θ(k,L)U ,OEL) (applicationsOEL -linéaires)

où, par (ii) et le Lemme 4.6.4, ces deux modules sont de type fini sur l’algèbre d’Iwa
OEL [[K]] de K (cf. §4.6). Je dis que le conoyau de cette injection est de torsion. Sinon
jection HomOEL

(Θ,OEL) ⊗ EL ↪→ HomOEL
(Θ(k,L)U ,OEL) ⊗ EL aurait un conoyau no

nul et le même argument que dans la preuve de [27], Corollaire 3.6 donnerait que l’appl
B(k,L) → Σ(k,L)∧ n’est pas injective. Comme les modules sont de type fini, on a
n ∈ N tel que pour toutf ∈ HomOEL

(Θ(k,L)U ,OEL), πn
EL

f s’étend en un élément d
HomOEL

(Θ,OEL) (où πEL est une uniformisante deEL). Soit y ∈ Θ et ny ∈ Z le plus

petit entier tel quex
déf= π

ny

EL
y ∈ 1

πEL
Θ(k,L)U . Par [24], Corollaire 9.6, il existef ∈

HomOEL
(Θ(k,L)U ,OEL) tel quef(x) = 1. Puisqueπn

EL
f s’étend àΘ, on a :

πn
EL = πn

ELf(x) =
(
πn

ELf
)(

π
ny

EL
y
)
= π

ny

EL

(
πn

ELf
)
(y) ∈ π

ny

EL
OEL

d’où ny � n. On a doncπn+1
EL

Θ ⊆ Θ(k,L)U ce qui achève la preuve.�
4.5. Le cask = 2

On étudie complètementB(2) et B(2,L) et on démontre que la Proposition 4.4.4 est v
inconditionnellement pourk = 2. Les preuves étant faciles, certains détails sont parfois la
au lecteur.

On note1 la représentation triviale d’un groupe quelconque. Avec les notations du
soit σ(2,L)0 un OEL -réseau stable parP dansσ(2,L). On noteindG

P σ(2,L) (resp.indG
P1)

le Banach des fonctions continuesf :G → σ(2,L) (resp.f : G → EL) telles quef(bg) =
σ(2,L)(f(g)) (resp.f(bg) = f(g)) muni de la norme‖f‖ déf= maxg∈K ‖f(g)‖ où‖‖ est la norme
sur σ(2,L) (resp.EL) relative au réseauσ(2,L)0 (resp.OEL , c’est-à-dire la valeur absolu
p-adique). Commeσ(2,L)0 (resp.OEL ) est stable parP , on voit queindG

P σ(2,L) et indG
P 1

sont desG-Banach unitaires pour l’action usuelle deG par translation à droite. NotonsSt le
G-Banach unitaireindG

P 1/1 muni de la topologie quotient.

LEMME 4.5.1. – (i)St est topologiquement irréductible.
(ii) On a une suite exacte stricte deG-Banach unitaires: 0 → 1→ indG

P 1→ St→ 0.
(iii) On a une suite exacte stricte deG-Banach unitaires:

0 → indG
P 1→ indG

P σ(2,L) s→ indG
P 1→ 0.

Démonstration. –(i) résulte du fait que la représentation deG sur les fonctions localemen
constantesP1(Qp) → FE modulo les constantes est algébriquement irréductible [1] et du
que tout sous-espace fermé deSt est complet. (ii) est évident et (iii) se démontre comme
Lemme 2.1.1 en utilisant les décompositions d’Iwasawa et de Bruhat. Les détails sont lai
lecteur. �

De manière analogue au §2.1, on pose :

Σ(2,L) déf= s−1(1)/1
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(où s est la surjection du Lemme 4.5.1) qu’on munit des norme et topologie quotients des
norme et topologie induites parindG

P σ(2,L). On a des inclusionsG-équivariantes continues
Σ(2,L) ↪→Σ(2,L) et on noteΣ(2,L)an comme au §4.4.

i.

e

e,

ni

cte de

e

t

PROPOSITION 4.5.2. – (i)On a une suite exacte stricte deG-Banach unitaires admissibles:
0→ St→Σ(2,L) → 1→ 0.

(ii) La boule unitéΣ(2,L)0 deΣ(2,L) est unOEL [G]-module topologiquement de type fin
(iii) L’inclusion Σ(2,L) ↪→ Σ(2,L) induit un isomorphisme topologique compatible àG :

Σ(2,L)�Σ(2,L)an.

Démonstration. –(i) résulte de la définition deΣ(2,L), du Lemme 4.5.1 et du fait qu
St et 1 sont admissibles (pourSt, utiliser le Lemme 4.6.3 et [1]). (ii) MunissonsSt de
la norme induite par celle deΣ(2,L) via (i) et notonsSt0 la boule unité correspondant
stable parG. Par (i), il existeλ ∈ E×

L et une suite exacte deOEL [G]-modules :0 → St0 →
Σ(2,L)0 → λOEL → 0. Il suffit donc de montrer queSt0 est topologiquement de type fi
surOEL [G], ce qui résulte aisément du fait queSt0 ⊗ FEL est de type fini surFEL [G] (car
algébriquement irréductible). (iii) Par [29], Théorème 7.1, on a une suite exacte stri
représentations localement analytiques0 → 1 → s−1(1)an → Σ(2,L)an → 0, donc il suffit de
montrers−1(1)an � s−1(1) (voir §2.1 pours−1(1)). Il est clair qu’on a une injection continu
s−1(1) ↪→ s−1(1)an. SoitF ∈ s−1(1)an, par définition l’applicationg �→ g · F s’écrit dans une
carte locale au voisinage de1 ∈ G : g · F =

∑
α c

α
g Fα où lesFα ∈ s−1(1). Pour toutg0 ∈ G,

on a (g · F )(g0) = F (g0g) =
∑

α c
α
g Fα(g0) doncF est analytique au voisinage deg0, donc

c’est une fonction surG partout localement analytique, i.e.F ∈ s−1(1). Le fait que la bijection
s−1(1) ∼→ s−1(1)an est un homéomorphisme résulte de [29], Proposition 6.4.�

PROPOSITION 4.5.3. – On a des isomorphismes topologiques compatibles àG : B(2) � St
etB(2,L)�Σ(2,L).

Démonstration. –Nous faisons le casΣ(2,L), l’autre étant similaire. SoitU un recouvremen
deQp dansCp comme au §4.1 tel queΩU satisfait (20) et tel queC(2,L)U (voir §2.3) contient
des élémentsH1, . . . ,Hn dont l’image dansΣ(2,L) engendre topologiquementΣ(2,L)0 sur
OEL [G] (il est facile de voir par le (ii) de la Proposition 4.5.2 qu’un telU existe et quen = 2
suffit). Par [27] et le §4.2, il suffit de montrer que la boule unitéHomOEL

(Σ(2,L)0,OEL) du
Banach dualΣ(2,L)′ ⊂ Σ(2,L)′ � O(2,L) est commensurable àO(2,L)U . On voit qu’on a :

HomOEL

(
Σ(2,L)0,OEL

)
=

{
F ∈ O(2,L) | ∀i, ∀g ∈G, 〈F, g ·Hi〉 ∈ OEL

}
.

SoitF ∈ O(2,L)U , alors‖g ·F |ΩU ‖ � 1 pour toutg ∈G, d’où :

sup
H∈C(2,L)U\{0}

|〈g ·F,H〉|
‖H‖U

� cU

pour uncU ∈ |E×
L | par le Lemme 3.4.3, d’où|〈F, g · Hi〉| � cU‖Hi‖U pour touti et toutg par

la Proposition 3.5.4. On voit qu’il existeλU ∈ E×
L convenable tel que|〈λUF, g ·Hi〉| � 1 pour

tout i et toutg, d’où λUF ∈ HomOEL
(Σ(2,L)0,OEL) i.e. :

O(2,L)U ⊂ λ−1
U HomOEL

(
Σ(2,L)0,OEL

)
.
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Réciproquement,Θ déf= Σ(2,L)0 ∩Σ(2,L) est un réseau deΣ(2,L) stable parG et contient dont
λUΘ(2,L)U pour unλU ∈ E×

L convenable par la Proposition 4.3.2. Donc :

pour la

3]

ce

e.
λUΘ(2,L)U ⊂Σ(2,L)0

et puisqueΣ(2,L) est dense dansΣ(2,L), on en déduit une injection :

HomOEL

(
Σ(2,L)0,OEL

)
↪→ λ−1

U HomOEL

(
Θ(2,L)U ,OEL

)
= λ−1

U O(2,L)U

d’où le résultat. �
En combinant les Propositions 4.5.2 et 4.5.3, on obtient par la même preuve que

Proposition 4.4.4 :

COROLLAIRE 4.5.4. – (i)Le G-Banach unitaireB(2,L) est admissible et de longueur2.
(ii) On a un isomorphisme topologiqueΣ(2,L) ∼→ B(2,L)an.
(iii) SiB(2,L) ∼→B(2,L′) est un isomorphisme linéaire continuG-équivariant, alorsL = L′.
(iv) Tous les réseaux stables parG dansΣ(2,L) sont commensurables àΘ(2,L)U .

4.6. Admissibilité et non-admissibilité

Soit E ⊂ Qp une extension finie contenant
√

p. Dans cette partie, on montre en utilisant [3
et [17] queB(k) n’est pas admissible pourk > 2 et que c’est le complété deSymk−2E2 ⊗ St
par rapport à un quelconque réseau (deSymk−2E2 ⊗ St) de type finisurOE [G] (cf. le (i) de la
Proposition 4.3.5).

Soit c-indG
IQ×

p
1 le E-espace vectoriel des fonctions surG à support compact moduloQ×

p

invariantes à gauche sousIQ×
p muni de l’action deG par translation à droite. C’est aussi l’espa

vectoriel des fonctionsH :BT → E à support compact (en identifiantIQ×
p \G à l’arbreBT ).

Son dual algébrique est l’espaceindG
IQ×

p
1 = {F :BT →E} des fonctions à support quelconqu

Si a est une arête (orientée) deBT , notonsa l’arête conjuguée,o(a) le sommet origine ett(a) le
sommet terminal. SiF : BT → E est une fonction, notonsWpF etUpF les fonctionsBT → E
définies par :

(WpF )(a) = F (a),

(UpF )(a) =
∑

o(a′)=t(a)
a′ 
=a

F (a′).

Il est bien connu qu’on a des isomorphismesG-équivariants :(
c-indG

IQ×
p
1
)
/(Wp + 1,Up − 1) ∼−→ St,{

F ∈ indG
IQ×

p
1 |WpF = −F,UpF = F

} ∼−→ St′

d’où on déduit une surjection :

c-indG
IQ×

p
Symk−2E2 � Symk−2E2 ⊗ c-indG

IQ×
p
1 � Symk−2E2 ⊗ St

et une injection :(
Symk−2E2 ⊗ St

)′
↪→

(
Symk−2E2

)′ ⊗ indG
IQ×

p
1 � indG

IQ×
p

(
Symk−2E2

)′
�

{
F :BT →

(
Symk−2E2

)′}
.
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Soit Θ(k) l’image du réseauc-indG
IQ×

p
Symk−2O2

E par la surjection : c’est un sous-OE [G]-

module de type fini générateur deSymk−2E2 ⊗ St.

-

1

lasse

.5,

ert

s dû à

si

fit de
PROPOSITION 4.6.1. – Pour toutk et toutU comme au§4.3, le réseau

Θ(k)U ∩
(
Symk−2E2 ⊗ St

)
est commensurable auOE [G]-module de type finiΘ(k). En particulierΘ(k) est un réseau(i.e.
ne contient pas deE-droite).

Démonstration. –Soit O(k)0 déf= (Symk−2E2 ⊗ St)′ ∩ indG
IQ×

p
(Symk−2O2

E)′ : c’est un sous

OE-module de(Symk−2E2 ⊗ St)′. Par [33], Théorème 17 pourk pair et [17], Théorème 4.

pourk impair, O(k)0 est commensurable à l’image deO(k)U(1) dans(Symk−2E2 ⊗ St)′ (cf.
§4.1 pourU(1)), donc à l’image deO(k)U par le Lemme 4.1.1. En considérant lesH ∈ Θ(k)
image des fonctions dec-indG

IQ×
p
Symk−2O2

E à support sur une seule arête (i.e. une seule c

IQ×
p g), on voit que :

O(k)0 =
{
F ∈

(
Symk−2E2 ⊗ St

)′ | ∀H ∈ Θ(k), 〈F,H〉 ∈ OE

}
où〈, 〉 est l’accouplement entreSymk−2E2 ⊗St et son dual. Par bidualité ([24], Corollaire 13

Θ(k) est fermé dansSymk−2E2 ⊗ St), on en déduit :

Θ(k) =
{
H ∈ Symk−2E2 ⊗ St | ∀F ∈O(k)0, 〈F,H〉 ∈ OE

}
.

Or le membre de droite est un réseau commensurable àΘ(k)U ∩ (Symk−2E2 ⊗ St) par ce qui
précède et la définition deΘ(k)U (§4.3), d’où le résultat. �

Soit B un G-Banach unitaire,‖ ‖ une normeG-invariante surB et B0 la boule unité
correspondante, stable parG.

DÉFINITION 4.6.2 ([27], §3). – On dit queB est admissible si pour tout sous-groupe ouv
compactH ⊂G, HomOE ((B/B0)H ,E/OE) est unOE-module de type fini.

C’est indépendant du choix de la norme ([27], on utilise e.g. le Lemme 4.6.4 ci-dessou
Schneider et Teitelbaum).

LEMME 4.6.3. – Soit B un G-Banach unitaire. AlorsB est admissible si et seulement
dimFE (B0 ⊗OE FE)I(1) < +∞.

Démonstration. –Par [27] (plus précisément le commentaire après le Lemme 3.4), il suf
montrer queHomOE ((B/B0)I(1),E/OE) est unOE-module de type fini. SoitπE ∈ mE une
uniformisante deE ; de la suite exacte :

0−→ (B0 ⊗FE)I(1) −→ (B0 ⊗E/OE)I(1) ×πE−→ (B0 ⊗E/OE)I(1)

on déduit une suite exacte (puisqueE/OE est unOE-module injectif) :

HomOE

(
(B0 ⊗E/OE)I(1),E/OE

) ×πE−→ HomOE

(
(B0 ⊗E/OE)I(1),E/OE

)
−→ HomFE

(
(B0 ⊗FE)I(1),FE

)
−→ 0.
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Donc :

dimFE (B0 ⊗OE FE)I(1) < +∞⇔ dimFEHomOE

(
(B0 ⊗E/OE)I(1),E/OE

)
⊗FE < +∞.

nt

e

i

que
u

ons
n n’est

un
Comme∩nπn
EHomOE ((B0 ⊗E/OE)I(1),E/OE) = 0, on voit facilement que c’est équivale

à avoirHomOE ((B ⊗E/OE)I(1),E/OE) de type fini surOE . �
Pour tout sous-groupe ouvert compactH ⊂ G, soitOE [[H ]] = lim

←−
OE [H/J ], la limite étant

prise sur les sous-groupes ouverts distinguésJ dansH . Muni de la topologie profinie,OE [[H ]]
est naturellement un objet deModfl

comp(OE) ([27] ou §4.2). SoitHomOE (B0,OE) la boule unité
du Banach dual deB ; l’action deG surB induit surHomOE (B0,OE) une structure naturell
deOE [[H ]]-module pour toutH ([27], §2).

LEMME 4.6.4 ([27], Lemme 3.4). –SoitB un G-Banach unitaire. AlorsB est admissible s
et seulement siHomOE (B0,OE) est unOE [[K]]-module de type fini.

C’est aussi équivalent à avoirHomOE(B0,OE) de type fini surOE [[H ]] pour unH comme
ci-dessus.

PROPOSITION 4.6.5. – Le G-Banach unitaireB(k) n’est pas admissible sik > 2.

Démonstration. –Fixons U comme avant ; par le Lemme 4.6.4, il suffit de montrer
HomOE(Θ(k)U ,OE) � O(k)U n’est pas unOE [[K]]-module de type fini ou, ce qui revient a
même par commensurabilité et le fait queOE [[K]] est noethérien, que lesOE [[K]]-module notés
respectivementΓ(H0, ωk/2) dans [33] pourk pair etH0(X̂,O

X̂
(k)) dans [17] pourk impair ne

sont pas de type fini. Il suffit de voir que leur tensorisé parFE n’est pas unFE [[K]]-module de
type fini. Mais par [33], Proposition 29 pourk pair> 2 et [17], Théorème 3.3 pourk impair, ces
FE [[K]]-modules ont au moins un sous-quotient isomorphe àindG

KQ×
p
SymrF2

E (à torsion près

par un caractère) pour unr ∈ {0, . . . , p−1} (avec des notations évidentes : il s’agit des foncti
à support quelconque). On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’une telle représentatio
pas de type fini surFE [[K]]. �

5. Lien avec la théorie globale et résultats principaux

On utilise la théorie globale pour trouver des valeurs deL telles queB(k,L) 
= 0.

5.1. Histoires de1-cocycles

PourE une extension quelconque deQp, faisons agirSL2(Qp) à gauche sur

Symk−2E2 �
⊕

0�i�k−2

E · T i

par(g ·P )(T ) = (bT + d)k−2P (aT+c
bT+d ) si g =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Qp) etP ∈ Symk−2E2.

Soit Γ ⊂ SL2(Qp) un sous-groupe discret ettΓ déf= {tγ, γ ∈ Γ} le sous-groupe deSL2(Qp)
des transposés deΓ. FixonsL ∈ Qp et EL = Qp(L,

√
p) ⊂ Qp. La suite exacte courte0 →

Symk−2E2
L ⊗ ε(det)−(k−2) → O(k,L) σ→ O(k) → 0 de la Proposition 3.2.2 donne lieu à

homomorphisme (extrait de la suite exacte longue de cohomologie du groupe discrettΓ) :

δL :H0
(
tΓ,O(k)

)
→H1

(
tΓ,Symk−2E2

L
)
.

Le but de ce paragraphe est le calcul deδL (Proposition 5.1.5).
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SoitF une fonction rigide analytiqueEL-rationnelle surΩ (qu’on peut voir comme un élément
de F ∈ O(2)). Rappelons (voir e.g. [4]) qu’uneintégrale de Colemande F relativement à la
déterminationlogL du logarithmep-adique est une primitivẽF de F dansO(2,L) (définie à

addition d’une constante près). SiQ1 et Q2 sont deux points deΩ, F̃ (Q2) − F̃ (Q1) ne dépend
donc pas de la primitive choisie et se note

∫ Q2

Q1
F (z)dz.

LEMME 5.1.1. – SoitF ∈ H0(tΓ,O(k)) = O(k)
tΓ etQ ∈ Ω, la fonction:

cL,Q(F ) :Γ→ Symk−2C2
p,

γ �→
γ·Q∫
Q

F (z)(1 + zT )k−2 dz =
k−2∑
i=0

( γ·Q∫
Q

ziF (z)dz

)(
k − 2

i

)
T i

ne dépend deQ qu’à un cobord près et définit un1-cocycle dansH1(Γ,Symk−2C2
p) notécL(F ).

Démonstration. –La preuve est classique et formelle, voir e.g. [31], §8.2.�
On notecL l’applicationO(k)

tΓ → H1(Γ,Symk−2C2
p), F �→ cL(F ).

LEMME 5.1.2. – L’isomorphismeCp-linéaire :

λk : Symk−2C2
p

∼−→ Symk−2C2
p,

T i �−→ (−1)iT k−2−i, 0 � i � k − 2,

vérifieλk(g ·P ) = tg−1 · λk(P ) oùP (T ) ∈ Symk−2C2
p etg ∈ SL2(Qp).

La preuve du Lemme 5.1.2 est laissée au lecteur. On en déduit :

COROLLAIRE 5.1.3. –On a un isomorphismeCp-linéaire :

Ψk :H1
(
Γ,Symk−2C2

p

) ∼−→H1
(
tΓ,Symk−2C2

p

)
,(

γ �→ c(γ)
)
�−→

(
tγ �→ λk

(
c(γ−1)

))
.

Continuons avec un lemme calculatoire élémentaire :

LEMME 5.1.4. –Soit F ∈ O(k,L) et g ∈ SL2(Qp) ; alors pour toutz ∈ Ω, on a l’égalité
suivante dansSymk−2C2

p :

k−2∑
i=0

F (i)(g · z)
(T − g · z)i

i!
= tg−1 ·

(
k−2∑
i=0

(tg ·F )(i)(z)
(T − z)i

i!

)
(22)

où “ (i)” en exposant signifie “dérivéei-ième”.

Démonstration. –Si g =
(

a b
c d

)
, on vérifie que :

(T − g · z)i =
1

(cz + d)i
tg−1 ·

(
(cT + d)k−2−i(T − z)i

)
donc :

k−2∑
i=0

F (i)(g · z)
(T − g · z)i

i!
= tg−1 ·

(
k−2∑
i=0

F (i)(g · z)
(cz + d)i

(cT + d)k−2−i (T − z)i

i!

)
.
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En écrivant(cT +d)k−2−i =
∑k−2−i

j=0 (cz+d)jck−2−i−j
(
k−2−i

j

)
(T −z)k−2−i−j , une réindexa-

tion donne : ( ( ) )

k−2∑
i=0

F (i)(g ·z)
(T − g · z)i

i!
= tg−1 ·

k−2∑
i=0

i∑
j=0

F (j)(g ·z)(cz+d)k−2−i−jci−jAi,j
(T − z)i

i!

oùAi,j = i!(k−2−j)!
j!(k−2−i)!(i−j)! . Or, une récurrence suri donne précisément :

(tg · F )(i)(z) =
i∑

j=0

F (j)(g · z)(cz + d)k−2−i−jci−jAi,j

pour0 � i � k − 2 d’où le résultat. �
PROPOSITION 5.1.5. – On a :

δL =
−1

(k − 2)!
Ψk ◦ cL.

Démonstration. –Soit F ∈ H0(tΓ,O(k)) = O(k)
tΓ et F̃ ∈ O(k,L) tel queσ(F̃ ) = F (cf.

Proposition 3.2.2) i.e.̃F (k−1) = F . NotonsδL,F̃
(F ) la fonction :

tΓ→ Symk−2E2
L ⊂ Symk−2C2

p,
tγ �→ tγ · F̃ − F̃ .

SoitQ ∈ Ω etγ ∈ Γ, il suffit de montrer :

δL,F̃
(F )(tγ) +

1
(k − 2)!

λk

(
cL,Q(F )(γ−1)

)
= tγ ·P

F̃ ,Q
−P

F̃ ,Q
(23)

où cL,Q(F ) est la fonction du Lemme 5.1.1 etP
F̃ ,Q

=
∑k−2

i=0 F̃ (i)(zQ) (T−zQ)i

i! ∈ Symk−2C2
p.

Si P (T ) est un polynôme de degré� k − 2, on a l’égalité bien connue :

P (T ) =
k−2∑
i=0

P (i)(zQ)
(T − zQ)i

i!
.

Commetγ−1 · F̃ − F̃ est un tel polynôme, on obtient :

δL,F̃
(F )(tγ) = −tγ · (tγ−1 · F̃ − F̃ )

= −tγ ·
(

k−2∑
i=0

(tγ−1 · F̃ )(i)(zQ)
(T − zQ)i

i!
−

k−2∑
i=0

F̃ (i)(zQ)
(T − zQ)i

i!

)
(22)
= tγ ·

(
k−2∑
i=0

F̃ (i)(zQ)
(T − zQ)i

i!

)
−

k−2∑
i=0

F̃ (i)(γ−1 · zQ)
(T − γ−1 · zQ)i

i!
.(24)

Comme(k − 2)!
∑k−2

i=0 F̃ (i)(z) (T−z)i

i! est une primitive (enz) de :

F (z)(T − z)k−2 = λk

(
F (z)(1 + zT )k−2

)
,
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on a (cf. le Lemme 5.1.1) :

1 ( −1
) k−2∑ ˜(i) −1 (T − γ−1 · zQ)i

s

e,
ition.

rêtes

es

ans la
(k − 2)!
λk cL,Q(F )(γ ) =

i=0

F (γ · zQ)
i!

−
k−2∑
i=0

F̃ (i)(zQ)
(T − zQ)i

i!
.(25)

En additionnant (24) et (25) on obtient (23).�
Puisqueλk est défini surQp, la Proposition 5.1.5 montre quecL est en fait à valeurs dan

H1(Γ,Symk−2E2
L).

5.2. 1-cocycles et invariantL

On garde les notations du paragraphe précédent. On exprimeδL comme combinaison linéair
dépendant deL, des1-cocycles de Coleman et de Schneider [32], dont on rappelle la défin

Soit ccol
déf= c0 le 1-cocycle du Lemme 5.1.1 correspondant à la valeurL = 0 (détermination

“d’Iwasawa” du logarithme). On accol(F ) ∈ H1(Γ,Symk−2E2
L) pour toutF ∈O(k)

tΓ.
Soit r :Ω → |BT | la flècheSL2(Qp)-équivariante de réduction sur les sommets et les a

non-orientées de l’arbreBT (voir e.g. [33] pour une définition explicite der). Soit F (z) une
fonction rigide analytique surΩ, a = [s, s′] une arête orientée deBT allant du sommets vers le
sommet adjacents′ et choisissons un isomorphisme analytique :

r−1(a) �
{
t ∈Cp | 1/p < |t|< 1

}
de telle sorte ques′ soit “l’image” dest ∈ Cp \Qp tels que|t| = 1/p (inversers et s′ revient à
remplacert par, e.g.,p/t). On aF (z)|r−1(a) =

∑
n∈Z antn et on définit :

resa

(
F (z)dz

)
= a−1.

C’est indépendant de l’isomorphisme analytique choisi préservant l’orientation.
Si s est un sommet deBT et g ∈ SL2(Qp), on note[s, g · s] l’ensemble des arêtes orienté

permettant de joindres àg · s.

LEMME 5.2.1. – SoitF ∈ O(k)
tΓ et s un sommet deBT , la fonction:

csch,s(F ) :Γ→ Symk−2E2
L

γ �→
∑

a∈[s,γ·s]
resa

(
F (z)(1 + zT )k−2 dz

)

=
k−2∑
i=0

( ∑
a∈[s,γ·s]

resa

(
ziF (z)dz

))(
k − 2

i

)
T i

ne dépend des qu’à un cobord près et définit un1-cocycle dansH1(Γ,Symk−2E2
L) noté

csch(F ).

Démonstration. –La preuve est une conséquence du Lemme 5.1.1 et de l’égalité (26) d
preuve de la proposition qui suit, mais peut bien sûr se vérifier directement.�

On notecsch l’applicationO(k)
tΓ →H1(Γ,Symk−2E2

L), F �→ csch(F ).
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PROPOSITION 5.2.2. – On a :

cL = ccol +Lcsch.
t

nt

rs
es
es

:

Démonstration. –Soit F ∈ O(k) Γ et Q ∈ Ω tel quer(Q) est un sommetsQ deBT . Il suffit
de montrer pour toutγ ∈ Γ :

cL,Q(F )(γ)− c0,Q(F )(γ) =Lcsch,sQ(F )(γ).(26)

Vu les énoncés des Lemmes 5.1.1 et 5.2.1, il suffit de montrer que siF est une fonction rigide
analytique (EL-rationnelle) surΩ, F̃L (resp.F̃0) une primitive deF dansO(2,L) (resp.O(2,0))
et siQ1,Q2 ∈ Ω sont tels quesQi

déf= r(Qi), i ∈ {1,2}, sont deux sommets adjacents, on a :(
F̃L(zQ2)− F̃L(zQ1)

)
−

(
F̃0(zQ2)− F̃0(zQ1)

)
= Lres[sQ1 ,sQ2 ]

(
F (z)dz

)
.

Soitg ∈ G tel quezQ1 = g ·z1, zQ2 = g ·z2 où |z1|= 1 et |z2|= 1/p, quitte à faire le changeme
de variablez → g · z, il suffit de montrer :(

F̃L(z2)− F̃L(z1)
)
−

(
F̃0(z2)− F̃0(z1)

)
= Lresa(1)

(
F (z)dz

)
(27)

où a(1) est l’arête “centrale”[z1, z2]. En écrivantF (z)|r−1(a(1)) =
∑

n∈Z anzn, le membre de
gauche de (27) vaut :

a−1

((
logL(z2)− log0(z2)

)
−

(
logL(z1)− log0(z1)

))
= a−1

(
Lval(z2)−Lval(z1)

)
= a−1(L− 0)

=Lresa(1)

(
F (z)dz

)
. �

Remarque5.2.3. – Dans [30], §4 se trouve une variante de la Proposition 5.2.2.

En rassemblant les Propositions 5.1.5 et 5.2.2, on obtient le résultat suivant :

COROLLAIRE 5.2.4. – On a:

δL =
−1

(k − 2)!
Ψk ◦ (ccol +Lcsch).

5.3. Formes modulaires et invariantL
On fixe un plongementQ ↪→Qp, un entierN � 1 premier àp et une extension finieE deQp

dansQp contenant l’extension quadratique non ramifiée deQp(
√

p), ainsi que toutes les valeu
propres des opérateurs de HeckeT� pour � premier àpN agissant sur les formes modulair
paraboliques de poidsk surΓ0(pN). On noteSk(Γ0(pN)) le E-espace vectoriel de ces form
dont le développement de Fourier est à coefficients dansE.

Soit f ∈ Sk(Γ0(pN)) (non nulle) telle queT�(f) = a�f pour (�, pN) = 1 avec a� ∈ E.
D’après [13], Théorème 6.1, il existe une unique représentation (absolument) irréductible

ρ :Gal(Q/Q)→GL2(E)

non ramifiée en dehors depN et telle que, si� � pN :{
trρ(Frob�) = a�,
detρ(Frob�) = �k−1

oùFrob� est un Frobenius arithmétique en�. On noteρp
déf= ρf |Gal(Qp/Qp).
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THÉORÈME 5.3.1 [23]. – Avec les notations précédentes, supposonsf nouvelle enp. Alors il
existe un uniqueL ∈E tel que, à torsion près par un caractère quadratique non ramifié:

l

bles

uet–

s
2

ais
ρp � V (k,L).

Rappelons queV (k,L) est défini au §1.3. On noteLFM(f) déf= −L avecL comme dans le
Théorème 5.3.1.

Supposons maintenantN de la formeN = N−N+ où (N−,N+) = 1, N− est le produit
d’un nombre impair de nombres premiers distincts etN+ est arbitraire (premier àpN−). SoitB
l’algèbre de quaternions surQ ramifié à l’infini et aux places divisantN− (ici B n’est pas un
Banach !) ; choisissons un isomorphismeι : B ⊗Q Qp

∼→ M2(Qp) (matrices2× 2 à coefficients
dansQp, deux tels isomorphismes sont conjugués par une matrice dansG). Soit R ⊂ B un
Z[1/p]-ordre d’Eichler de niveauN+ (cf. [3], §1.1 ou [34], §III.5.A) etR×

1 les unités deR de
norme réduite1. On pose :

Γ déf= ι(R×
1 ) ⊂ SL2(Qp).

C’est un sous-groupe discret cocompact deSL2(Qp).
Rappelons qu’une forme modulaire rigideE-rationnelle de poidsk et niveauΓ est une

fonction rigide analytiqueE-rationnelleF surΩ telle que :

F (γ · z) = (cz + d)kF (z) ∀γ =
(

a b
c d

)
∈ Γ

c’est-à-dire, vu nos conventions, un élément deO(k)
tΓ. On noteSk(Γ) le E-espace vectorie

O(k)
tΓ des formes rigides analytiquesE-rationnelles de poidsk et niveauΓ. Pour� premier,

� � pN , les opérateurs de HeckeT�, définis de la manière usuelle à partir de l’action des dou
classesΓ

(
1 0
0 �

)
Γ, agissent surSk(Γ).

Notons Sk(Γ0(pN))pN−−nouv le sous-E-espace vectoriel deSk(Γ0(Np)) des formes
nouvelles enpN−. Le théorème suivant est une conséquence de la correspondance de Jacq
Langlands et du théorème d’uniformisation des courbes de Shimura deČerednik–Drinfel’d :

THÉORÈME 5.3.2 (cf. [18], §5). – Il existe un isomorphismeE-linéaire compatible aux
opérateursT�, � � pN :

Sk(Γ) � Sk

(
Γ0(pN)

)pN−−nouv
.

En particulierSk(Γ) = 0 si k est impair. Soitf ∈ Sk(Γ0(pN))pN−−nouv vecteur propre de
T� pour � � pN et soit F ∈ Sk(Γ) la forme rigide correspondant àf par le Théorème 5.3.
(déterminée à multiplication par un élément deE× près).

THÉORÈME 5.3.3 ([32], §1). –Avec les notations précédentes, il existe un uniqueL ∈ E tel
que:

ccol(F ) =Lcsch(F ).

Rappelons queccol(F ) et csch(F ) sont définis au §5.2. On noteLT(f) déf= L avecL comme
dans le Théorème 5.3.3. Il est le même pour toutes les formes propresf “provenant” d’une même
forme propre nouvelle dansSk(Γ0(pN−N+′

)) oùN+′ |N+. A priori, LT(f) pourrait dépendre
de la décompositionN = N−N+, i.e. du choix deN− vérifiant les conditions précédentes, m
on a le résultat suivant :
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THÉORÈME 5.3.4 ([18], §6). –Soitf ∈ Sk(Γ0(pN))pN−−nouv, alors :

LFM (f) = LT (f).

de

4.1(2)).

cte :

éo-

s) de
Si F ∈ Sk(Γ) est vecteur propre desT� pour � � pN et si f ∈ Sk(Γ0(pN))pN−−nouv

correspond àF par le Théorème 5.3.2, on note indifféremmentL(F ) = L(f) la valeur commune
deLFM (f) = LT (f).

5.4. Les résultats principaux

On conserve les notations du §5.3. On étend tacitement les scalaires deEL à E si L ∈E.

LEMME 5.4.1. – SoitL ∈E.
(i) Si k > 2 (resp.k = 2), la surjectionσ :O(k,L) � O(k) (Proposition3.2.2) induit une

injectionO(k,L)
tΓ ↪→O(k)

tΓ (resp.O(2,L)
tΓ/E ↪→O(2)

tΓ).
(ii) Le sous-espace deO(k)

tΓ image deO(k,L)
tΓ est stable sous l’action des opérateurs

HeckeT� pour � � pN .

Démonstration. –(i) résulte de(Symk−2E2)
tΓ = 0 pourk > 2 car il est bien connu qu’il n’y

a pas de formes modulaires rigides de poids négatif non nulles (voir e.g. [17], Théorème
(ii) résulte du fait que l’action des opérateurs de Hecke passe par l’action du groupeG (tordue
parε(det)(k−2)/2 ici, cf. (11)) et que la surjectionσ :O(k,L) � O(k) estG-équivariante. �

THÉORÈME 5.4.2. – Supposonsk > 2.
(i) SoitL ∈ E et F ∈ O(k)

tΓ vecteur propre desT� pour � � pN , alorsF ∈ O(k,L)
tΓ si et

seulement siL(F ) = −L.
(ii) On aO(k,L)

tΓ = 0 sauf pour un ensemble fini deL (contenu dansE).
(iii) Les injectionsO(k,L)

tΓ ↪→ O(k)
tΓ induisent des isomorphismes:

⊕
L∈E

O(k,L)
tΓ � O(k)

tΓ � Sk

(
Γ0(pN)

)pN−−nouv
.

Démonstration. –(i) Par le (i) du Lemme 5.4.1 et la Proposition 3.2.2, on a une suite exa

0 −→O(k,L)
tΓ −→O(k)

tΓ δL−→H1
(
tΓ,Symk−2E2

)
où d’après le Corollaire 5.2.4 et le Théorème 5.3.3 :

δL(F ) =− 1
(k − 2)!

(
Ψk

(
ccol(F )

)
+LΨk

(
csch(F )

))
=− 1

(k − 2)!
(
L(F ) +L

)
Ψk

(
csch(F )

)
.

Mais csch :O(k)
tΓ → H1(Γ,Symk−2E2) est un isomorphisme (cf. par exemple [32], Th

rème 1 ou [30], Théorème 3.9), donc :

F ∈ O(k,L)
tΓ ⇔ δL(F ) = 0⇔

(
L(F ) +L

)
Ψk

(
csch(F )

)
= 0 ⇔L(F ) +L = 0.

(ii) résulte de (i), du Théorème 5.3.2 et du fait queSk(Γ0(pN))pN−−nouv est de dimension
finie. (iii) Les opérateursT� pour � � pN se diagonalisent sur une base de formes (propre
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Sk(Γ0(pN))pN−−nouv, donc aussi deO(k)
tΓ = Sk(Γ) par le Théorème 5.3.2. Par le (ii) du

Lemme 5.4.1 et le (i), une base du sous-espaceO(k,L)
tΓ est donnée par les formes propres de

la base précédente dont l’invariant estL. On en déduit la décomposition (iii).�
nt

,

ède, on
(même

nt

e

ch
5,
ue
le

ù

Remarque5.4.3. – Lorsquek = 2, on a un énoncé analogue au Théorème 5.4.2 en remplaça
O(k,L)

tΓ parO(2,L)
tΓ/E.

Remarque5.4.4. – CommeH1(tΓ,O(k)) = 0 pour tout k � 2 (voir par exemple [17]
Corollaire 2.2), on a en fait pourk > 2 une suite exacte :

0 →O(k,L)
tΓ →O(k)

tΓ → H1
(
tΓ,Symk−2E2

)
→H1

(
tΓ,O(k,L)

)
→ 0.

CommeO(k)
tΓ etH1(tΓ,Symk−2E2) ont même dimension surE (cela résulte du fait quecsch

est un isomorphisme, voir preuve précédente), on en déduit queO(k,L)
tΓ et H1(tΓ,O(k,L))

ont aussi même dimension. De plus, en utilisant les résultats de [18], §6 et ce qui préc
peut montrer que la surjection dans la suite exacte ci-dessus induit des isomorphismes
pourk = 2) :

H1(tΓ,Symk−2E2)�
⊕
L∈E

H1
(
tΓ,O(k,L)

)
.

LEMME 5.4.5. – SoitB un E-espace vectoriel de Banach etH un groupe compact agissa
sur B de sorte queH × B → B est continu. Alors, quitte à remplacer la norme deB par une
norme équivalente, la boule unité deB est stable parH .

Démonstration. –CommeH est compact, son image dansHomE(B,B) (applicationsE-

linéaires continues) est équicontinue, donc bornée pour la norme|||f ||| déf= supv∈B\{0}
‖f(v)‖
‖v‖

([24], Proposition 6.1.2). Donc il existec ∈ |E×| tel que‖h · v‖ � c‖v‖ pour touth ∈ H , v ∈ B
et aussi, puisqueH est un groupe,c−1‖v‖ � ‖h · v‖. Si B0 est la boule unité deB, on a donc
λ∈ E× tel que

λ−1B0 ⊂ h(B0) ⊂ λB0

pour touth ∈ H , d’oùλ−1B0 ⊂
⋂

h∈H h(B0) ⊂ λB0. On voit que
⋂

h∈H h(B0) peut être utilisé
comme nouvelle boule unité stable parH . �

LEMME 5.4.6. – Pour toutk � 2 et toutL, on a (O(k)b)
tΓ = O(k)

tΓ et (O(k,L)b)
tΓ =

O(k,L)
tΓ.

Démonstration. –On donne la preuve pourO(k,L), l’autre cas étant similaire. Il suffit d
montrer O(k,L)

tΓ ⊂ (O(k,L)b)
tΓ, l’autre inclusion étant triviale. Rappelons queI est le

sous-groupe d’Iwahori deG et queU(1) désigne le recouvrement particulier deQp dansCp

défini au §4.1. On vérifie queI préserveΩU(1) et définit par (15) une action sur le Bana
O(k,L)U(1) (§3.2) tel queI × O(k,L)U(1) → O(k,L)U(1) est continu. Par le Lemme 5.4.
quitte à changer la norme deO(k,L)U(1) par une norme équivalente, on peut supposer qI
préserve la boule unité deO(k,L)U(1). Par ailleurs, le groupeΓ étant cocompact, l’ensemb

IQ×
p \G/tΓ est fini, représenté par les classes deg1, . . . , gs ∈ G. SoitF ∈ O(k,L)

tΓ etλ ∈ E×

tel que‖(gi · λF )|ΩU(1)‖ � 1 pour1 � i � s. Tout g ∈ G s’écrit g = hgi
tγ pour unh ∈ IQ×

p ,
un i ∈ {1, . . . , s} et un γ ∈ Γ. On a ‖(gi · λF )|ΩU(1)‖ � 1 d’où ‖(gi

tγ · λF )|ΩU(1)‖ � 1
puisquetγ · F = F d’où ‖(hgi

tγ · λF )|ΩU(1)‖ � 1 puisqueI préserve la boule unité d’o
‖(g · λF )|ΩU(1)‖� 1 pour toutg ∈ G d’où F ∈ O(k,L)b. �

Le cask = 2 étant déjà fait (§4.5), on supposek > 2 et on pose :
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Λ(k) déf= {−L(f), f forme propre nouvelle dansSk(Γ0(pN)) pour N

de la formeN−N+ comme au §5.3} ⊂Qp.

n

, du
(quitte

lité

2

5
ceux de
ité près

nsidérée

n,
m et

hneider
. Enfin,
iples

d

in
THÉORÈME 5.4.7. –Supposonsk > 2.
(i) Pour L ∈ Λ(k), on a O(k,L)b 
= 0, de sorte queB(k,L) 
= 0 et que la représentatio

Σ(k,L) possède un réseau stable parG.
(ii) SoitL ∈Qp etL′ ∈Λ(k), siB(k,L) ∼→B(k,L′) est un isomorphismeE-linéaire continu

G-équivariant(oùE est une extension finie deQp contenantEL etEL′ ), alorsL= L′.

Démonstration. –(i) Via le Théorème 5.3.2, cela se déduit du (i) du Théorème 5.4.2
Lemme 5.4.6 et des résultats du §4. (ii) Par hypothèse et le (i) du Théorème 5.4.2
à agrandirE), il existe un sous-groupe de congruenceΓ ⊂ SL2(Qp) et F ∈ O(k,L′)

tΓ

correspondant par le Théorème 5.3.2 à une formef propre et nouvelle dansSk(Γ0(pN))
pour un N convenable. Si un isomorphisme commedans l’énoncé existe, alors par dua
on a un isomorphismeE-linéaire G-équivariantψ :O(k,L′)b ∼→ O(k,L)b (cf. fin du §4.2),
d’où, puisque l’action des opérateurs de Hecke passe par l’action deG, une forme propre
ψ(F ) ∈ O(k,L)

tΓ ayant mêmes valeurs propres queF sur lesT� pour � � pN . Par la théorie
d’Atkin–Lehner dansSk(Γ0(pN)), la forme propre correspondant àψ(F ) par le Théorème 5.3.
doit être proportionnelle àf , donc on a en particulierL(ψ(F )) = L(F ) ce qui entraîneL = L′

par le (i) du Théorème 5.4.2.�
Remarque5.4.8. – Pourk > 2 et L ∈ Λ(k), les réseaux deSymk−2E2

L ⊗ St induits par les

boules unités desB(k,L), à savoir les réseauxΘ(k,L)U ∩ (Symk−2E2
L ⊗ St) du §4.3,nesont

pascommensurables entre eux quandL varie dansΛ(k) (utiliser le (ii) de la Proposition 4.3.
et le théorème ci-dessus). En utilisant le Théorème 5.4.2 et des arguments similaires à
la preuve précédente, on voit même qu’ils ne vérifient aucune inclusion à commensurabil
les uns dans les autres !

Remarque5.4.9. – Il est problable que les BanachB(k,−L(f)), vus (pourk > 2) comme
complétions deSymk−2E2 ⊗ St, se réalisent dans la complétionp-adique duH1 Betti des
(pro-)courbes modulaires associée au réseau de la cohomologie entière (complétion co
dans [14] par exemple) : voir [8].
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