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INVARIANT £ ET SERIE SPECIALE-ADIQUE

PAR CHRISTOPHEBREUIL

RESUME. — A chaque entiek > 2 et chaqueC € Q,, on associe conjecturalement un espace de Banach
p-adiqueB(k, £) muni d’une action continue unitaire deL2(Q,). On montre queB(k, L) existe bien
si k=2 ou sik > 2 et £ “provient” d'une forme modulaire de poids sur'y(pN) avec(p,N) =1
etN=N"N"ou(N ,NT)=1etN" estle produit dun nombre impair de nombres premiers. Les
BanachB(k, £) devraient “correspondre” (& torsion prés pas daractéres cristallins) aux représentations
semi-stables non-cristallines @&1(Q,,/Q,) de dimensior2 surQ,,.
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ABSTRACT. — To any integek >= 2 and anyL € Q,, we associate conjecturally jaadic Banach
spaceB(k, L) endowed with a continuous linear action@L2(Q,). We prove thatB(k, L) does exist
either if k =2 or if £ > 2 and £ is “coming from” a weightk eigenform onl'o(pN) with (p, N) =1
andN = N NT where(N~,N*) =1 and N~ is the product of an odd number of prime numbers.
The BanachB(k, £) should “correspond” (up to torsidoy crystalline characters) -dimensional non-
cristalline semi-stable representationsfl(Q, /Q,) overQ,.
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1. Préliminaires
1.1. Introduction

Soit p un nombre premier ef une forme modulaire parabolique nouvelle de pdids 2
surly(Np) avec(N,p) = 1. Supposong vecteur propre des opérateurs de Hecke avec, pour
simplifier, des valeurs propres dafisLorsquek = 2, I'invariant £ de f, notéL(f), a été défini
pour la premiére fois dans [20] par la formule :

log(q) — L(f)val(q) =0

ou val est la valuation normalisée peal(p) = 1, log est le logarithmey-adique normalisé par
log(p) = 0 et oliqg € Q) est tel queJo(f)(C,) ~ C,/q?%, Jo(f) étant la courbe elliptique
associée &. Cet invariant intervient dans la compas@n entre valeurs spéciales des fonctions

L complexe ep-adique def. Lorsquek > 2, trois définitionsa priori différentes deC(f) furent
données un peu plus tard dans [32,10] et [19]. &trsaintenant que cémis définitions donnent
toutes la méme valeur. La définition peut-étre la plus parlante conceptuellement est celle de
[19] que nous rappelons maintenant. Sola représentatiop-adique deGal(Q/Q) associée

a f; on sait que la composante localg = p|Ga1(Q_p/Qp) estsemi-stablenon cristalline. Il lui

correspond donc par le foncteur de FontaindunV)-module filtré Dy (p,,) de dimensior? et
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560 C. BREUIL

L(f) est par définitione paramétre de la filtration de Hodge sili}; (p,) (voir e.g. [9], §4.3 ou
'Exemple 1.3.5).

A la forme f est aussi associée une représentation autom@rph@} me de GLy(Aq) ou
Aq désigne les adeles d@. La composante locale, est, & une torsion non ramifiée pres, la
représentation spéciale, ou Steinberg (e, (Q,) que I'on noteSt. C'est une représentation
lisse irréductible d&GL,(Q,,) ou il 'y a pas le moindre invarianf. Pour cette raison, alors
queL(f) est un invariantocal enp cété Galoais, il a le privilege d'étre unanimement considéré
comme un invarianglobal c6té GLs.

La motivation a I'origine de ce travail (et aussi de [9,6,7] et [8], voir I'introduction de [5]) est
I'abolition de ce privilége.

Cette motivation est reliée a la question vague suivante : y a-t-il une “correspondance de
Langlands” (globale ou locale) entre représentatigiasliques continues de groupes de Galois
et certaines représentatiopsadiques continues de groupes linéaires? En effet, si une telle
correspondance existe, alors dans notre cas particulier I'hypothétique représenizdiigupie
IT, de GL»(Q,) associée @, doit déterminelp, (& isomorphisme prés) et doit donc contenir
une donnée équivalente a la filtration de HodgeBuKp, ). Autrement dit, les poids de Hodge—
Tate(0, k — 1) et I'invariant £ doivent étre quelque part dans la représentdtioaleIl,.

Pour E une extension finie d&, contenantp®/2, notonsSym" 2E? la représentation
algébrique d€1»(Q,) de plus haut poidg), k — 2) etSym"* 2 E2=| det |*~2)/2 @ Sym* 2 E?

(ou|- | est la norme-adique). Notre approche pour constrdifgest grossiérement la suivante :
achaque valeut € E C Q, devrait étre associé ub-espace de BanaghadiqueB(k, £) =11,
muni d’une action continue déL2(Q,) et obtenu (au moins pour > 2) comme complétion
p-adique “convenable” (dépendant dgdeSym”* 2E? @  St.

On donne dans cet article un procédé conjectural local de constructiB(kg€) pour toutk
ettoutL (pourk = 2, le procédé n’est pas conjectural). En utilisant la théorie globale, on montre
que B(k, L) existe vraiment pouk pair > 2 et £ provenant des formes modulaires de pdids
surl'o(pN) avec une hypothése faible siir (voir ci-apres).

Commencons par le procédé conjectural local. Notarg. l'unique détermination du
logarithmep-adique telle quéog - (p) = £. On définit d’abord des représentations localement
analytiquesx(k,£) (au sens de [25]) faisant interverlsg, et ayantSym*2E? @p St
comme (sous-représentation sur les) vecteualéament algébriques de la facon suivante. La
fonction log, permet de construire une extension non trividle> 1 — o(£) — 1 — 0 de
représentations du Borel supérieur G&2(Q,). En tordant cette extension par le caractére
(¢ ") lad|=2)/24*=2 et en en prenant I'nduite parabolique analytique au sens de [25], on
obtient une représentation localement analytique gieateurs de Jordan—Hélder topologiques.
Cette représentation posséde un sous-quotient topologique nE(rel) qui n'a plus que
3 facteurs et qui vérifies(k, L) ~ X(k,L') = L = £’ (voir §2.1). C'est le plus “petit” sous-
quotient ayant cette propriété. Il a un unique sous-objet irréductihler” 2E2 @ 5 St. Si l'on
agranditF, la représentatiobl(k, £) est modifiée de fagon évidente par extension des scalaires
de sorte qu’elle ne dépend pas vraimenfie

Appelons réseau dg(k, £) tout sous® g-module fermé dé&(k, £) qui 'engendre sui et
gui ne contient pas de-droite.

CONJECTUREL.1.1} — Pour toutk > 2 et tout£ € E C Q,, X(k, £) posséde a commensu-
rabilité prés un unique réseau stable pai(Q,).

Jignore si I'on peut forcément choisir ce réseau topologiquement de type fini sur
Og[GL2(Qp)]. La définition conjecturale “brutale” (et provisoire) @k, £) est alors :

1 Cette conjecture est maintenafémontrée (voir plus loin).
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DEFINITION 1.1.2.—On définitB(k,£) comme le complété d&(k, £) par rapport a un
quelconqgue réseau stable fialr2 (Q,,).

La conjecture 1.1.1 entraine qu#&k, £) doit de plus étre topologiquement irréductible si
k> 2.

ProPOSITION 1.1.3. -La Conjecturel.1.1 est vraie pourk = 2. De plus, B(2,£) est
admissible(au sens d¢27]) de longueur2 et B(2,£) ~ B(2,L’) (isomorphisme topologique
GL2(Qp)-équivarian) si et seulement &£ = £'.

En pratique, méme lorsque I'on sait qti¢k, £) posséde un réseau stable pdr:(Q,), on
ignore si tous les autres lui sont commensurables. Il est donc plus commode de donner une
autre définition deB(k, L), toujours conjecturale mais pluadile & manier, comme complétion
de X(k, £) par rapport & une ctse de commmesurabilitéparticuliére de réseaux stables par
GL2(Q,). Cette classe sera, en un certain sens, “minimale”.

Nous allons la définir par dualité. lkéit d’abord expliciter le dual topologique(k, £)’
de X(k,L). Pour toutk > 2, soit O(k) I'espace usuel des fonctions rigides analytiques
E-rationnelles sur le demi-plgmradiquef? = C,, \ Q,, ; munissongD(k) de 'action & gauche
de GL,(Q,) de poidsk (& une torsion pres, cf. (11)). Sdit(k, £) I'espace des fonctions sur
Q qui, en restriction a chaque affinoide, sont de la forme : une fonction rigjidationnelle
+ une E-combinaison linéaire de fonction$ log(z — z;) oun € {0,...,k — 2} etz; € Q,;
munisson®(k, £) de 'action & gauche d8L(Q,) de poids2 — k (& une torsion prés, cf. (15)).
La dérivation(k — 1)-ieme donne une surjectidhL2 (Q,)-équivarianteD(k, L) — O(k). Les
espace®) (k) etO(k, L) sont munis de topologies naturellgsi en font des espaces de Fréchet.

THEOREME 1.1.4. —Pour toutk > 2 ettout € E C Q,, on a un isomorphisme topologique
GL2(Q,p)-équivariant:

Ok, L) ~S(k, L)

Ce théoreme généralise un théoreme de dualité de Morita ou il n'y avait pas de logarithmes
[22]. Sa preuve, donnée en détail au 83, est assez calculatoire a cause des formules qui
apparaissent lorsque l'on accouple les logarithmes des deux c6tés (voir formules (17)).
Mais les calculs marchent si bien que I'auteur soupconne fortement ces formules, ainsi que
I'accouplement, d’avoir une interprétation conceptuelle.

Soit Qy un affinoideE-rationnel “suffisamment grand” de (ou plutdt ses points a valeurs
dansC,, cf. §3.1); définissons :

Ok, L)Y ={F €Ok, L) | ||(g- F)|o, [| <1 Vg€ GL2(Qp)}

ou la norme|| - || est définie sur I'espace des fonctions sy sommes d’'une fonction
rigide surQy et d'une combinaison linéaire finie d& log,(z — z;) comme précédemment.
On peut montrer qued(k, L)V est un sousdr-module compact ded(k, L) stable par
GL2(Q,) et queO(k,£)” = O(k, L)Y @ E est indépendant du choix de. Il résulte de
[27] queHomp,, (O(k, L)Y, E) (espace vectoriel des applications contin@gslinéaires) est
naturellement un Banach séf muni d’une action continue “unitaire” (i.e. stabilisant un ouvert
borné) deGL»(Q,) indépendant du choix dey;.

DEFINITION 1.1.5.—On définifB(k, £) = Home, (O(k, L)Y, E).

Noter qu’on ignorea priori si B(k,L) # 0 pourk > 2 (car on ignore sO(k, L)V # 0). Si
O(k,£)Y # 0, on peut montrer quB(k, £) est le complété dE(k, £) par rapport au réseau dual
O(k, L)Y deO(k, L)Y (i.e. le Oz-module des éléments d&k, £) entiers contre tout élément
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562 C. BREUIL

deO(k, £)Y) et que tout réseau de(k, £) stable paiGL2(Q,) contientpO(k, £)Y pour un
n convenable (d’ou I'appellation “classe de commensurabilité minimale”, cf. précédemment).
Ainsi, cette deuxiéme définition dB(k, L) est conjecturalement équivalente a la précédente
(équivalente sk = 2) et est celle que nous adoptons dans tout cet article. Pou2, B(k, L)
est aussile complété $gm” 2 E2 @ ; St par rapport au résea(k, £)V N (Sym* 2 E? @ 5 St).
Lorsque k > 2, I'étude locale deB(k,L) semble non-triviale. La théorie des formes
modulaires rigides analytiques combinée avec le Théoréme 1.1.4 va montrer sans douleur que,
pourk > 2 et pair, lesB(k, £), au moins pour certaines valeurs discréte€dsont non nuls et
tous distincts.
PourI' sous-groupe discret cocompact da&is;(Q,), notonsS;(I') le E-espace vecto-
riel des formes modulaires rigides analytiquésationnelles de poidé et niveaul’, c’est-
a-dire, vu nos conventions), (T") = O(/g)tF (* désigne la transposition usuelle des matrices).
Soit N € N premier ap et tel queN = N~ N* avec(N~,NT) =1 et N~ produit d'un
nombre impair de nombres premiers. Pdursuffisamment grand, on peut trouvértel que
Sk(T) — Sk (To(pN)) (formes modulaires paraboliques classiques de poidsniveaupN),
l'injection étant compatible aux opérateurs de Hecke et ayant pour image les formes de
Sk(To(pN)) nouvelles erp et aux places oll' “n’est pas de typd'y”. En particulier, 'image
contient toutes les formes nouvellgss S, (I'o(pN))™°" qui peuvent donc se “voir” comme
des formes rigides’ € O(k)'T, cf. §5.3.
Comme pouO(k, £)P, on définit par le méme procédé

O(k)> ={FeOk)||[(g- F)lay|| <1Vg€GL2(Q,)} ® E

et on vérifie que la dérivatio®(k, £) — O(k) induit pour k > 2 uneinjection O(k, £)P —
O(k)". De plus, on voit aisément que(k)'" c O(k)P.

THEOREME 1.1.6. — Supposong > 2. Soit f une forme modulaire propre nouvelle dans
Sk(To(pN)) (de sorte queL(f) € E est bien définiet soit F € S,(I') C O(k)" la forme
modulaire rigide associée. Alo& € O(k, £)® C O(k) si et seulement &§ = —L(f).

Du Théoréme 1.1.6, on déduit (cf. 85.4) :

CoROLLAIRE 1.1.7.— Soit A(k) d:ef{—ﬁ(f), f forme propre nouvelle danSj(T'o(pN))
pour N de la formeN~ N+ comme avatC Q,,.
(i) Pourtoutl € A(k), onaB(k, L) # 0. En particulierX(k, £) posséde un réseau stable
par GL2(Q,).
(i) SoitL € A(k), £’ € Q, et E une extension finie d@, dansQ, contenant, £’ etp*/2.
Si B(k,L) = B(k,L') est un isomorphismé&-linéaire continuGL2(Q,,)-équivariant,
alorsC=/L".

La conjecture qui suit et ses conséquences rassemblent ce que l'auteur croit étre vrai
localement sur les BanacB(k, L) pour k > 2 et donnent en particulier un lien local avec
les représentations semi-stables non-diises absolument irréductibles de dimensi2rde
Gal(Q,/Q,). Comme dans [29], notonB(k, £)., le sousf-espace vectoriel des vecteurs
localement analytiques dB(k, L), c'est-a-dire les vecteurs tels que I'application orbite
g — g-v estune fonction localement analytique@e2(Q,) dansB(k, £). C'est naturellement
une représentation localement analytiquéide (Q,,).
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CONJECTURE 1.1.8. — Supposons > 2.

(i) L'applicationX(k, £) — B(k, L), €st un isomorphisme topologique.

(i) SoitB(k,L)° = {ve B(k,L)||v| <1}, alors B(k,£)° ®0, F, est de longueur finie
comme représentatiofisse) de GL2(Q,) sur F, et sa semi-simplifiée correspond a la
semi-simplifiée modulp de la représentation sarstable non-cristallineV (k, £) (voir
I'Exemplel.3.5)selon la regle d¢§7], Définition1.1

En particulier,B(k, £)° ®o,, F,, devrait étre une “supersinguliere” (cf. [6,7]) si et seulement
si V(k, L) est résiduellement irréductible etc. L'auteur espére revenir sur des cas particuliers de
(ii) dans un travail en cours avec A. Mézard.

PROPOSITION1.1.92 — La Conjecturel.1.8a comme conséquences
()» B(k,L) # 0 pour toutk et toutL.
(i), B(k, L) est admissibléau sens d§27]) et, sik > 2, topologiquement irréductible.
(iii) » Pourtoutl, L' € Q,, onaB(k,L) = B(k,L’) (isomorphisme topologiquéLs(Q,)-
équivarian) si et seulement &€ = £’.
(iv)» La Conjecturel.1.lest vraie etB(k, £) est 'unique complétion unitaire non-nulle de
S(k,L).

(Les ? sontla pour rappeler que les assegtisont conditionnelles a I'énoncé 1.1.8 pbur 2.)

Notons au passage qu’un Banach peut étre topologiquementirréductible sans que ses vecteurs
localement analytiques forment une représentation localement analytique topologiquement
irréductible.

Voici pour finir I'organisation de l'article. Le paragraphe 1 contient, outre l'introduction
et les notations, un petit “programme” de synthése entre les résultats et conjectures de [7],
ceux de cet article et, plus géaégment, ceux qu’'on pourrait attendre, au vu de la situation
coté Gal(Q,/Q,) et théorie de Hodge-adique, concernant des représentations du type
Sym*?E? @p 7, avecw, représentation lisse irréductible d&l.(Q,). Le paragraphe 2
contient la construction et les propriétés des représentafionC). Le paragraphe 3 contient la
définition des espace3(k) et O(k, £) ainsi que la preuve du Théoréme 1.1.4. Le paragraphe 4
contient la définition et les propriétés d&k, £)°, O(k)® et B(k, £), la Conjecture 1.1.8 et la
preuve de la Proposition 1.1.9, 'examen du kas 2 et la preuve (en utilisant [33] et [17]) que
le BanachHom g (O(k)?, E) n’est, lui, jamais admissible &i > 2. Le paragraphé contient le
lien avec la théorie globale et les preuves du Théoréme 1.1.6 et du Corollaire 1.1.7.

1.2. Notations et conventions

On fixe une cléture algébriqu@,, de Q,, de corps résidudr,, et on noteC,, la complétion
p-adique deQ, et| - | la valeur absolug-adique suiC,, donnée pajz| = 1/p**(*) ol val est la
valuationp-adique normalisée pasnl(p) = 1. Si E C Q,, est une extension finie dg,, O est
son anneau d’entiersyg son idéal maximal €F g a Og/mg son corps résiduel.

On note G = GL3(Q,), K = GLs(Z,), P C G le sous-groupe de Borel des matrices
triangulaires supérieuresC K le sous-groupe d’lwahori des matrices triangulaires supérieures
modulop, I(1) le prop-sous-groupe dé etw = ().

On désigne pak le poids modulaire, c’'est un entier supérieur ou égal 8i k est impair,
on choisit une racine carrégp de p de sorte que*/2, p(*=2/2, etc. sont définis. On note

2Les énoncés (i), (i) et (iii) ci-dessous ont été récemmmontrés par Colmez. L'énoncé (iv) s'en déduit (cf.
Prop. 4.4.4).
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564 C. BREUIL
Sym*~2E? |a représentation algébrique évidente(det, sip*/2 € E,
SymF2E? (Ef| det |(’€_2)/2 ® Sym* 2 E2,

On noteSt la représentation de Steinberg@ec’est-a-dire leE-espace vectoriel des fonctions
localement constanted : P'(Q,,) — E modulo les fonctions constantes muni de I'action &
gauche((* ) - H)(=) = H(3=5).

On normalise la réciprocité locale en envoyant les Frobenius sur les inverses des uniformi-
santes. On note le caractere cyclotomique-adiqueGal(Q,/Q,) - Gal(Q,/Q,)** — Z).
Via la réciprocité localeQ C Gal(Q,/Q,)*", on as(p) =1 et €lzx =1d. On voit que le

caractére central d&ym* 2 E? est exactement* 2.

Une fonction localement analytique d’une variété analytigemdique dans un espace de
Banach est une fonction qui, dans une carte locale, s’écrit comme un développement analytique
usuel. PourZ € Q,, on notelog,: C, \ {0} — C, l'unique fonction (localement analytique)
satisfaisant les propriétés suivantes :

+oo
T .
1 l—2z)=-— — S 1
Ogﬁ( ,T) ngl n lel <1,
log,(zy) =log,(7) + log,(y),

log,(p) = L.

On renvoie au livre [24] pour les notions d’analyse fonctionngibdique utilisées (espaces
topologiques localement convexesdiques, espaces de Banachdiques, espaces de Fréchet
p-adiques, duaux faibles et forts, ensemtbesnés, etc.). Tous les duaux topologiques sont
implicitement munis de la topologiforte et tous les BanactB sont p-adiques et tels que
||B|| C |E| ou E C Q, désigne les coefficients. On appelld.»(Q,)-Banach unitaire tout
espace de Banadi muni d’'une action désL»(Q,) telle que pour tout € B les applications
GL2(Q,) — B, g — g - v sont continues et telle que, pour un choix de nofffiesur B, on a
lg - v|| = ||v|| pour toutg € GL2(Q,) et toutv € B.

1.3. Stratégie et exemples

Soit E C Q, une extension finie d€),, etV une représentation potentiellement semi-stable
deGal(Q,/Q,) sur unE-espace vectoriel de dimensidnLa représentatiol’ a deux poids de
Hodge-Tate\; < \,. On fait surV les deux hypothéeses suivantes :

(i) les poids de Hodge—Tate sont distincts, Ae< A,

(i) V estabsolumentirréductible.

L'objectif est d'associer & une représentation continue dd.,(Q,) “naturelle” (d'un
point de vue arithmétique ou géométrique) sur un espace de Banachdgttguninea classe
d’'isomorphisme dé’.

On peut dans un premier temps associdr @eux représentations de sur un E-espace
vectoriel (quitte a agrandit) :

(i) lareprésentation algébriqudg (V') de plus haut poidé\;, A2 — 1),

(i) la représentation lisse irréductibleisse(V') correspondant, via la correspondance de
Heckeau sens de [12], a l&-semi-simplifiée de la représentation Wéeil-Deligne
associée & dans [16] (voir aussi [9], §2.2). Cette représentation de Weil-Deligne est
essentiellement 16y, N)-module filtré D, (V') sans sa filtration.
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Un point important est que le couplgllg(V),Lisse(V)), ou ce qui revient au méme
la représentation mlement algébriquellg(V) @ Lisse(V'), ne déterminepas la classe
d’isomorphisme de la représentation galoisielineon a oublié la filtration suD ¢ (V).

L'étude présente du cds semi-stable suggéie posteriorila stratégie suivante : on devrait
pouvoir associer a chaqué telle quedimgLisse(V) > 1 une représentation d€ sur un
E-espace de BanadB(V) satisfaisanau moindes conditions suivantes :

(i) B(V) estunG-Banach unitaire.

(i) B(V) est topologiqguementirréductible et admissible (voir [27] ou §4.6).

(iii) Les vecteurslocalement algébriquesle B(V'), c'est-a-dire les vecteurs € B(V)
tels que l'action d’'un sous-groupe ouvert compact@esuffisamment petit sur est
algébrique, forment une représentation (localement algébrig(#€)., de G isomorphe
aAlg(V) ®@g Lisse(V).

(iv) Lesvecteurfdocalement analytiquede B(V'), c’est-a-dire les vecteutse B(V) tels que
la fonctionG — B(V'), g — g - v est localement analytique, forment une représentation
(localement analytique au sens de [2B})V )., de G dont la classe d’isomorphisme
détermine celle d& . En particulier,B(V)., “contient” la filtration de Hodge. On a bien
SUrB(V)a € B(V)an-

Notons queB(V )., est alors muni d’'une topologie canonique (voir [29], §7). Comme
déja mentionné dans lintroductio®?(V)., peut avoir plusieurs composantes topologiques
de Jordan—Holder méme 98(V) n'en a qu'une. Lavantage d&3(V) sur B(V)., est
son irréductibilité topologique et Iait que sa boule unité modulmg donne lieu a des
représentationgssesde G en caractéristique. L'avantage de3 (V' )., surB(V') est sa structure
analytique (on peut faire agir I'algébre de Lie).

S'il existe B(V') satisfaisant les conditions (i)—(iv) ci-dessus, on peut aussi se demander si les
duauxB (V). et B(V)’ ontune interprétation rigide analytique et si la boule unité mogde
B(V) prédit la semi-simplifiée modnz deV selon la régle donnée dans [7], Définition 1.1.

Remarquel.3.1. — Lorsqué’ est réductible, il faut probablement laisser tomber la condition
“B(V') topologiquement irréductible”. Voir par exemple §4.5.

Exemplel.3.2. — Soitl’ comme précédemment cristalline et, quitte a tofdresupposons
(A1, A2) = (0,k — 1) etdet(V) =eF~1. OnaV =V (k,a,) ola, € mg et Dy (V (K, a,))Y (le
(¢, N)-module filtré dual) est isomorphefge; & Fe; avecN =0 et :

b1 Fi'D=D sii<O0,
(p(el):p €2, 1% . .

oles) = —e1 + ayes Fll.DzEel sil<i<k—1,
P Fil'D =0 sii>k

(cela utilise [L1]). Supposons,, ¢ {+(p*/? + p*/2~1)}, ona:
Alg(V) @ Lisse(V) = Sym" ?E? @ indB (/2141 © fpp/zq:1)

ou I'induite parabolique est I'induite lisse classique;, az) € E? sont les valeurs propres ¢e
ety (z) = A\721®) (voir [7], §3.2). On remarque qu'ichlg(V) ® g Lisse(V) suffita déterminer
V(k,a,) puisqu’il n’y a pas de paramétre dans la filtration.

Voici un candidat pour le Banac®B(V) = B(k,a,). Par réciprocité de Frobenius, on
a une surjectiorb—indiQxSym’“‘zE2 — Alg(V) ®g Lisse(V) ou l'induite de gauche est
x Oy
linduite lisse a support compact modu®;’ ([7], 83.2). On noted(k, a,,) I'image du réseau

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



566 C. BREUIL

c—indiQXSym’“‘QO%. Dans [7], il est conjecturé qu®(k,a,) esttoujours un réseau de
x oy

Alg(V) ®g Lisse(V), i.e. ne contient pas d&-droite. Si tel est le cas, on no®(k,q,) le
G-Banach unitaire complété delg(V') ® g Lisse(V') par rapport ®(k, a,).

THEOREME 1.3.3. —SupposondimgLisse(V) > 1 (i.e.a, ¢ {£(p*/2+p*/2~1)}) etk < 2p
(aveck £4sip=2).
(i) Le Og-module©(k,a,) estun réseau dalg(V) ® g Lisse(V).
(i) Le BanachB(k,a,) est admissible.
(i) Sival(ap) # 1, B(k,a,) est topologiqguement irréductible.

Démonstration. i) est montré dans [7]. Par le Lemme 4.6.3, (ii) résulte du fait que
O(k,a,) ® F, est une représentation de longueur finie ([7], Théoréme 1.4) et du fait que
I'espace des invariants soud$l) d’une représentation lisse idéctible avec caractére central
deG surF, est de dimension finie [1,2,6]. (iii) résulte du fait que dans cel@s a,) ® F, est
algébriqguement irréductible ([7], Théoréme 1.4)0

La borne2p et les hypothésesk“+£ 4 si p = 2" et “val(a,) # 1” devraient étre inutiled.
Notons que la semi-simplifiée moduler de B(k,q,) = B(V) semble effectivement prédire
la semi-simplifiée modulanz de V' (voir [7], 8§6). Par ailleurs, déterminer la représentation
localement analytiqueB(k,a,)an €t son dualB(k,a,),, me semble une question ouverte
intéressante.

Remarquel.3.4. - Le casa, = +(p*/? 4 p*/2~1') dans 'Exemple 1.3.2 est particulier
puisqu'alorsAlg(V) ® g Lisse(V) = Sy_mk_zEQ (a torsion quadratique prés) n'est pas@in
Banach unitaire. On pg néanmoins défini©(k,a,) comme leOg[G]-module intersection
de l'image dec-indf(Q; Sym*"20% dansSym* ?E? ® indZ| ® ||! avecSym" 2E? ® St
et conjecturer que c’est un réseau pour tl&)uﬂansSy_m’“’zE2 ® St (ca I'est pourk < 2p
par [7]). Le G-Banach unitaireB(k, a,,) dans ce cas semble étrangement étre (a torsion prés)
la complétion déSy_mk_gEz ® St par rapport ®(k, a,). Cette complétion est a priori différente
des complétions “semi-stables” Sg_m’“‘?E2 ® St construites dans cet article.

Exemplel.3.5.— SoitVV comme précédemment semi-stable non cristalline et, quitte a
tordre V, supposongi;, \2) = (0,k — 1) etdet(V) = *~1. A torsion prés par un caractére
quadratique non ramifié, ontfa=V (k,£) ouk >3, L € E et Do (V (k, L))" estisomorphe &
FEe, @ Fey avec .

Fi'D=D sit <0,
N(e1) = e, p(e1) =p/ ey, i ] )
/91 Fi'D=FE(e1 + Les) sil<i<k—1,
N(eQ) =0, @(62) =p / €2, i ..
FiI'D=0 sii >k

(cela utilise [11]). Notons qualg(V) @ Lisse(V) = Sym* 2E? @ St ne détermine pa¥ a

cause de l'invariant. Pourk = 2, le module filtré ci-dessus correspond a des représentations
V(2,L£) qui sont réductibles. La suite de cet article va consister en particulier & donner une
construction (largement conjecturale) BéV') = B(k, L).

LorsqueLisse(V') est une série principale quelconque (e.g. ramifiée), on devrait avoir une
situation analogue & celle de 'Exemple 1.3.2 au sensAty(V) ® g Lisse(V) détermine

3Les (i), (ii) et (iii) du Th. 1.3.3 ont effectivement été montrés en général dans un travail en cours de l'auteur avec
L. Berger.
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encoreV. LorsqueLisse(V) est une série discrete quelconque (e.g. une supercuspidale), on
devrait avoir une situation analogue a celle de 'Exemple 1.3.5 au seA&0l) ® g Lisse(V)
ne détermine pag.

2. Des représentationsdcalement analytiques

On construit les représentations localement analytigl{és£) mentionnées dans l'introduc-
tion. L'idée est de combiner logarithnpeadique et induction parabolique.

2.1. Construction des représentations

Soit£ € Q, et Ex = Q,(L, /p) C Qp. Notons quéog - (Q,) € Q, (L) C E.. Soita (L) la
représentation suivante desur E%2 = Ece; @ Eces :

0| (5 7)]en=a
(L) Kg Z)} (e2) = (logz(a) — logz(d))er + e

On a donc une extension non scindéé+— 1 — o(£) — 1 — 0 ou 1 désigne la représen-
tation triviale. On poser(k,L) = (L) ® xi OU xx : P — E est le caractére{g Z
lad|(F=2)/2d%=2 Le caractére central de(k, £) este*~2 (eto(2, L) = o(L)).

On noteind%o(k, £) le E-espace vectoriel des fonctiofisG — Ee; & Ere, localement
analytiques telles qué(bg) = o(k, L£)(b)(f(g)) pour toutb € P, g € G. Il s'injecte dans le
E-espace vectorigl®” (G, Ece; @ Eces) de toutes les fonctions localement analytiqueéde
dansE e; @ Eres et on le munit de la topologie localement convexe induite par la topologie
naturelle deC**(G, Ece; © Eres) (voir [25], §2). On note de mém'ﬂldgx;C le E,--espace
vectoriel des fonctiong : G — E. localement analytiques telles qyiéhg) = xx(b)f(g9) (b € P,

g € G) muni de la topologie induite par celle d&" (G, E). On munitindGo (k, £) etind$ ys,
de I'action a gauche continue deusuelle :(g - f)(¢') = f(d'g)-

Une suite exacte d’espaces vectoriels topologigueslV’ — V — V" — 0 est dite stricte si
la topologie d&//’ est induite par celle d¥ et si la topologie dé’” est la topologie quotient de
celle deV'.

) —

LEMME 2.1.1.— On a une suite exacte stricte d’espaces vectoriels localement convexes
compatible a I'action de&7 :

0 — ind$ s, — ind%o(k, £) > indGxr — 0.
Démonstration. +e seul point non trivial est que est bien surjective et stricte pour les
topologies. La décomposition d’lwasaWa= P K fournit par [15], Sa.4.1.4 des isomorphismes
topologiques de restriction :

indGo(k, £) = ind5 ok, L) prx et indSxi = ind®-exe|prk-

La décomposition de Bruhdt = I 11 (P N K )wI fournit un isomorphisme topologique ([15],
Kor.2.2.4etSa.4.1.4):

indpn o (k, L) pax = indpn o (k, £)| pak @ indy, punro (b, £) |wpwnr
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ouo(k,L)(g) =o(k,L)(wgw) (resp. aveg, a la place der (k, £)). Enfin, par [15], Sa.4.3.1,
les deux applications :

indpgo(k, £)|prx = C* (Zy, EZ),

e (et 1)

indiPwmIU(ka L) |wpwnr = C™ (ZP7 Ez) )

(e fa D))

sont des isomorphismes topologiques (resp. aveet C**(Z,, E)). Le résultat découle donc
du fait que la projectiorC*"(Z,, E%) — C*"(Z,, E;) sur une composante est surjective et
stricte. O

Soit {x: P — EZ, (& ')~ |ad|*=2/2a*=1d~1, on a d'aprés [26], §4 une suite exacte

stricte compatible & d’espaces vectoriels localement convexes :

0— Sym* 2F2 @ (ind§1)"*

— ind@xy, — indSxs, — 0
oul (ind%1)lsse désigne leE - -espace vectoriel des fonctions localement constanteB 'sGira
valeurs dans®; avec action a gauche usuelle @e Dans cette suite exacte, la représentation
de gauche est munie de la topologie localement convexe la plus fine (cf. [26], 84). On a
Sym*2E2 € Sym*?E% © (ind%1)i¢ : c’est le sous-espace ded%y; des polyndmes
homogénes de degké-— 2 en les variables etd (en notani(‘z Z) un élément d&7).

On définit les représentations suivante<te

S(k) €'indfxi/Sym* B,
Sk, £) E's71(Sym* 2E2)/Sym* 2 E2

ou s est la surjection du Lemme 2.1.1. On les munit de la topologie quotient de la topologie
induite parind&o(k, £) (ou de maniére équivalente de la topologie induite par la topologie
quotient deind% o (k, £)/Sym* 2 E%). Le caractére central d&(k) et X (k, £) este#—2.

Rappelons ([25], §3) qu’une représentation continue(esur un E -espace vectoriel
localement convexe séparé tonnéléest dite localement analytique si, pour toute V,
l'applicationG — V, g — ¢ - v est localement analytique ([15], 82.1). Le théoréme suivant est
une conséquence facile de ce qui précéde et des résultats de [25] et [26] :

THEOREME 2.1.2.— (i)X(k) etX(k, £) sont des représentations localement analytiques de
G sur desE--espaces vectoriels localement convexes réflexifs.
(i) On a une suite exacte stricte compatiblé&’a

0 — %(k) — B(k, L) — Sym*2E% — 0.
(iii) X(k, L) (resp.X(k)) atrois (resp. deukfacteurs de Jordan—Hdlder topologiques qui sont

Sym* 2 E2 @ St, ind% x, etSym* ?E2 (resp.Sym" ?FE2 ® St etind % y).
(iv) (k) est une extension topologiquement non scindéedfgx. par Sym* 2E% ® St.
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2.2. Un autre modéle

De fagon analogue a [22], §3, on peut interpréié¢k, £) comme un espace de fonctions
localement analytiques s@,, ayant un certain comportement a I'infini modulo les polynémes
de degré< k — 2.

PROPOSITION 2.2.1. — Il existe une bijectiort,-linéaire compatible a I'action d&- entre
s~ (Sym" 2 E%) et le E.-espace vectoriel'(k, £) des fonctions localement analytiquéissur
Q, avaleurs dandZ telles que poufz| > 0:

+oo
1) H(z)=2"2 < Z Z—Z) —2P(2)log,(2)

n=0

olUa, € E., P(z) estun polyndme ende degré< k — 2 a coefficients dang (dépendant de
H) et ou I'action deGG est donnée par

K‘CL Z) H} (2) = |ad — be| *=2/2(bz + q)*—2 [H(Zji;)

az+c ad — bc
@ ~P(iva) oo

(prolongé par continuité en tel quebz + d = 0).

Démonstration. Si P(X,Y") est un polyndbme homogene de degté — 2 en les variables
X etY, onnoteP(g) = P(c,d) pourg = (‘2 Z) € (. L'espace sous-jacenta:

sTH(Sym* 2E2) @ | det |~ (*=2)/2
est formé des fonctiong:G — E, localement analytiques telles qu'’il existe un polynéme

P;(X,Y) homogéne de degeg k — 2 a coefficients dan&'; (nécessairement unigque) vérifiant
pourge Get(s 'JeP:

©) (5 %)e) =200+ oela ~ oge@) Pyt

Un calcul montre que la fonctioAy (g) cEff(g) — Ps(g)log,(det(g)) satisfait :

Fy ((g f) 9) =Fy(9)

pour tout( { f) € P, donc ne dépend que de d) dansg = (¢ Z) puisque :

a [ a b\ [aa+cB ba+dp
0 1 c d) c d ’
De plus, siA € Q7 — G, un calcul facile donne :

(4) Fr(Ag) = N2 (Fy(g) — 2Ps(g)log(N)).

on poseH;(z) < Fr((1 %) =r((} 9)) pourz e Q, : cest une fonction localement

analytique a valeurs darts; vérifiant pourz #0 :

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



570 C. BREUIL

Hy(z) = Fy (Z (ZII z01>>
@ -2 (Ff ((f 291)) —2Pf<1,z—1>1og,;<z>)

_ 0 1 _ _

CommeFy((] .!.)) estanalytigue en~! quand|z| > 0, Hy(z) vérifie bien une équation
du type (1) pour|z| > 0 avec P(z) = z¥72P;(1,27!) = Ps(z,1). Lapplication f
Hy est clairementE,-linéaire. Si Hy = 0, alors Fy((* ?)) =0 pour (* ) € G,
ZF72Pp(1,27) log,(2) = 0 pour|z| > 0 etz*=2F ((Y 1)) =0 pour|z| > 0. Donc Py =

0 et f(g) = Fy(g) estnul sig= (¢ ') avecd # 0 par (4) ou sig= (| ) par continuité.
On en déduit facilement = 0 avec (3) d’ou I'injectivité def — H. SoitH € C(k, L), on pose
Pr(1,2)=2F"2P(271) et:

Ff<<i Z)>_dkQ(H(cd1)—2Pf(c,d)log£(d)) sid#0,
Fy ((a 8)) =" (ag —2P;(1,0) log(c))

c

ou ap est le premier coefficient dans (1). Il est facile de vérifier gig) & Fr(g) +

P;(g)log,(det(g)) estdang ! (Sym* 2 E2) ® | det |—% et a pourimaged par I'application
précédente, d’ou sa surjectivité. La compatibilité a I'actiortest laissée au lecteurd

On a de méme un isomorphisme erird$, y;, et C (k) e {H € C(k,L)|P =0}. On munit
C(k, L) (resp.C(k)) de la topologie déduite de celle de’ (Sym*~2E%) (resp. dand xy).
COROLLAIRE 2.2.2.-0On a des isomorphismes topologiques compatiblés a
2(k) = C(k)/Sym" *EZ,
S(k, L)~ C(k, L) /Sym* 2 E2

ot Sym*2FE% c C(k) c C(k, L) est le sous-espace dét qui sont des polyndmes ende
degré< k — 2.

2.3. Questions de topologie

Précisons un peu la topologie stlfk, £) et C(k) (et donc sub(k) etX(k, £)).
SoitU = (U;)o<i<s Un recouvrement fini dg),, par des ouverts; deux a deux disjoints tels
que:

Uo={z€Qp|l|z]>70},
U={z€Qpl|lz—z|<r}, 1<i<s,

pour desr; € |Ef| et desz; € Q,,. On définitC(k, L)y comme le sous-espace @&k, £) des
fonctionsH telles que :
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()

fzai-,n(z—zz-)", 1<i<s,

(6) 2)|ue =2 22 I z)log,(2)

avecCan, a;n, € E¢ et|ay|rg ™, |ain|rl bornés quand — +oo. On définit aussi :

def

C(k {H e C(k,L)y | P=0dans (6}.

On a une injection (non compatible? :

Sym"*?E7 — C(k,L)u,
0 si |Z| < 70,
—2P(z)log,(z) silz|>ro

qui induit un isomorphismé&-linéaireC(k, £)y ~ C(k)y @ Sym* ?E2. Les espace§'(k)y
et Sym”*~ 2E2 sont tous les deux naturellement des Banach. Bgam’C 2E2 c'est évident et
pourC(k)y, |I est bien connu que c’est un Banach pour la norme::

)

P(z)— H(z)=

)|, = max (5 ()

HU 0<i<s

Ui

ou||H (2)|u,|| = Sup,, > la; n|ri sii=1et||H(2)|u,l = Sup,, >0 |an|rg ™. On munitC(k, £)y
de la topologie somme directe. Paire C'(k, L)y, posons :

o Si|z| < ro,
@) [H]U(Z)—{_Qp(z)1og£(z) si|z|>rg

avecP(z) comme en (6), alor€'(k, L)y est un Banach pour la norme :
®) | H @) =max(||(H = [H]0) @) | o i o)

ol —2P(z) = Y-F_2b,2". Si U’ est un recouvrement plus fin qug les fléches de transition

C(k)y — C(k)y, sont injectives, continues et compactes (cf. par exemple [21], §3.2), donc
aussi les fleche€!(k, L)y — C(k, L)y, car Sym" ?E2 est de dimension finie (cf. [24], 8§85
et 16). Il est clair par ailleurs qu’on a des isomorphisthgslinéairesC(k, £) = lim C(k, L)y

etC(k) = lim C'(k)y.

LEMME 2.3.1.— La topologie deC(k, L) = limC(k,L)y (resp. deC(k) = limC(k)y)
définie aug82.2est la topologie limite inductivg24], 85.E)

Démonstration. -Choisissant une sectidiy;-linéaireSym* 2 E2 < C(k, £) de la surjection
C(k, L) — Sym" 2 E2, nécessairement continue pour les deux topologieS(@eL), on a un
isomorphisme topologiqué€'(k, L) ~ C(k) @ Sym’“_2E§ pour les deux topologies de sorte
qu’il suffit de montrer le lemme pou®'(k). A torsion prés par un caractére (ce qui ne change
pas la topologie), on &'(k) ~ indgl ® d*=2. Lisomorphisme topologiqumdgl ®dF2 ~
C*(Z,,Er) ® C*(Z,,E.) de la preuve du Lemme 2.1.1 se traduit via la Proposition 2.2.1
par :
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C(k) = C*™(Zy, Er) ® C*™(Zy, Er),
He (z— H(pz)) & (22" 2H(z™"))

ol z +— z*"2H(x~1) est prolongé par continuité énhen utilisant (1). Il est alors facile de
vérifier que la topologie de droite induit bien la topologie de la limite inductive a gauche (voir
par exemple [24], 816 pour la topologie st (Z,, E.)). O

2.4. Etude des entrelacements

On regarde les entrelacemeatdre les représentatiobgk, £).

Si I'on remplaceE, par une extension finie quelconque de E., il est d’'abord clair
que toutes les représentations du §2.1, en particBfier” 2E% ® St, X(k) et X(k, £), sont
remplacées par leur extension des scalaire&gdeél E. On ne mentionnera pas dans la suite
sur les représentations elles-mémes cette dépendeviale du corps des coefficients (que I'on
s’autorise a agrandir si besoin est).

LEMME 2.4.1.— Deux représentations(k, L) et ¥(k’,L£’) sont topologiquement iso-
morphegsur une extension finie commuRede £ et E./) si et seulementdi =k’ etL = L'.

Démonstration. -On ak = k’ en regardant les caractéres centraux. Fixons un isomorphisme
topologique: X (k, £) = X(k,L£') commutant aG. Par le Théoreme 2.1.2) préserve
Y(k) = inngk/Symk_QEQ. Quitte a multiplier par un scalaire non nul, on peut supposer
Ylsky = 1d par [25], Proposition 6.2 puisque cette représentation n’est pas scindée. De plus,
il existeC' € E* tel quey induit la multiplication paiC' :

S(k, £)/S(k) ~ Sym*2E% 2% Sym*F 2 E% ~ X (k, £)/S(k).
Via la Proposition 2.2.1) induit un isomorphisme :
C(k,L£)/Sym*2E? ~ C(k, L") /Sym" 2 E?

qui est donc I'identité sur les classes désnalytiques a I'infini. Soit € C'(k, L) avecP =1;
notonsH’ € C(k,L’) un représentant de sa classe imaffé f’est pas ici la dérivée dé !),
alors H'(z) + 2Clog .. (2) est analytique pourz| > 0 par ce qui précede. Sait€ Q,, on
vérifie avec (2) quén|~(*=2/2(¢ V). H — H estanalytique & l'infini. Puisqué|s ;) =Id,
existe un élément dﬁﬂk”EQ, i.e. un polynémeP,(z) de degré< k — 2, tel que :

|a|<“>/2(g (1))~H—H—|al<“>/2<3 (1)>-H’—H’+Pa

c'est-a-direH (az) — H(z) +log,(a) = H'(az) — H'(z) + Clog ./ (a) + P,(z) pourtoutz € Q,,.

En regardant le développement de ces fonctions au voisinage aie obtient que le terme
constant deP, (z) + C'log, (a) — log,(a) est nul. En regardant le développement de ces fonc-
tions a l'infini et en identifiant les termes constants, on en dédRibg(a) = —2Clog,, (a)
pourtouta € Qs d'ouilvientC=1etL=L". O

LEMME 2.4.2.— La représentation®(k,£) a un seul sous-objet topologiquement irré-
ductible, qui esISym’“_2E% ® St, et un seul quotient topologiquement irréductible, qui est

k—2 102
Sym" “EZz.
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Démonstration. WVu le Théoréme 2.1.2, il suffit de vérifier qu’il 'y a pas de section
G-équivariante (automatiquement continlﬂg/)mk*QEﬁ — % (k, L). Supposons gu’une telle
section existe et soll € C(k, £) un représentant de 'image dec Sym"?E2, i.e. H vérifie
(1) avecP = 1. Il existe un polynéme®, (=) de degré< k — 2 tel que

|a|~(k=2)/2 (g (1)) "H-H=P,

soit H(az) — H(z) + log,(a) = P,(z) pour toutz € Q,. En regardant, comme dans la preuve
d’avant, les termes constants @et a I'infini, on obtient—2log,(a) = 0 pour touta € Q,° ce
qui est absurde. O

Pour un caractere localement analytigyeQ,; — E* (ou E est une extension finie

quelconque deFf. dansQ,), posonsX(k, L, x) d_efz(k L) ® (x o det). Des deux lemmes

précédents, on déduit aisément :

COROLLAIRE 2.4.3.-SoitE une extension finie commune g et Er etx, x': Q, — E*
deux caractéres localement analytiques, ators

(i) Homg(X(k, L, x),X(K', L', X)) # 0 si et seulement sk, £, x) = (K, L', x'),

(i) Endg(X(k,L,x))=E.

3. Un théoréme de dualité

Le but de cette partie est de montrer que le du@d, £)’ deX(k, £) s’identifie topologique-
ment et de fagor7-équivariante a un certain espace de fonctidog ~-rigides” sur le demi-
plan de Poincarg-adique. Ce résultat est une extension d'un théoréme de Morita ([22], 85) qui
concernaitle dual(k) deX(k).

3.1. Rappel de la dualité de Morita

On fixe un entiek > 2 et une extension fini€ de Q,, dansQ,. SoitQ = C,\Q, le demi-
plan de Poincarg¢-adique (ou plutbt ses points a valeurs d&y. Soit U = (U;)ogigs UN
recouvrement disjoint d&,, dansC, comme au §2.3, c’'est-a-dit§ = {z € C,, | |z — 2| <r; },

r; € |[E*|, etc. On note)y; I'affinoide C,\U C Q2 et O(k)y les fonctions rigides analytiques
E-rationnelles sur)y (la signification dek viendra de l'action de&), i.e. les fonctions
Fy:Qu — C, delaforme:

(9) sz +ZZ =
i=1 n=1

avech,, b; , € E et|b,|rf — 0, |b; »|r; ™ — 0 quandn — +oc0. L'algébreO (k) est une algébre
de Banach pour la norme :

| Ful| = max |Fu(2)]
(10) = max(rfg%c |bn|r61,17r11§i( b1 n | ™ ’I,?Si('bs’"m_n)

etsiU’ est plus fin qué’/, les applications de restrictigan(k)y» — O(k)y, Fur — Fu|q, sont
injectives et continues. On posK k) ®im O(k)y muni de la topologie de la limite projective
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([24], 85.D) et de 'action a gauche dé:

a b ad — bc az+c
. _ _ (k—2)/2
(12) {(c l) F} (z)— |ad bc| (bz )kF(bz )

ou F' € O(k). L'application G x O(k) — O(k) est alors continue (voir [28], Lemme 1.3 si
k=2, oule Lemme 3.2.1) et on vérifie q@@; agit pare~(*~2)_ Comme il existe un systéme
cofinal dénombrable de recouvremelitsO(k) est un espace de Fréchet (voir [24], preuve de la
Proposition 16.5 ou [28], §81).

SoitU = (U;)o<ics cOmme ci-dessudiy; une fonction rigide analytique sdl;; comme en
(9) et H une fonction d&Q,, dansEl comme en (5) et (6). On définit 'accouplemédiiinéaire
avaleurs dang :

(12) (Fu, H)uptor & Z resq (Fu(z)H (z) dz)
QEPH(Qp)

ou “resg” signifie “résidu en”. Explicitement :

resq (Fu(2)H(z)dz) =0 siQ ¢ {o0,21,..., 2},

—+o0
res;, (FU(Z)H(Z) dz) = Z ainbint1 Siie{l,... s},

s k—2 k—1—n -n
resso (Fy (2)H ZanJrk 16, —|—ZZan Z bzmresoo< Zk_i) dz>

i=1n=0

et notons que les sommes infinies convergent bien (par exemple en exﬁﬁm,nbi,nﬂ =

+ bin
T Zni% (ainr?)( T%z++11 ))-

Remarque3.1.1.—Le terme Y\ >"F 24,
dans [22].

Soit (F, H) € O(k) x C(k), alors(F|q,, , H)u,mor Ne dépend pas d€ tel queH € C(k)u
([21], 83.4) et définit un accouplemehtlinéaire continuz-équivariant ([22], §5) :

{ )mor : O(K) x C(k) —

qui de plus s'annule sup(k) x Sym"* 2E.

k—1— k—2—n L,
m=1 nbi,mresoo((zz_T)m dz) est oublié

THEOREME 3.1.2 ([22], Théoréme 3, p. 293). Faccouplement, )i, induit un isomor-
phisme topologique compatibleGa:

O(k) = (C(k)/Sym* 2 E?) = £ (k)".

Le cask = 2 de ce théoréme est généralisé en dimension supérieure dans [28].
Nous utiliserons le lemme facile suivant :

LEMME 3.1.3.— Soit F € O(k), H € C(k), F*=1 € O(k), H*=1 e C(k) leur dérivée
(k —1)-ieme et € P1(Q,), alors:

resq (FF Y (2)H(2) dz) = (—1)" resq (F(2) H* V) (2) dz).
En particulier (F<=1 | H)yjor = (= 1) HE, HF D)y,
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Démonstration. Par récurrence, il suffit de considérer le das 2. Dans un voisinage de
Q € P1(Q,), on aun développement de Laurent :

—+o0

F(z)H(z)dz = Z an(z—zg)"dz

n=—oo

etresg(F(z)H(z)dz) = a_1 (Si Q = 00, F(z)H(z)dz de développe de fagon analogue en
z' =1/z, au lieu dez — zq, pour|z| > 0). Comme :
!/ =3
(F(2)H(z)) dz = Z (n+1)ant1(z—20)" dz

n=—oo

on aresq((F(2)H(z)) dz) = 0 pour toutQ € P*(Q,), d’ou le résultat. O
3.2. Enoncé du théoréme de dualité

On fixe £ € Q_,, et B = Q,(L,/p). Soit U = (Us)ogics cOMme au 83.1; définissons
O(k, L)y comme leE-espace vectoriel des fonctioRs : Qy — E de laforme :

s k-2
@9 D IEED B D DD DL HEEES
=1n= 1 =1n=0
avec|b, |ry — 0 et|b; ,|r; " — 0. C’'est encore un Banach pour la norme :
(14) |Ful = max(max|b |rg, max max|bZ nlr; ™, max max |c, n|)
>0 1<i<s n>1 O<n<k 21<i<s

etles restriction® (k, £)y» — O(k, L)y sont aussi injectives et continues lorsdifeest plus fin
queU. On poseO(k, L) d_efhm O(k, L)y muni de la topologie de la limite projective. Comme

O(k), O(k, L) est un espace de Fréchet. On définit une action & gauaesdeO (k, L) par :

I () R O = =)

Son caractére central est enceref—2),
LeEmME 3.2.1.—L'applicationG x O(k, L) — O(k, L), (g, F) — g - F est continue.

Démonstration. -Soit g € G'; montrons d’abord que: O(k, £) = O(k, £) est un automor-
phisme continu. Par la propriété universelle de la topologie limite projective, il suffit de montrer
que les applicationsrg, 0 g: O(k, £) — O(k, L)y sont continues oprg, . désigne la restriction
aQy. llexisteU, tel quepr,,, o g se factorise par :

Ok, £) —22 Ok, L)u, "% Ok, L)1

Comme les projections sont continues, il suffit de montrer que la fleche de droite est continue
et on peut se restreindre au sous-espac€®@e L)y, des fonctions rigides analytiques. La
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continuité est alors évidente en utilisant (10) et le fait ¢iue+ d|*~2 est majoré suf)y.
Ensuite, les applications “orbite§? — O(k, L), g — g - F sont continues pour tout. En effet,

on est ramené & montrer la continuitélea G de I'applicationJ — O(k, L)y, g+— g - Fyy ou

Fy € O(k, L)y etJ est un sous-groupe ouvert compact assez petit, ce qui est une vérification
facile laissée au lecteur. L'applicatigit x O(k, L) — O(k, L) est donc séparément continue
([24], 817). CommeD(k, L) est un espace de Fréchet, il est tonnelé ([24], Proposition 8.2) et
le théoréme de Banach—Steinhaus ([24], Propasitid5) entraine alors que I'application est
globalement continue. O

On noteO(2 — k)y (resp.O(2 — k)) le sousE --espace vectoriel fermé de(k, L)y (resp.
O(k, L)) des fonctions rigides analytiques. Emtaju’espaces vectoriels topologiques, ces
espaces ne sont autres quék)y et O(k) mais I'action deG surO(2 — k) differe (comparer
(11) et (15)). Noter que le sousr-espace vectoriel d&5(z) polynomiaux de degr& k — 2 est
aussi stable paf et fournit une injection (fermé&ym* 2 F% ® e(det)~*=2) < O(k, £). Le
lien entreO(k, £) etO(k) est le suivant : -

PROPOSITION 3.2.2. — On a une suite exacte stricte d’espaces de Fréchet compatible a
l'action deG :

0— Sym*2E2 @ e(det)"*=2 — O(k, £) Z O(k) — 0
ol (F) = F®*=1 (dérivée(k — 1)-iéme deF).

Démonstration. +'exactitude & gauche et au centre est évidente. La continuit¢ efesa
compatibilité aux actions d& sont des vérifications faciles ou classiques (voir par exemple [22],
p. 289). Par le théoréme de I'image ouvefg], Proposition 8.6), I'application est stricte des
gu’elle est surjective. Montrons sa surjectivité. 3oit= (U;)o<i<s UN recouvrement comme au
83.1 etU’ = (U})o<i<s UN recouvrement strictement plus fin dliei.e. il existes > 0 tel que :

G c{zeCylld<r—cju | {ceClls—dlzrite}.

1<i<s’

Soit Fyyr € O(k)y qu’onintégrek — 1 fois terme a terme en une fonction no]ﬁ%fl) Fy (avec
la déterminatioriog . du logarithme). Il n’est pas sar qlfék_l) Fy converge suf)y a cause
des denomlnateursﬁ apparaissant dans lintégration, maﬂj(k 2 Fu)lay

(n—k+2
converge (car)w(r +5) —0), i.e. on peut releveFy, € O(k)y: dansO(k, L)y .
Un argument a la Mittag- Leffler utilisant le fait quger(O(k, L)y — O(k)y) est indépendant
deU (= Symk*QEz a torsion pres) donne alors la surjectivité sur les limites projectives.
Dans la suite, nous allons démontrer le théoréme suivant :
THEOREME 3.2.3. — Il existe un isomorphisme topologique compatiblg@ a
O(k,L£) == (C(k, £)/Sym*2E2) = S (k, L)’
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qui s'insére dans un diagramme commutatif

0 — Sym" ?E2 @e(det)" "2 — O(k, L) - O(k) — 0
| Ik Ik
0— (Sym* 2 E2)’ — Y(k, L) — (k) — 0

ou la suite exacte du haut est celle de la Proposi8dh2, celle du bas la duale de la suite exacte
du Théorem@.1.2et ou I'isomorphisme de droite est la dualité de Moi{fdéoremes.1.2)

3.3. Logarithmes et résidus

Cette section contient quelques calculs de résidu avec la fonction logarithme et quelques
lemmes combinatoires préliminaires quierutilisés aux 883.4 et 3.5. Le premier lemme est
laissé au lecteur.

LEmMME 3.3.1.-Soitn etm deux entiers compris entfeetk — 2, on a:

(—1)’@711‘6800 <zn log (1 — ﬁ) (Zm 1OgL(Z))(k71) dz)
z
0,

=1 (C1ymt m!(k —2—m)! rtm—(k=2)
n+m—(k—2)"

suivant respectivement les cas

{n+m§k—2,
n+m>k—2.

LEmME 3.3.2.— (i))Soit N et M deux entiers positifs, on:a

XN:M—H (N+M+1)!

v NI(M+1)

(ii) Soit N et M deux entiers positifs aved > 1, on a:

ol 1 1 (N +1)!
;(M+i)! :M—l((M—l)! - (M+N)!>'

(i) Soit NV et M deux entiers positifs ave® > 1, on a:

N i

(N 1 (N-1)M!
Z(_1><i>;j+M__ (N+M) -

i=1

(I\{Jrz)‘

Démonstration. i) Posong M, i] = , alors:

(M +1D)[M,i]=(i+1)[M,i+ 1] —i[M,1i],
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dou:
N N+1 N
. . I N+ M+1)!
SO+ DL = Y il i = (8 + D[N + 1) = MDY
=0 =1 =0
(i) se démontre de méme en posant, i[= (MH), et en écrivant :
(M —1)|M,i[=iM,i—1[—(i + 1)]M, [
pouri > 1.
(i) En écrivant (") = (V") + (¥;"), un calcul donne :
N i N—
(N —1 1
;(_1)< )ZJ+M Z ( i )z‘+1+M'

Quitte a changer de notations, il suffit doncd#smontrer I'assertion suivante : sdt un entier

>0 et M un entier> 1, alorstio(—l)i(f) HIM = % L'énoncé est trivialement vrai
pour N = 0. Supposons par récurrence qu'il est vrai pour ¥ N et toutM. On a pour tout
M>1:

S () xor (et S () s

_ N{(M -1)! NIM! (N +1)Y(M —1)!
T (N+M)! (N+M+1)! (N+1+M)

LeEmMME 3.3.3.—Soitn etm deux entiers compris entteet k& — 2.
() Sin+m<k—2:

~(k—3-m—i)l (k—2—m)!
Z_Z n—1)! Cnl(k—2—(n+m))

(i) Sin+m>k—2:

S i e
P r-di (n—)!(i— (k—2—m))! = m- i P n—1)
(k—2-—m)!
Cnalln+m—(k—2))
Démonstration. i) La somme se récrif_" w et le résultat n'est autre que le

() duLemme3.3.2avey =netM =k —3 — (n+m).
(ii) La premiere somme du terme daughe se récrit aprés réindexation :

n+m—(k—2) . 1 m 1
Z; “4)um+np4k_m_@y§:*
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c'est-a-dire :

n+m—(k—2)

1 mtm—(k—2)\ < 1
C(n+m—(k—2))! 2 (_U< i >;;}

i=1

en utilisanty"~ ((~1)"(Y) =0 avecN =n+m — (k —2) > 1. On obtient :

(n+m—(k—2))71(n+m—(k5—2))!71

par le (ii) du Lemme 3.3.2. La deuxieme somme du terme de gauche se récrit

- ij_m m En utilisant le (i) du Lemme 3.3.2 et en sommant le tout, on ob-

tient le résultat. O

COROLLAIRE 3.3.4.—Soitzg € Q, etn etm deux entiers compris entfteetk — 2, on a:

res,, ((z" log,(z — 20)) (k_l)zm log,(2) dz)

(= 1yt m!(k —2—m)! 1
k—2—(n+m) zpk—2-(ntm)’

= (_Umnmu<§§%~—§;%+kwg@w>,

i=1

(_1)m m'(k —2- m)' Zon+m7(k72)

n+m—(k—2)
suivant respectivement les cas :
n+m<k—2,
{ n+m==~k—2,
n+m>k—2.
Démonstration. Un calcul donngz"log (2 — z9))*~Y =37 e ou:
. k—2
alk—2—i) .
¢ = (—1)]@_2_1%231 et zMlog(2) =Y di(z—20) 4 (2 — 20)" (%)
n—1t).:
i=0
ou
m = 1
mi(] — | sii<m,
(1) (et + S o5) st
d; = j=0
. (i — 1 —m)! .
(pyimtom I Lo Siizmol.
iz ™
Ona:
res, ((2"log.(z — zo))(k_l)zm logp(2)dz) =Y cidp—o—i=Y1+ 3z
=0
ou
k—3—m 1o | k—3—m E_3_ Y
B _ o me1  nim! (k—=3—m—1)!
Si= ) o= ()" oS Y I
i=0 20 i=0 :
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n

Yo = Z cidr_2—;

i=k—2—m

n!lm! n (_1)k727i k—3—i 1
:W Z (n—i)!(i—(k—2_m))!(10g5(20)+ Z —_>

i=k—2—m =0 J

avecY, =0sim+n<k—2.Sin+m<k—2, lerésultat se déduit du (i) du Lemme 3.3.3.
(_l)k—2—i

Sin+m >k —2, le résultat se déduit d®>;" , , . G- ia—myt = 0 et du (i) du
Lemme 3.3.3. Si + m = k — 2, le calcul est immédiat et est laissé au lecteun.

3.4. Définition de I'accouplement

SoitU = (U;)o<ics comme au 83.1Fy € O(k, L)y et H € C(k, L)y . On peut écrire :

s k-2

FU - FU,rig + Z Z Ci,nzn 10g£(2 - Zi)v

i=1 n=0

H=(H - [H]v) + [H]u
OUFy . ig € O2—k)u, cin € Er et[H]y € C(k, L)y estla“tronquée” déd définie en (7).

DEFINITION 3.4.1.— Avec les notations précédentes, on définit I'accouplemiefinéaire a
valeurs dan€z, :

déf _ _
(Fo,H)yy € (F™Y H - [H]U )y agor + (-1 Y Fyig, [H]Y) 1)>U,Mor
s k—2
(16) +D ) cin(z"loge(z — z), [Hlu),
i=1 n=0

ou (z"log,(z — z;), [H]v)u est défini par linéarité a partir de :

<z" log,(z — zi), [Zm 10g£(2)} U>U
07
"1
¢ ( m+1n|m| R
a7 « <Z Zl >
(a2 =) e

n+m—(k—2)"
suivant respectivement les cas :

n+m<k—2,

n+m==~k—2,

n+m>k—2.

Notons que les dérivéds — 1)-iemes dans (16) ne contiennent plus de logarithmes et donc
(16) a bien un sens. Par ailleurs, on a par linéarité et le Lemme 3.3.1:

(2"log (2 — i), [H]u ), = (2" log,(2), [H]u ),

(18) + (=1)F resqo <z” log,. (1 - %)H(kl)(z) dz).
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LEMME 3.4.2.—Avec les notations précédentesfsi = Fy i alors:

<FU7H>U = (_1)k_1<FU7H(k_1)>U Mor”*

Démonstration. -€’est une conséquence de (16) et du Lemme 3.1:8.

LEMME 3.4.3.—L'accouplement, };; induit une application continue
Ok, L)y — C(k, L)}

Démonstration. -Be (12), on déduit aisément qye) vor iNduit une application injective
continueO(k)y — C(k);, et que la norme induite :

) |(Fu, H)uMor|
sup -
HeC (k) \{0} 1 H v

sur O(k)y est équivalente a la norme initiale (10). Séi € O(k, L)y, alors I'application

H — (Fy,H)y est continue H € C(k,L)y). En effet, il suffit de le montrer en restriction
aC(k)y, auquel cagFy, H)y = (F[(Jk’l),H>U,MOr par (16) et le résultat découle de ce qui
précede. On a don©(k, L)y — C(k, L);;. Montrons que cette application est continue. La
encore, il suffit de se restreindre¥2 — k)y C O(k, L)y . Soit Fy € O(2 — k) ; en utilisant

le Lemme 3.4.2, le fait que la dérivée — 1)-iemeC(k, L)y — C(k)y est continue et ce qui
préceéde, onay,1,cy2 € |Ef | tels que :

[, Bl _ [(Fr H ) g
sup AU/ p
e,y IHH|lo HeC(k,L)u\{0} |H| |
|<FU’H(k71)>UMor|
<cun sup /U,
Heot.cn oz THE D]y
F H or
<cuna sup M < CU,2| FUH
neomyo\foy  [Hllo

ce qui veut dire la continuité d@(2 — k)y — C(k,L);. O

LEMME 3.4.4.— SoitU = (U;)ogics €t U’ = (U])ogics deux recouvrements dg, dans
C, comme aw§3.1avecU’ plus fin queU, Fy € O(k, L)y et H € C(k, L)y C C(k,L)y-.
Alors:

(Fyr, H)ur = (Furlay, H)u.

Démonstration. Par le Lemme 3.4.2 et le fait que I'assertion est vraie avec I'accouplement
de Morita(, )mor (83.1), on peut supposer par linéatiié: = z"log,(z — z}) oui € {1,...,s'}
etU/={zeQ,||z—2l|<rl}.SiUp={2€Qp||2| >mo} etU)={2€Q, ||| >r{} (avec
ro < 1), définissongdH]y comme en (7) efH ]y de fagon similaire avee), au lieu dery.
Comme on a d’aprés (16) et le 83.1:

(z"logp(z — z)), H — [H]U>U, =((z"log (2 — zé))(k_l),H — [H]U>U,_MOr

<(Zn 1Og£(2 - Z£)|QU)(I€_1)’H - [H]U>U,Mor
= <Zn log, (2 — Z’Z)|QU’H - [H]U>U’
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on peut supposell = [H]y € C(k, L)y, c’est-a-direlH|y = [z log.(z)]v par linéarité avec
0 < m < k — 2. Rappelons qu’on k| < r{, par définition. Deux cas se présentep} < ro ou
|z > ro.
Premier cas |z[| <r¢.Ona:
n n k—1
<z log,(z — 2}), [H]U>U' = <(z log,(z — z;))( ), [Hly — [H]U/>U,)M0r
+ (z"log(z — 2}), [H]U’>U'
— <z" log,(z — 21), [H]U/>U,

car le premier terme est nul par un calcul de résidu. Déritlog,(z — 2}), [H]|u )y est
défini par les formules (17). Sojt€ {1,...,s} l'unique élément tel que, € U; ; écrivons
Uj={2€Qp ||z —z| <r;}, alors:

M logg(z — 2]y = " logg (1 LA

/ .
i — %j
A

) + 2" log (2 — zj) € Ok, L)y

etona:

(2"og(z — 2|y, [H]u ), = (z"loge (2 — 2), [H]u ), + X
ou d’aprés (16), le 83.1 et 'hypothése :

2l — z;
X_<z"10g <1— L J),[H]U>
‘ £ U
I,
= (_1)’“<Z" log, <1 - Z?),[H]g’“‘”>
z Zj U,Mor

/_ .
= (=1)""Tresq (z" log, (1 - u) (=" logﬁ(z))(k_l) dz).

Z—Zj

Sin+m<k—2,0naX=0et(z"log,(z—z;),[H|lu)u =0.Sin+m=k—2,0naX =0
et

(z"log, (2 — z5), [H]U>U = (=1 nim! (Z% - Z %) .
Sin+m >k —2,onapar (18):
(2"logs(z — 2j), [H]u ), = (—1)" 'resq (z" log, <1 - %) (=™ 1og£(z))(k71) dz>.

Comme:

2z — 2z 2 2
19 1 1- 22 ) 41 1-22) =1 1-=
(19) 0g£< Z_Zj>+og£< z) 0g£< z>’

on en déduit dans ce cas :

/

("o s = 2Dl o)y = (1 ress (o (1 2) (7o) s ).

Dans les trois cas, on a bige" log . (z — 2.), [H|u)u = (2™ 1og (2 — 2})|ay: [H|u)u -
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Deuxiéme cas|z;| > ro (doncz] # 0). On a cette fois :

k1)

{("log, (2 — z;))( JHo — [H]U/>U,7M0r =res ((2"logg(z — zé))(kfl)zm log,(z)dz)

et le Corollaire 3.3.4 et la formule (17) donnent :

(—1ym+1 ml(k—2—m)! 1
k—=2—(n+m) lek727<n+m> ’
(—1)"n!m!log,(2}),

(z"log(z — 2}), [H]U>U/ =

0
suivant respectivement les cas :
n+m<k—2,
n+m==~k—2,
n+m>k—2.

On a par ailleurs :
2"logp (2 — 20)|q, = 2" log,(2)) + 2" log, (1 - 5) €02—-k)y Cc Ok, L)y
d’ou par (16) :

(2" log, (2 = 2oy, [H]u)y, = (1) 1 (z"og (), [HIF ), vior

_ n z k—
A Ct A (I N
[ U,Mor

= (—1)*'resso (2" log, (2]) (2™ log (2)) (=1 dz)

+ (=1)*Tresq <z” log (1 — i,) (=™ 1og£(z))(k71) dz).
2!

K2
Un calcul montre que : sk + m > k — 2, les deux résidus sont nuls, si+m =k — 2, le
deuxiéme est nul et le premier vaut1)™m!n!log,(z}), sin +m < k — 2, le premier est nul et

. (k—2— ! B B
le deuxiéme vaut—1)"+! ;”_'(2’“_(27&”2)' z/k*2*1<"+m> . Dans les trois cas, on retrouve bien la valeur

de(z”logﬁ(z—zg),[H]wU/. Od
Soit (F,H) € O(k,L) x C(k, L), alors (F|q,,H)y ne dépend pas d¥ tel que H €
C(k, L)y grace au Lemme 3.4.4 et définit un accouplenigsdinéaire :

(,):O(k,L) x C(k,L) — E¢.
LEMME 3.4.5.— (i)Si F est un polyndme de degt€k — 2, alors:

(FH) = (1) H(p,HED) = (=) (F [H) Y

Mor >M0r

pour toutU tel queH € C(k,L)y.
(i) Si H est un polyndme de deggek — 2, alors (F, H) = 0.

Démonstration. i) résulte du Lemme 3.4.2 et de (16). (ii) résulte de (16) et du fait que
[H]y =0 et (F*=1 H)y,, = 0 puisqueF*~Y) H est dans ce cas une fonction rigide, donc de
résidu total nul. O
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COROLLAIRE 3.4.6. —L'accouplement, ) induit une application continue
O(kv E) — C(kv E)/

qui se factorise par le sous-espa@é’(k,L)/Symk_gEﬁ)/ et s'insere dans un diagramme
commutatif:

0 — Sym" 2E2 ®@e(det)”*2 — O(k, L) = O(k) — 0
| | z
k ! k !
0 — (SymkizE%)/ — <7C(ki§) > — <7Ck(_2 > — 0
- Sym" " *FE2 Sym" " *FE2

ou I'isomorphisme de droite est la dualité de Mor{lehéorémes.1.2)

Démonstration. Par les Lemmes 3.4.4 et 3.4.3, les accouplemghgsinduisent une famille
compatible d’applications continue®x(k, L)y — C(k, L), qui induit, en composant avec les
projections continue®(k, L) — O(k, L)y, une famille compatible d’'applications continues
O(k,L) — C(k,L);;. On obtient donc qué,) induit une application continué®(k, £) —
C(k, £)" puisque la topologie s (k, L)’ est celle de la limite projective d’aprésle Lemme 2.3.1
et [24], Proposition 16.10. Le reste résulte facilement de la définition (16) et du Lemme 3#.5.

COROLLAIRE 3.4.7.— L'application continueO(k, L) — (C(k,L£)/Sym* 2E2)" est un
isomorphisme topologique.

Démonstration. +a bijectivité est une conséquence immédiate du diagramme commutatif
du Corollaire 3.4.6 puisque les deux autres fleches verticales sont des isomorphismes. Comme
les deux espace8(k, L) et (C(k, £)/Sym* 2FE2)" sont des Fréchet, c’est un isomorphisme
topologique par letéoréme de I'image ouverte ([24], Proposition 8.6)1

3.5. Invariance sous’ de I'accouplement

SoitL(k, L) C O(k, L) le sousE --espace vectoriel engendré par les polyndmesamdegré
inférieur ou égal & — 2 et par les fonctions™log . (z — a) pour0 <n < k —2 eta € Q,. Il est
stable par I'action d& (15) et possédBym*2E2 @ ¢(det)~(*~2) comme sous-espace strict
invariant (celui des polynémes). -

LEMME 3.5.1.-Le sous-espack(k, £) est dense dan@(k, £).

Démonstration. H s’agit de montrer qud.(k, L) = O(k, £) ou L(k, L) est la fermeture de
L(k,L) dansO(k, L£). En vertu de la Proposition 3.2.2(L(k, L)) est encore un souBz-
espace vectoriel fermé stable gadansO(k). Comme il contient = —55;0(2"?log,(2)),

on ao(L(k,L)) = O(k) par ([21], p. 897) (cela se déduit aussi par réflexivité du Théoréme
3.1.2 et du Théoréme 2.1.2). Commék, £) contient aussBym* 2E2 © ¢(det)~ (2 par
construction, on déduit le résultat de la Proposition 3.212.

Pour P(z) un polyndme de degré& k — 2 a coefficients dan€l; et r € |[E|, notons
[P(z)log,(2)]r € C(k, L) la fonction nulle si|z| < r et valantP(z)log,(z) si |z| > r. Nous
aurons besoin des deux lemme suivants, dont le premier généralise (18) :
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LEMME 3.5.2.—Soitzg, 21 € Q, etH € C(k, L) tels queH (z) = 0 dans un voisinage de
etz;.Ona:

(2"logp(z — 20), H) = (2" log(z — z1), H)

+ (=1)*1resq, (z" log, <1 - u)H(kl)(z) dz).
zZ— 21

Démonstration. -Si H € C(k), la formule résulte de (16), du Lemme 3.1.3 et de I'égalité (19)
avec(zp,z1) au lieu de(z, z;). On est donc ramené & = [z log,(z)], avec|z;| < r pour
1=0,1.Sin+m <k —2, le résidu est nul et I'égalité vaut par (17)./5# m > k — 2, on voit
en utilisant (19) et (18) que le résidu vaut exactement :

(z"log,(z — 20), H) — (2" log,(z — 21), H). O

LEmMME 3.5.3.-Soitr € |E|, h € Q, etn etm deux entiers compris entfeet k — 2 tels
quen+m>k—2,0na:

((z+h)"log,(2), [(z + h)™log,(2)],)

— prtm—(k-2) ((_1)m+1:i(;__—2(;in;!) 4 (=1)k-2n n”i(l;—}(; 2)2!)_)

Démonstration. -Le terme de gauche vaut d’apres (17) :

prtm—(k—2) zn: (") (k _7721_ 2) (2'1og,(2), [2" 72 "1og,(2)] )

_ )
i=k—2—m

n o i k—2—i
_ n!m!hn-l-m—(k—Z) Z : (_1)k 2 : Z l _ 1
P (n—)l(m—(k=2)+)! \ = ¢ L

=nlm!h" =2 (S(n,m) + (=1)F 1S (m, n))

ou
n (_1)19—2—1' v 1
D - -
(n,m) i:g;_m (n—i)l(m— (k—2)+9)! ; .
(n+m—(k—-2))! P i —itk-2-m
(on a utilisé >~ =2 (—1)i (= (k=2)) — 0) et oUX(m,n) est la méme expression en

inversantr etm. Or :

(k—2—m)!

B ) = ) (k- 2)

par le (i) du Lemme 3.3.2 et idem podl{(m,n) en inversant etm, d’'ou le résultat. O

PROPOSITION 3.5.4. —-Soitg e G, F € L(k,L) etH € C(k, L), alors:
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Démonstration. -Si F' est un polyndme, I'assertion résulte du Lemme 3.4.5 et du 83.1.
On suppose doné” = z"log,(z — z) avecn € {0,...,k — 2} et zp € Q,. Si H € C(k),
I'assertion résulte de (16) et du §3.1. On suppose ddne [z log,(z)], avecr € |E| tel
que|zo| < r. L'assertion est triviale pouy dans le centre d€. Par la décomposition de Bruhat
G =P_1I P_wP_ ou P_ C G est le Borel inférieur, il suffit de la montrer poyr= (g 0)

1
aveca € Q),g=(, ) avecheQ,etg=uw.
Premiercas g= (% !).Ona:

g-F=la|~(k=2/2gn=(k=2) (z" log,(a) + 2" log, (z - @>)
a
par (15) et :

z™log,(a) si|z] <

_|g|-272%"
2

g-H=

QI3 23

|a|(F=2)/2 (%zm log,(a) +a™z™ log(z)> Si|z| >
par (2).Donclg- F,g- HY=X+Y + Z ou:
X = |a|_(k_2)/2a"_(k_2)<z" log,(a),g - H>

log(a) ) (—1)F Tresoe (2" (2™ log(2)) (k=1) dz),

= ak727(n+m
Y= |a|(k2)/2a”(k2)<z” log, (z — @>,g - H — |a|*=2/2gm [2™ log,(2)] / >
a r/a
_ |a|7(k72)/2an7(k72)

(k=1)
X <<z"10g£ <z— @)> g H — |a|=2/2gm [z log(2)] / >
a rT/a

1 (k=1)
= %resm<<znlogﬁ (z— %)) 2™ dz)
a n—+m

_log,(a)
- ak—2—(nt+m)

1 n 20 m
Z= W<Z o8 (2 - 3)’ & 1Ogﬁ(zﬂ’“/">'

Or (—1)F Tresy (2" (2™ log, (2))F =1 dz) + rese (2™ (2" logq(2))*~ 1 dz) = 0, d'ou X +
Y =0 et on vérifie avec (17) quB = (2" log,(z — z0), [z™ log, (2)]).

Deuxiéme casg=(, J).Ona(g-F)(z)=F(z+h)et(g- H)(z) =H(z+ h). Par le
Lemme 3.5.2,0na:

or

reso (2" (2" log,(2)) (k=1) dz),

= ((z+h)"log,(z+h),g- H)

4 (=) s ((2 + h)"log (1 - zj—oh> (H(z+ h))(k—l) dz)

<0

= ((z+ )" log,(z +h),g- H) + (=1)" "resec <z” log - (1 - ;) H* D (z) dz)
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et, parle Lemme 3.5.2 encore, il suffitde montiler+h)" log,(z+h),g- H) = (z"log,(z), H),
i.e. on est ramené & = 0. Quitte & agrandir, on peut supposgh| < r. On a alors par (16)
et (18):

(9-Fg-H)y=(g-F,g-H—[(z+h)"logs(2)] )+ (g-F, [(z+h)™log,(2)] )

— rese (((2 +h)" log (2 + 1) 7V (2 + hy™log,. (1 + g) dz)

+ (~1)Fresa, ((z +h)"log: (1 * g) (=-+ hytoge ()™ dz)

+ <(2 + h)"log,(2), [(z +h)" logﬁ(z)h)

Sin+m < k—2, les deux résidus sont nulsfgt- F,g- H) = (F, H) par (17). On suppose donc
n+m >k — 2. Le premier résidu vaut alors :

- h
IeSeo ((Z" 1og£(z))(k b ym log (1 + m) dz)
(19) n (k=1) _m h
= —rese | (2"log,(2)) z™log, (1 — . dz

_ hn+m—(k—2)(_1)k—l—n n'(k —2- TL)'
n+m—(k—2)
et le deuxieme vaut—1)"treso (2" log, (1 + -2 ) (2™ log . (z — h))F~V dz) i.e. :

(—1)*rese <z” log - (1 - g) (2™ log(2)) "V dz)

h h (k—1)
+ (=1)Fresoe (z" log, <1 - —> <zm log, (1 - —)) dz)
z z

m m(k—2—m)!
n+m—(k—2)
Par le Lemme 3.5.3, en additionnant le tout on tro(veF, g - H) =0 = (F, H).
Troisiéme casg = (‘1) é) Supposons d’aborg, # 0. Quitte & agrandir, on peut supposer
lzo>r"'.Ona:

g-F= (—1)k’2zk*2’”(1ogﬁ(z0) +log, (z - zo_l) - logﬁ(z)),

[0 silz| <r7t,
g-H= Lh—2-m ] ; ~1
gr(2) si|z|=zr

= prm=(k=2)(_1) +0.

On vérifie avec I'hypothése sl * | et (16) que :
(g-F,g-H)y=(g-F, [z"* "log(2)], )
= —log, (20)resa (2" 27 (272 ™ log . (2)) (k=1) dz)
+ (—1)k72<zk*27" log (z - 251), [zk*Q*m 1og£(z)]rl>
- (—1)k_2<zk_2_" log(2), [zk_z_m logﬁ(z)}r,1>.
Le terme avec un résidu est nul pous m # k — 2 et vaut :

(=1)"n!mllog,(z0) Sin+m=k—2.
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Pour le deuxieéme terme, soite |E} | tel que|z; '| <+’ En écrivant :

[zkfzfm logﬁ(z)}r,l = ([zk”*mlogﬁ(z)]r,] — [zk727m10g£(z)]r,) + [zk727mlogﬁ(z)]r,
et en utilisant d’une part le Corollaire 3.3.4 (avec (16)) d’autre part la formule (17), on obtient :

C—l)k*2<zk*2*”logli(z——zal),[zk*Q‘"nlogL(z)}T7]>
0,
_(—J)nqizulggﬂ(z%% '
_qym+1 AT 2T M) nbm—(k—2)
gy .

suivant respectivement les cas :

n+m<k—2,
{n+m—k—l
n+m>k—2.

Avec (17) pour le dernier terme, on voit edditionnant le tout qu’on obtient exacteméent H )
dans les trois cas. Restg = 0 que I'on laisse au lecteur.O

CoROLLAIRE 3.5.5. -L'applicationO(k, £) — C(k, L)’ induite par(, ) estG-équivariante.

Démonstration. €ela résulte de la Proposition 3.5.4, des Lemmes 3.5.1 et 3.2.1 et de la
continuité de 'applicatio®(k, L) — C(k, L)’ (Corollaire 3.4.6). O

De tout ce qui précéde, on déduit finalement :

COROLLAIRE 3.5.6.—0naO(k, L) = S(k,L)'.

Remarque3.5.7.— De (16), on déduit facilement que I'isomorphisme du Corollaire 3.5.6
induit une injection fermée compatibleca:

02— k) — (S(k,£)/Sym* 2EZ @ St ).

Cette injection est un isomorphisme topologique (combiner [33], Théoréme 15 avec le
Théoreme 3.1.2).

4. Structures entiéres et complétiong-adiques

L'objectif de cette partie est de définir et d’étudier des complétipmasliques naturelles
B(k, L) deX(k, £) obtenues par dualité en utilisant le Corollaire 3.5.6 de la partie précédente.
L'idée de base est inspirée de [33]. Paur- 2, B(k, L) s’identifie aussi & une complétion
p-adique d&Sym" 2 E2 @ St € X(k, L).

4.1. Fonctions (log-)rigides bornées

On munitQ) de I'action a gauche usuelle de& parg - z = %j:db Sig= (‘2 Z) PourU

recouvrement comme au 83.1, on pd3e(g) ot {tq - 2,2 € Qu} ou 'y est le transposé de
g dans@G. C'est encore un affinoide d@. On noteU(1) = (U(1);)o<igs l€ recouvrement
particulier suivant d&, dansC, (du type de ceux considérés précédemment) :
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U(l)o={z€C,||z|>1},
(U(l)i)lgigs = ((Uz)ng; ) (Vy)yer)a
U ={2€Cp||2—[z]| <1},
Vy={z€C, ||z —plyl| <1/p}

([-] désigne le représentant de Teichmdiller). En fait, on a une projection naturflie> |37 |
ou |BT| désigne la réunion des sommets et des arétes non orientées de I'arbre de Bruhat-Tits
BT deSL2(Q,) etfyy) est la réunion des images inverses pale I'aréte centrale et de ses
deux sommets (voir [33]).
SoitU un recouvrementtel que :

(20) U Qulg) =

geG

(par exempld/ (1)) ; posons pour € Q,, :

Ok) ELF o) ||(g-F)lay|| <1VgeGl,

Ok, L)' EUF € Ok, L) | ||(9- Pl || <1 Vg € G}

ou O(k), O(k, L) sont lesE--espaces vectoriels définis respectivement aux §83.1 et 3.2 et ou
| - || est la norme définie respectivement en (10) et (14). Ce sont de¥sgusaodules stables
parG dansO(k) etO(k, £).

Les preuves des énoncés qui suivent ne sont données qué@aut)?, le casO(k)V étant
strictement analogue ou plus simple.

LEMME 4.1.1.— SoitU et U’ deux recouvrements tels qfik; et )y satisfont(20), alors
O(k, L)V etO(k, L)V (resp.O(k)V etO(k)V") sont commensurables da@$k, £) (resp. dans
O(k))-

Démonstration. -H s’agit de montrer qu'il existe\p, ;- et A\y/,y dansE} tels que
Ok, L)Y CApr Ok, L)Y et Ok, L)Y C Ay Ok, L)Y

On peut supposel/’ plus fin queU par transitivité, i.eQy C Qu.. On a déja clairement

O(k, L)' C \yr.yO(k, £)V pour un\y- iy convenable en utilisant la continuité de la restriction
O(k,L)yr — O(k,L)y. Soit g1, ...,gn € G tels queQy: C Ui, Qu(g;) (de telsg; existent

par (20)), U” = (U!')1<i<s# un recouvrement comme au §3.1 tel qué' , Qu(g;) C

Qur et O(k,L){ " le sousE-espace vectoriel des fonetis localement analytiques sur
Ui, Qu(g:) engendré par les fonctions rigides analytiqiisrationnelles suJ;"_, Q¢ (g;) et

par la restriction des”log,(z — 2]') (ou z/" est le centre dé&/;"). Pour F € O(k,L){} 9"
etie{l,....n}, (¢ - F)la, € O(k,L)y. On munit O(k,L£){}> 9" de la norme||F|| =
maxi<i<n || (9i- F)lay ||- Noter que, lorsque restreinte au sous-espace des fonctions rigides, cette
norme est équivalente a la norme usuelle :

SeU O (90 IF@I = 1<iCn 2e00 (0) [Flag @0 -

Comme ce sous-espace est d’'indice fini, on voit en particulier que I'application de restriction
O(k, L)} — O(k,L)y, est continue, donc il existey,y- € |Ef| tel que pour tout
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FeO(k, L) :
(21) | Flay,

<cyu max | (gi - F)lay |-

Maintenant, soit" € O(k, L)V et \y,u» € Ef tel que|\y,ur| = cu,uv, on a par définition de
O(k, L)Y :

YeG vie(Lon) (oo Py, | <1
d'ou, par (21) appliqué & - F)lur oy (g) € Ok, L)G 7"

Vged, ||(g-Fla,

S o [, (g9 F)’QUH S o

et doncO(k, L)V c Ay Ok, L)V". O

COROLLAIRE 4.1.2. -Avec les notations précédentes, le sdijsespace vectoriel
Ok, L)Y @ E¢

(resp.O(k)Y @ E.) deO(k, L) (resp. deO(k)) est indépendant d€.

NotonsO(k)” = O(k)V ® E. etO(k,£)* = O(k, £)Y ® E. (“b” pour “borné”). Cenesont
pasdes sousE--espaces vectoriels fermés dang:) ouO(k, L).

LEMME 4.1.3.—La dérivée(k — 1)-iémeo : O(k, L) — O(k) (voir Proposition3.2.2)induit
une applicationE-linéaire O(k, £)* — O(k)" qui est injective sk > 2 et s'insére dans une
suite exact® — E, — O(2,£)® - O(2)> - 0sik=2.

Démonstration. +'application O(k, £)> — O(k)P résulte de la continuité de et de sa
commutation &. Sik > 2, I'injection vient du fait que :
{Fe Sym" 2E2 @ e(det) "2 | |lg- F|| <1Vg € G} =0

car la représentatioSym" ?E2 ne posséde pas d@p,-réseau stable sous. Si k = 2,
la suite exacte sera démontrée au 84.5 (conséquence du (i) de la Proposition 4.5.2 et de la
Proposition 4.5.3). O

Par le Théoreme 3.1.2 et le Théoréme 2.1.2, on a aussi une surjection continue
O(k) — (Sym*2E% @ St)'.

THEOREME 4.1.4 [33,17]. — Pour toutk > 2, la surjection ci-dessus induit une injection
O(k)® — (Sym* 2 E% @ St)'.

Voir [33], Proposition 19 et [17], Corollaire 5.3.

Jusqu'a présent, en dehors du €48, £)®, rien n’empécha priori O(k, £)® etO(k)P d'étre
nuls.

THEOREME 4.1.5[33,17]. —Pour toutk > 2, O(k)® # 0.

Voir [33], Théoréme 17 et Corollaire 25 et [17], Théoréme 2.1 et Théoréme 3.3 (comme me
I'a expliqué P. Schneider, ce théoréeme peut aussi se déduire de I'existence de formes modulaires
rigides dangD(k) pour des sous-groupes discretcompactsle SL»(Q,), cf. e.g. le Lemme
5.4.6).

En ce qui concern@(k, £)", nous conjecturons au §4.4 qu'il est toujours non nul.
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4.2. Modules compacts et Banacph-adiques

Nous examinons maintenant la structure topologiquees-modulesO(k, £)V etO(k)Y.
Dans [27], est introduite la catégorModE‘omp(OEL) des Op,.-modules sans torsion
linéairement topologiques séparés compacts, les morphismes étant les appli€atjotis
néaires continues (U g, -module topologique est dit linéairement topologiquéaiun systeme

fondamental de voisinages ouverts formés de $0gs-modules).

PROPOSITION 4.2.1. — SoitU tel queQ Vvérifie (20), alors O(k, £)V (resp.O(k)Y) muni
de la topologie induite pa®©(k, £) (resp.O(k)) est un objet dMod?omp((’)Eﬁ )

Démonstration. H est clair queO(k, £)V est sans torsion et que sa topologie est linéaire
et séparée. Il reste a voir qug(k, £)V est compact. Il est fermé car intersection de fermés.
Montrons qu'il est borné. Soit/’ un recouvrement d&€, dansC, comme avant. Par le
Lemme 4.1.1, on ay,y- € |[EF| tel que||F|q,, || < cyur pour toutF € O(k,£)Y. Comme
la topologie deO(k, £) est définie par la collection des normgg-|q,, |)u/, on voit que
O(k,£)Y est borné. Par [24], Proposition 15.3(iii) et la réflexivité@ék, £) (qui vient du (i)
du Théoréeme 2.1.2 et du Corollaire 3.5.6)k, £)V est donc c-compact. Mais comray;,. est
compact, c’est un résultat classique que tBuf. -module c-compact et borné est compaati

CommeO(k, L)V et O(k)V sont stables paé, on a de plus une application continue :
G x Ok, L)Y — O(k, L)Y (resp. ave®©(k)V).
Soit M un objet deMod® _ (Op,); définissons, en suivant [27], IE;-espace de Banach

comp
M Homo,,, (M, E.) (il s'agit des applications continu€3g,. -linéaires) muni de la norme

|l £l = max,,ear |f(m)]. Dans [27], il est montré que le fonctedw — M< induit une anti-
équivalence de catégories enMedgomp(OEﬁ)Q et la catégorie def--espaces de Banach (la

catégorieMod?  (Or,)q a par définition les mémes objets que la catégMdﬁifomp((’)EL)

comp

mais pour morphismelomy,an (0, ) (M, N)® E¢).

LEMME 4.2.2.—Soitf: M — N un morphisme bijectif dans la catégofigod! (Or,);

comp

alors c’est un isomorphism@e. f est un isomorphisme topologique @g;.-module}.

Démonstration. -Avec les notations précédentgsinduit f4: N4 — M9, Par [27], Proposi-
tion 1.3(iii), f¢ est une injection fermée (i.&V< est fermé dand/<). Mais par [27], Proposi-
tion 1.3(i), Im(f9) ~ N9 est dense dan&/<. Donc f¢ est un isomorphisme de Banach et on
voit que(f9)~! doit correspondre #~! ® X par I'anti-équivalence précédente pourua E.
Donc f~! est continu, i.ef est un isomorphisme topologiquer

COROLLAIRE 4.2.3.—So0itU un recouvrement tel que vérifie (20).

() Latopologie induite pa(Sy_mk_gE%G@St)’ surO(k)Y (voir Théorémet.1.4)est la méme
que la topologie d& (k)Y (induite parO(k)).

(i) Supposong > 2 de sorte qued(k, £)V — O(k) et O(k, L)V — (Sym"?E2 @ St)’
par le Lemme4.1.3 et le Théorémet.1.4 Alors la topologie induite parO(k) et
(Sym*?E2 @ St)' sur O(k, L)V est la méme que la topologie d&k, £)V (induite
par O(k, L)).

Démonstration. Notons O(k, £)V le moduleO(k, £)Y muni de la topologie induite par
O(k). Comme l'applicatiorO(k, L) — O(k) est continue, comme l'image d’un compact par
une application continue est un compact et conié) est séparéQ(k, L)Y est encore un
objet deMod® (Op,) et lidentité : O(k, L)Y = O(k, £)V est continue. On conclut avec le

comp

Lemme 4.2.2. La preuve des autres cas est identique.
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On pose pour tout > 2 :

d def

B(k) E(0(R)")" et B(k,£) % (O(k.£)")".

Il résulte du Lemme 4.1.1 (et de la Proposition 4.2.1) §(&) et B(k, £) sont des Banach
qui ne dépendent pas dé. lls sont munis d’'une action dé& par automorphismes continus
déduite de I'action suO(k, L)V et O(k)Y. Par [27], on a des identificatiors-équivariantes
(non topologiquesB (k, £)' ~ O(k, L)® et B(k) ~ O(k)".

4.3. Complétions de2(k, £), ¥(k) et Sym" 2 @ St

On montre queB(k, L) (resp.B(k)) est une complétiop-adique deX(k, £) (resp.X(k))
et que pourk > 2 (resp.k > 2) B(k,L) (resp.B(k)) est aussi une complétignadique de
Sym*?E2 @ St.
~ Rappelons qu’on a des accouplements cargtinon dégénérés (voir §3.1 et §3.4) :

{,YMor: O(k) x 2(k) — Er,
(,):0(k,L) x X(k,L)— E¢

et des injections fermées (voir §2Ym"* 2 F2 ® St — N(k) — X(k, L).
SoitU un recouvrement comme au §3.1 tel qug satisfait (20). On pose :

k)Y L {H e S (k) | VF € O(k)V, (F, H)ror € O, },
Ok, L)V E{H e 2(k, L) |YF € O(k, L)V, (F,H) € Op, }.

Appelons Og-réseau, ou simplement réseau, d'unprésentation localement analytique
(sur unE-espace vectoriel localement a@xe de type compact) tout soly:-module fermé
générateur et ne contenant paskiaroite. ToutOg-réseau est aussi ouvert (car un espace de
type compact est réflexif donc tonnelé, cf. [24], 8815 et 16) et définit une norme sur I'espace
sous-jacenfv|| = inf,cro |A| Si © est le réseauX € E).

PROPOSITION 4.3.1. — (i)Le Op,-moduled (k)Y estunOp,, -réseau stable paf dansX (k).
(ii) SIO(k, L)Y #0,le Op,.-moduled(k, £)V estunOg, -réseau stable pat dansX(k, £).

Démonstration. i) Le fait que ©(k)Y est fermé et stable pa¥ est clair. Il faut montrer
que O(k)Y est générateur et ne contient pas lde-droite. Par la Proposition 4.2.0 (k)Y
est en particulier un souSy,-module borné deD(k), donc ©(k)Y est générateur par le
Corollaire 3.5.6 et [24], Lemme 13.1(iii). Salf € O (k)Y \ {0} tel queE, - H CO(k)Y, alors
(F,H) =0 pour toutF € O(k)Y, donc(g- F,H) =0,Vg € G,VF € O(k)V puisqueO(k)V est
stable paiG, donc :

(F,g-H)=0, VYgeG,VFecO(k)Y
et par continuitéF’ annule la sous-représentation topologiquement engendréé dansX (k).
Par le (iv) du Théoréme 2.1.2, on voit que tdu€ O(k)Y annule au moins la sous-représentation
Sym* ?E% ® St, donc l'mage deO(k)V C O(k) dans(Sym" >E2 © St)’ est nulle. Par le
Théoréme 4.1.4, on a nécessairem@(t)V = O(k)® = 0 ce qui contredit le Théoréme 4.1.5.
Donc ©(k)Y ne contient pas dé&-droite. La preuve de (ii) lorsqué > 2 est strictement

analogue en utilisant ledmme 4.1.3. Lorsqué = 2, il suffit de remarquer que l'image de
0(2,£)V dansSt’ ne peut étre nulle car elle engendre cellgx@)® par le Lemme 4.1.3. O

PROPOSITION 4.3.2. — SiX(k, £) contient un résea® stable parG, alorsO(k, £)V # 0 et
il existen € N tel quep™©(k, L)V C ©.
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Démonstration. Par le Corollaire 3.4.7, la topologie du Frécligtk, £) ~ limy (C(k, L)/

Sym*~2F2)’ est aussi définie par la collection des norrfles|;; )i ot (siF € O(k, L)) :

5 F.H
11y s BT
weckyo\foy [1Hllu

En particulier, pour tout recouvremeliitcomme au 83.1 il existe un autre recouvreniéhet
cuur € |Ef| tels que||Flo, || < cuu || F|y. pour toutF € O(k, £). PrenongU tel queQy
satisfait (20) et notons(k, £) le BanachC (k, £)y /Sym* 2 EZ. Comme® est ouvert dans
»(k, L), © N X(k, L)y contient, & multiplication par uncalaire non nul prés, la boule unité
Y(k, L)Y, deX(k, L)y SoitF € O(k, L) telque(F, H) € O, pourtoutd € ©. En particulier
(9-F,H) € O, pourtoutg € G ettoutH € ©NX(k, L)y d'ou (g - F, H) € O, pour tout
g€ GettoutH e X(k, L)Y, i.e.:

-F H
sup [(g- F,H)| <1
HeCk, L)y {0} IH o

Par ce qui précede, on a dofity - F)|q, || < cy.ur pour toutg € G d’ou p"F € O(k, L)Y
pour unn convenable (indépendant #§. On en déduit le résultat par dualité en utilisant [24],
Corollaire 13.5 et le Corollaire 3.5.6.0

Remarque4.3.3. — L'énoncé 4.3.2 est bien s(r valable ax¢k) et© (k)Y au lieu dex(k, £)
etO(k, £)Y, ala différence prés que I'on sait qii¢k) possede un réseau (Proposition 4.3.1).

La classe de commensurabilité des résea()V etO(k, £)V est donc “minimale”.

On note© (k)" (resp.O(k,L£)") le Banachp-adique obtenu en complétabi(k) (resp.
Y(k, £)) pour la norme définie par le rése@(k)Y (resp.O(k, £)V) pour unU quelconque
comme avant. Il est muni d’une action @ael queG x ©(k)" — ©(k)" (resp.G x ©(k,L)" —
©(k,L£)") est continu.

PROPOSITION 4.3.4.— On a des isomorphismes topologiques compatiblés aB(k) ~
O(k)" etB(k,L) ~O(k,L)".

Démonstration. Notons que sO(k, £) = 0 alors
Ok, L)Y =%(k, L) et Ok, L) =0=DB(k,L).

On suppose don®(k, £)® # 0. Par [27], Théoréme 1.2, il suffit de montrer que(g;, -
moduleHomo,, (6(k,£)V, O, ) des morphisme®y, -linéaires muni de la topologie de la
convergence simple s’identifie topologiquemett@, £)V vudanst(k, £)'. CommeO (k, £)V
est ouvert dan&(k, £) par la Proposition 4.3.1, onlomoe,, (O(k, L)Y, 0p.) C S(k,L) et
donc:

Homo, (O(k,L)Y,0p,) ={F eX(k,L) |VH € O(k,L)Y,(F,H) € Op, }.
Par [24], Corollaire 13.5 et le fait que(k, £)V est fermé dan&(k, £)’ (car compact), on en
déduitO(k, £)V = Homo,, (O(k, L)Y, 0, ). |l reste a voir que les topologies sont bien les
mémes mais cela découle du Lemme 4.2.2 et du fait que la topologide)V est plus fine

que la topologie de la convergence simple. Le caB@e) est complétement analoguen
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En particulier, on a des injections continués¢quivariantes) :
Y(k)— B(k) et X(k,L)— B(k,L)

(si B(k, L) # 0).

PROPOSITION 4.3.5. — (i)Le BanachB(k) est aussi le complété (&;mk’zEﬁ ® St par
rapport au résea® (k) N (Sym" *E2 ® St).

(i) Sik>2etO(k, L)Y #0, le BanachB(k, £) est aussi le complété cibﬂk’QEz ® St
par rapport au résea® (k, £)V N (Sym" *E2 ® St).

Démonstration. -On montre (ii) laissant (i) au lecteur. Posons :

Ok, L)Y =0(k,£)V N (Sym*2E2 ® St);
par [27] il suffit de montrer que I'application natureti¥k, £) — Homo,, Ok, L)V, 08,)
est un isomorphisme topologique. La preuveadsts la méme que celle de la Proposition 4.3.4
en utilisant le (ii) de la Proposition 4.2.3 et le fait que :

Homo,, (é(k,ﬁ)U,(’)Eﬁ)
={Fe(Sym" 2EZ@St) |VH €Ok, L)V (F,H) € Op,}. O

4.4. Deux conjectures

Nous énoncons deux conjectures sur les Barfa@h £) (qui contiennent en particulier leur
non-nullité) et &plorons leurs conséquences.

Suivant [29], siB est unG-Banach (unitaire) on not®,, le sous£-espace vectoriel de
B des vecteurs localement anafjies, c'est-a-dire des vecteurss B tels que la fonction
G — B, g— g - v est localement analytique. L'espaék, est muni de la topologie induite
par celle deC*"(G, B) (applications localement analytiques @evers B) et non celle de
B (cf. [29], 8§7). Toute application continug-équivariante d’'une représentation localement
analytigue deG dans B se factorise paiB,,. D’aprés le 84.3, on a donc une application
continueX(k, £) — B(k, L)an. Au 84.5, on montre que cette application est un isomorphisme
topologique sk = 2. Il me semble naturel de conjecturer que ce résultat vaut pouk ol :

CONJECTURE 4.4.1. — Pour toutk > 2 et tout£, I'application 3(k, £) — B(k, L)an €St un
isomorphisme topologique.

Cette conjecture entraine en particulie X (k, £) C B(k, £), donc queO(k, £)Y est non
nul et qued (k, £)U est un réseau de(k, £) (cf. §4.3).

Notons B(k, £)° un ouvert borné stable p& dansB(k, L), par exemple le complété de
O(k, L£)Y. L'action continue de~ sur B(k, £)° induit une action lisse dé' sur :

B(k, L)’ ®oy, Fp.

Sila représentatioB(k, £)° ®o,,, F,, est de longueur finie, on nofe(k, £) sa semi-simplifiée
qui est alors indépendante du choix B¢k, £)°. Rappelons qu'aux donné¢k, £) on a par
ailleurs associé dans 'Exemple 1.3.5 unprésentation semi-able non-cristallind’ (k, £) de
Gal(Q,/Q,) de dimensior2 dont on noté/ (k, £) la semi-simplifiée modulo I'idéal maximal.
Soit w le caractére cyclotomique modulop, nr(x) le caractére non ramifié déal(Q,/Q,)
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qui envoie le Frobenius arithmétique surw, le caractere fondamental de Serre de niveau
et, pourr € {0,...,p — 1}, ind(wy ™) 'unique représentation irréductible @&1(Q,/Q,,) de
dimensiore surF,, dont le déterminant est”*.

CONJECTURE 4.4.2. — Pour toutk et toutZ, la représentationB(k, £)° ®0p, F, est de
longueur finie. De plus, g > 2, on a:
(i) SiV(k,L)~ind(ws™) ®n pourunr € {0,...,p— 1} etun caractére lisse

1:Gal(Q,/Q,) — F, ",

alors B(k, £) ~ [(ind . Sym'F, ") /(T)] @ (5 0 det).
(i) Si ’
V(L) ~ (nr(/\(l))wrﬂ nr(()/\)) o

pourunr € {0,...,p— 1}, unA e F,” et un caractére lissg : Gal(Q,/Q,) — F, ",
alors:

5] . re—2 ss
B(k,L) ~ [(mde; Sym"F, ") /(T — \)]” ® (1o det)
. _3_r]l552 _ ss r
® [(mdf(QpX SymP—3~"1F, )/(T=X"H]" @ (Wt odet)
ou[p — 3 — r| est 'unique entier dang0, ...,p — 2} congru ap — 3 — r modulop — 1.
On renvoie a [6] ou [7] pour des détails saslnotations utilisées dans I'énoncé 4.4.2.

Remarque4.4.3. — Pouk = 2, la Conjecture 4.4.2 n’est pas tout a fait satisfaite car :

V(z,c):(‘(‘)’ ;’) et §(2,£):[(indf(prl)/(T—l)]ss

(cf. §4.5).

PROPOSITION4.4.4% — Supposons vraies les Conjectuded.1let4.4.2
(i) Pourtoutk et toutl, B(k, L) # 0.

(i) Pour toutk et toutl, B(k, L) est admissible.

(iii) Pour toutk > 2 et toutL, B(k, £) est topologiquement irréductible.

(iv) Pourtoutk, k' etl, £',onaB(k,L) = B(k', L) (isomorphisme topologiqueL(Q,)-
équivarian) si et seulement gk, £) = (', L’).

(v) Pour toutk et toutL, tous les réseaux stables pa@rdansX(k, £) sont commensurables
entre eux, et donc au rése&@(k, £)V.

Démonstration. i) est trivial. (i) se démontre comme dans la preuve du (ii) du Théo-
reme 1.3.3 (en utilisant la Conjecture 4.4.2). Pour (iii), i€ B(k, L) un sous-espace vec-
toriel fermé non-nul stable p&r. CommeB(k, L) est admissible, par [29], Théoréme 7.1 ses
vecteurs localement analytiques sont densdsratent en particulier un sous-espace fermé in-
variant non nul d&2(k, £) (en utilisant la Conjecture 4.4.1). Or, par le Lemme 2.4.2, tout sous-
espace fermé invariant non nul B¢k, £) contientSym* 2 F2 St donc est dense dam¥ k, £)
par le (ii) de la Proposition 4.3.5. Dore = B(k, L) et B(k, L) est topologiqguement irréduc-
tible. (iv) se déduit immédiatement de la Conjecture 4.4.1 et du Lemme 2.4.1. Démontrons (v).

4\oir note au bas de la page 563.
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Soit© C X(k, L) un réseau stable p&t et X(k, £)" le complété de(k, £) par rapport &.

Quitte a prendre un réseau homothétique, on peut supgger)V C © par la Proposition
4.3.2 et on a une application contindi¥k, £) — X(k,L£)". Cette application est injective :
pour k > 2, cela découle de (iii) ci-dessus et pdur= 2, cela découle du 84.5 et du fait que

si le noyau est non nul, alors il contient au moins la représent&tipdonc son intersection
avecX(2, £) est non nulle ce qui est impossible puisdug, £) — (2, £)". Par ailleurs, on

a une injectiontiome,, (0, Op,) — Homo,, (O(F, L)Y, 0g,) (applicationsO g, -linéaires)

ou, par (ii) et le Lemme 4.6.4, ces deux modules sont de type fini sur l'algébre d'lwasawa
Og.[[K]] de K (cf. 84.6). Je dis que le conoyau de cette injection est de torsion. Sinon, I'in-
jection Homo,, . (0,05, ) ® Ex — Homo,, (0(k,£)V,0p,) ® E. aurait un conoyau non

nul et le méme argument que dans la preuve de [27], Corollaire 3.6 donnerait que I'application
B(k,L) — X(k, L) n'est pas injective. Comme les modules sont de type fini, on a donc
n € N tel que pour toutf € Homo,, (©(k,L)Y,0p,), n f s'étend en un élément de
Homo,, (©,0k,) (ou mg, est une uniformisante d&,). Soity € © et n, € Z le plus

petit entier tel quez &' Ty € ——O(k,L)Y. Par [24], Corollaire 9.6, il existef €

7TE£

Homo,,, (O(k, L)Y, O, ) tel quef(z) = 1. Puisquery; . f s'étend &0, on a:

e = T S (@) = (7, f) (TELy) =75 (7e, f) (y) € 75, O
d'oun, <n.Ona donm;}f@ C O(k, £)Y ce qui achéve la preuve.O
45. Lecask=2

On étudie completemeri®(2) et B(2, L) et on démontre que la Proposition 4.4.4 est vraie
inconditionnellement pouk = 2. Les preuves étant faciles, certains détails sont parfois laissés
au lecteur.

On note1l la représentation triviale d’'un groupe quelconque. Avec les notations du 8§2.1,
soit o(2, £)° un O, -réseau stable paP dansc(2,£). On noteind%o (2, £) (resp.ind$1)
le Banach des fonctions continugsG — o(2,£) (resp.f : G — E.) telles quef(bg) =
0(2.£)(f(9)) (resp.f(bg) = f(g)) munide lanormd f|| € max,e « [|f ()| ot ||| estla norme
suro(2,L) (resp. E.) relative au réseau (2, £)° (resp.Og,, c'est-a-dire la valeur absolue
p-adique). Comme (2, £)° (resp.Op,) est stable paP, on voit queind$o (2, £) etind$1
sont desZ-Banach unitaires pour I'action usuelle depar translation a droite. Notorst le
G-Banach unitairéndIGgl/l muni de la topologie quotient.

LEMME 4.5.1.— (i)St est topologiqguement irréductible.
(i) On a une suite exacte stricte @&Banach unitaires0 — 1 — indgl — St — 0.
(iii) On a une suite exacte stricte d&Banach unitaires

0—ind$1 — ind$%o(2,£) = ind$1 — 0.

Démonstration. i) résulte du fait que la représentation @esur les fonctions localement
constante®!(Q,) — Fx modulo les constantes est algébriquement irréductible [1] et du fait
gue tout sous-espace fermé 8& est complet. (ii) est évident et (iii) se démontre comme le
Lemme 2.1.1 en utilisant les décompositions d’lwasawa et de Bruhat. Les détails sont laissés au
lecteur. O

De maniére analogue au §2.1, on pose :
déf _q
X(2,L)=s"(1)/1
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(ou s est la surjection du Lemme 4.5.1) qu’'on munit des norme et topologie quotients des
norme et topologie induites pandga(z[,). On a des inclusioné&/-équivariantes continues
¥(2,L£) — X(2,L) eton noteX(2, £),, comme au §4.4.

PROPOSITION 4.5.2. — (i)On a une suite exacte stricte deBanach unitaires admissibles
0—St—3X(2,£)—1—0.

(ii) La boule unitéx(2, £)° deX(2, £) est unOg, [G]-module topologiquement de type fini.

(iii) L'inclusion %(2, £) — X(2, L) induit un isomorphisme topologique compatibleza:
3(2,L) ~3(2,L)an-

Démonstration. i) résulte de la définition d&(2, L), du Lemme 4.5.1 et du fait que
St et 1 sont admissibles (poust, utiliser le Lemme 4.6.3 et [1]). (ii) MunissonSt de
la norme induite par celle d&(2,£) via (i) et notonsSt® la boule unité correspondante,
stable parG. Par (i), il existe) € EJ et une suite exacte d@p, [G]-modules :0 — St° —
(2,£)° — X\Og, — 0. Il suffit donc de montrer qu&t® est topologiquement de type fini
sur Og,[G], ce qui résulte aisément du fait q8¢° ® Fx, est de type fini suF g, [G] (car
algébriquement irréductible). (i) Par [29], Théoréeme 7.1, on a une suite exacte stricte de
représentations localement analytiqoes: 1 — s~(1)., — 3(2, £)an — 0, donc il suffit de
montrers—!(1)., ~ s~!(1) (voir §2.1 pours—*(1)). Il est clair qu'on a une injection continue
s71(1) = s71(1)an. SOit F € s71(1),,, par définition I'applicationy — ¢ - F' s'écrit dans une
carte locale au voisinage des G : g- F = c¢gF, ou lesF, € s~!(1). Pour toutg, € G,
ona(g-F)(g) = F(gog) = >, cgFalgo) doncF est analytique au voisinage d@g, donc
c’est une fonction sué partout localement analytique, i.E.€ s~1(1). Le fait que la bijection
571(1) 5 s71(1).n est un homéomorphisme résulte de [29], Proposition 6:4.

PROPOSITION 4.5.3. — On a des isomorphismes topologiques compatiblés:aB(2) ~ St
etB(2,L£) ~3X(2,L).

Démonstration. -Nous faisons le caX (2, £), I'autre étant similaire. Soft/ un recouvrement
deQ, dansC, comme au §4.1 tel qu&,; satisfait (20) et tel qué’(2, L)y (voir §2.3) contient
des élémentsly, ..., H,, dont 'image dans:(2, £) engendre topologiquemeBi(2, £)° sur
Og.[G] (il est facile de voir par le (ii) de la Proposition 4.5.2 qu’un Eelexiste et quer = 2
suffit). Par [27] et le 84.2, il suffit de montrer que la boule utiiéme,, (3(2,£)%, Og,) du

Banach duak(2,£)’ C £(2,£)" ~ O(2, L) est commensurable@(2, £)V. On voit qu'on a:
Homo, (£(2,£)°,0p,) ={F€0(2,£)|Vi, Vg€ G, (F,g- H) € Og, }.

SoitF € O(2,L£)Y, alors||g - Fla, || < 1 pour toutg € G, d’ou :

wp Mo PH)

<cy
mec@,op\foy 1Hlu

pour uncy € |E| par le Lemme 3.4.3, d'ol{F, g - H;)| < cy||H;||lv pour touti et toutg par
la Proposition 3.5.4. On voit qu'il existe; € E convenable tel que\y F, g - H;)| < 1 pour
touti et toutg, d'ot Ay F' € Homo,, (2(2,£)°,0r,) i.€.:

0(2,£)Y c Ay'Homo,, (2(2,£)%,0g, ).
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Réciproquemen®) ‘EE(Z £)°NX(2, L) estunréseau de(2, £) stable paG et contient dont

Av©(2,£)Y pourun)y € Ef convenable par la Proposition 4.3.2. Donc :
A0(2, L)Y cx(2,L)°
et puisquex(2, £) est dense dans(2, £), on en déduit une injection :
Homo, (2(2,£)°,0p,) — Ag'Homo,  (0(2,£)Y,08,) =A;'0(2,£)Y

d’ou le résultat. O

En combinant les Propositions 4.5.2 et 4.5.3, on obtient par la méme preuve que pour la
Proposition 4.4.4 :

COROLLAIRE 4.5.4. — (i)Le G-Banach unitaireB(2, £) est admissible et de longuetir
(i) On a un isomorphisme topologiqi&2, £) = B(2, L) an.

(iii) SiB(2,L£) = B(2,L') estunisomorphisme linéaire contititéquivariant, alorsC = L'.
(iv) Tous les réseaux stables pd@rdansX(2, £) sont commensurables®(2, £)V.

4.6. Admissibilité et non-admissibilité

Soit E C Q, une extension finie contenap®p. Dans cette partie, on montre en utilisant [33]
et [17] queB(k) n’est pas admissible podr> 2 et que c'est le complété @k’QEQ ® St
par rapport a un quelconque réseaufﬂcgi_en’“‘QE2 ® St) de type finsurOg[G] (cf. le (i) de la
Proposition 4.3.5).

Soit c—indepX 1 le E-espace vectoriel des fonctions sura support compact modul@,;

invariantes a gauche sofi®,; munide I'action de& par translation a droite. C’est aussi I'espace
vectoriel des fonction#] : B7 — E a support compact (en identifian@Q\G a I'arbre B7).

Son dual algébrique est I’espa’m:elIGQX 1={F:BT — E} desfonctions a support quelconque.

Sia est une aréte (orientée) 84, notonsz I'aréte conjugué&(a) le sommet origine et(a) le
sommet terminal. SF': BT — E est une fonction, notonid’, ' etU, F les fonctionsB7 — E
définies par :

Il est bien connu qu’on a des isomorphisndégquivariants :
(c-indfigx 1) /(W +1,U, — 1) = St,
{F eindjq 1| W, F = ~F,U,F = F} = St’

d’ou on déduit une surjection :
c-ind?Q; Sym*2E? ~ Sym"2E? @ c-ind?Q; 1 - Sym* 2E? @ St
et une injection :
k—2 12 / k=2 2\ o : G ~ G k—2 2\’
(Sym E ®St) — (Sym E ) ®md1Q§1—deQ; (Sym E )
~ {F:BT—> (Symk_QEz)/}.
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Soit ©(k) l'image du réseaur;-imdexSym’“‘z(’)fE par la surjection : c’est un sof3z[G]-
X2y
module de type fini générateur 8gm”* 2 E2? ® St.

PROPOSITION 4.6.1. — Pour toutk et toutUU comme aig4.3 le réseau
(k)Y N (Sym" 2E?® St)

est commensurable allz[G]-module de type fifD(k). En particulier©(k) est un réseali.e.
ne contient pas dé&-droite).

Démonstration. Soit O(k)? &' (Sym* 22 @ St)’ mszX (Sym"20%,)" : c’est un sous-
Og-module de(Sy_mk’QE2 ® St)’. Par [33], Théoréme 17 pour pair et [17], Théoréeme 4.1
pour k impair, O(k)° est commensurable a limage d&%)V(") dans(Sym" ?E? @ St)’ (cf.

84.1 pourU (1)), donc a I'image de) (k)Y par le Lemme 4.1.1. En considérant lsc O(k)
image des fonctions cteinde; Sy_mk*QOQE a support sur une seule aréte (i.e. une seule classe

1Q) g), on voit que :

O(k)° ={F e (Sym" ?E2 @ St)" |VH € O(k), (F,H) € O}

(,) est 'accouplement ent®ym”* 2 E2 @ St et son dual. Par bidualité ([24], Corollaire 13.5,
k) est fermé danSym* 2 E? @ St), on en déduit :

ou
O(

={H eSym" *E?®St|VF € O(k)°, (F,H) € O}.
Or le membre de droite est un réseau commensurablg:3’ N (Sym" 2 E? @ St) par ce qui
précéde et la définition de (k)Y (84.3), d’ou le résultat. O

Soit B un G-Banach unitaire) || une normeG-invariante surB et B° la boule unité
correspondante, stable par

DEFINITION 4.6.2 ([27], 83). — On dit qué3 est admissible si pour tout sous-groupe ouvert
compactd C G, Home,, ((B/B°)!, E/Og) est unOg-module de type fini.

C’est indépendant du choix de la norme ([27], on utilise e.g. le Lemme 4.6.4 ci-dessous d( a
Schneider et Teitelbaum).

LEMME 4.6.3.— Soit B un G-Banach unitaire. AlorsB est admissible si et seulement si
dimFE (BO Rog FE)I(I) < +o0.

Démonstration. Par [27] (plus précisément le commentaire aprés le Lemme 3.4), il suffit de
montrer quelomo,, ((B/B%)!(M), E/Og) est unOg-module de type fini. Soitz € mg une
uniformisante dev ; de la suite exacte :

— (B9 Fr)!V — (B"@ E/Op)'M B (B @ E/Og)'*
on déduit une suite exacte (puisgi¢O g est unOg-module injectif) :

Homo,, (B ® E/Og)'M, E/Og) “™5 Homo,, ((B° ® E/Op)'™M, E/OF)
— Homp, ((BO X FE)I(I), FE) — 0.
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Donc:
dimp, (B° @0, Fr)'® < 400 & dimg, Homo,, ((B° ® E/O)'W,E/Op) @ F < +oc.

Commen,, mHomop,, ((B° ® E/Og)'M E/Og) = 0, on voit facilement que c’est équivalent
a avoirHomo,, (B ® E/Og)'M, E/O) de type fini su0g. O

Pour tout sous-groupe ouvert compattC G, soit Og[[H]] =1lim Og[H/J], la limite étant

prise sur les sous-groupes ouverts distingliéansH. Muni de la topologie profinieQ g [[H]]
est naturellementun objet déod”  (O) ([27] ou §4.2). SoiHHome, (B, O ) la boule unité

comp

du Banach dual d& ; I'action de G sur B induit surHome,, (B°, Og) une structure naturelle
de Og[[H]]-module pour toufd ([27], §2).

LEMME 4.6.4 ([27], Lemme 3.4). -Soit B un G-Banach unitaire. AlorsB est admissible si
et seulement dilome,, (B°, Or) est unOg[[K]]-module de type fini.

C’est aussi équivalent a avdifome, (B°, O) de type fini surOg[[H]] pour unH comme
ci-dessus.

PROPOSITION 4.6.5. — Le G-Banach unitaireB (k) n’est pas admissible & > 2.

Démonstration. +ixons U comme avant; par le Lemme 4.6.4, il suffit de montrer que
Homo, (©(k)Y,0r) ~ O(k)Y n'est pas urOg[[K]]-module de type fini ou, ce qui revient au
méme par commensurabilité et le fait q¢ [[ K']] est noethérien, que €3z [[K]]-module notés
respectivemenif (H°, w*/2) dans [33] pout pair et HO(X, Oz (k)) dans [17] pouk impair ne
sont pas de type fini. Il suffit de voir que leur tensoriséParn’est pas urF g[[K]]-module de
type fini. Mais par [33], Proposition 29 po#krpair > 2 et [17], Théoréme 3.3 pourimpair, ces
F[[K]]-modules ont au moins un sous-quotient isomorph&iﬁqg Sy_mTFQE (a torsion pres
par un caractere) pour ure {0, ...,p— 1} (avec des notations évidentes : il s'agit des fonctions
a support quelconque). On laisse au lecteur le soin de vérifier qu'une telle représentation n’est
pas de type fini sSUF z[[K]]. O

5. Lien avec la théorie globde et résultats principaux
On utilise la théorie globale pour trouver des valeur£delles queB(k, £) # 0.
5.1. Histoires del-cocycles
PourE une extension quelconque @g,, faisons agiSL2(Q,) & gauche sur

Sym" B~ @ E-T'

0<i<k—2

par(g- P)(T) = (bT + d)* 2P(45E5) sig= (¢ ') € SLy(Q,) etP € Sym" *E2.

SoitT" C SL(Q,,) un sous-groupe discret &f o« {*4,7 €'} le sous-groupe d8L:(Q,)
des transposés de. Fixons£ € Q, et £, = Q,(£,/p) C Q,. La suite exacte courte —
Sym* 2 E2 @ e(det)~*=2 — O(k, £) % O(k) — 0 de la Proposition 3.2.2 donne lieu & un
homomorphisme (extrait de la suite exacte longue de cohomologie du groupe di§cret

60 HY('T,0(k)) — H*('T, Sym" 2E%).
Le but de ce paragraphe est le calcubdgProposition 5.1.5).

4€ SERIE— TOME 37 — 2004 N° 4



INVARIANT £ ET SERIE SPECIALEp-ADIQUE 601

Soit F' une fonctionrigide analytiquE - -rationnelle suf (qu’on peut voir comme un élément
de F € O(2)). Rappelons (voir e.g. [4]) qu'unatégrale de Colemaue F' relativement a la
déterminatiorlog,. du logarithmep-adique est une pnmmvé“ de F dansO(2 L) (définie a
addition d’'une constante pres). @i et Q- sont deux points de, F(Qg) F(Q1) ne dépend
donc pas de la primitive choisie et se ngﬁ% F(2)d=.

LEMME 5.1.1.—SoitF € H'(*T,O(k)) = O(k)'T etQ € Q, la fonction:

croF):T— SymkiQC;7
7Q

v yQF(z)(l +2T)F2dz = ki < / 2 F(2) dz) (k ; 2) T
Q = Q

=0

ne dépend d€ qu’aun cobord prés et définit urcocycle dang? ! (T, Symk*QCf)) notéc. (F).
Démonstration. ta preuve est classique et formelle, voir e.g. [31], §8.2.
On notec, I'applicationO (k)™ — H'(T,Sym*">C2), F i+ c.(F).
LEMME 5.1.2. —L'isomorphismeC,-linéaire :

Ak Symk_QCZQ, = Symk_QCf77
T — (=1)'TF 271 0<i<k—2,
vérifie A, (g P) ="tg~' - \e(P) o0 P(T) € Sym*>C2 etg € SL2(Qy).
La preuve du Lemme 5.1.2 est laissée au lecteur. On en déduit :
COROLLAIRE 5.1.3.-On a un isomorphisme€,-linéaire :
Wy, H (T, Sym*2C2) = H'(‘T, Sym* 2 C2),
(v = c() — (v=Ae(e(r™))-
Continuons avec un lemme calculatoire élémentaire :

LEMME 5.1.4.-Soit F € O(k, L) et g € SL2(Q,) ; alors pour toutz € Q, on a I'égalité
suivante dan§ym"~>C2 :

k=2 i k—2 e
(22) S PO T8, (Z(tg,F)@(z) (-2 )
=0 : —o |

u “(i)” en exposant signifie “dérivééieéme”.

Démonstration. Sig = (¢ Z) on vérifie que :

(T=g-2)' = g (T + 02T =)
donc:
k=2 g 2) k=2 pG) (. (T — 2)
z;m(g,@@ 92 _tg1,<z;fgczgd)i>(cT+d)ku<T . >>.
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En écrivani(cT +d)F 2~ = 35227 ez d)7 k=273 (F270) (T — 2)k=2-~  une réindexa-

)

ZF“ g-z) (T - g Z) = <Z<ZF (g-2)(cz+d)F =277t A, >(T;Z)Z

j=0 J

tion donne :

=0

il(k—2—j)!

OUA; ;= S5yt - OF une récurrence sudonne précisément :
- )!(i—J)

(tg- F)D(z) ZF (g-2)(cz+d)F 271970 A,

pour0 <i< k—2doulerésultat. O
ProOPOSITION 5.1.5.—On a:

-1
dp=——=U :
L=k oce
Démonstration. -Soit F € HO(*T',0(k)) = O(k)'" et F € O(k, L) tel ques(F) = F (cf.
Proposition 3.2.2) i.e*~) = F. Notonss , (F) la fonction :
T — Symk_zEz C Symk_QCg7
sty o F.
Soit@ € 2 ety € T, il suffit de montrer :
(23) 5 5(F)() + s Me(eca(F)r ™)) ="y - P o — P
L,F (k—2)! Q FQ TFQ
oucg g(F') est la fonction du Lemme 5.1.1 et Z @) (2 )M € Sym*~ 2CQ.

Si P(T') estun polynéme de degeék — 2, 0onal egallte blen connue:

ZP(l ZQ — ZQ)

Commet~y~1. F — F est un tel polynéme, on obtient :

5, #(F)(*y) = =*~- (W‘l F—F)
2 . : k— 2
=0 1=0
(24) (2—2“7'( 2F(”( o ) ZF” S Gl L)
1=0

Comme(k —2)! ¥ 2 FO) (2 )(T;Z)i est une primitive (en) de :
F()T —2)F 2 =X\, (F(2)(1+ 2T)52),
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ona (cf.le Lemme 5.1.1):

Tgeeal)n™) = 3 FOG s e
=0
k—2 .
(25) ~ N FO () % |
1=0

En additionnant (24) et (25) on obtient (23)0

Puisque), est défini surQ,, la Proposition 5.1.5 montre queg est en fait & valeurs dans
HY(T,Sym*2F2).

5.2. 1-cocycles et invariant

On garde les notations du paragraphe précédent. On exric@mme combinaison linéaire,
dépendant d&, desl-cocycles de Coleman et de Schneider [32], dont on rappelle la définition.

Soit cco1 def co le 1-cocycle du Lemme 5.1.1 correspondant a la valéus 0 (détermination
“d’lwasawa” du logarithme). On a..1(F) € H'(I',Sym"~2E2) pour toutF € O(k)'T.

Soitr: Q1 — |BT| la flecheSL»(Q,)-équivariante de réduction sur les sommets et les arétes
non-orientées de I'arbrB7 (voir e.g. [33] pour une définition explicite dg. Soit F'(z) une
fonction rigide analytique su®, a = [s, s’] une aréte orientée d&7 allant du sommet vers le
sommet adjacent et choisissons un isomorphisme analytique :

r i a)~{teC,|1/p<|t| <1}

de telle sorte que’ soit “limage” dest € C,, \ Q,, tels quejt| = 1/p (inversers et s’ revient a

remplacet par, e.9.p/t). On aF(z)|,-1(a) = D_,cz ant™ €t on définit :

resq (F(z)dz) =a_1.

C’est indépendant de I'ilsomorphisme analytique choisi préservant I'orientation.
Si s est un sommet dB7 etg € SL2(Q,), on note[s, g - s] 'ensemble des arétes orientées
permettant de joindreag - s.

LEMME 5.2.1.—SoitF € O(k)'T ets un sommet d&7, la fonction:
Cseh,s(F): T — Symk_QE%
s Z res, (F(2)(1+ 2T)* 2 d2)

a€ls,y-s]
k—2

= Z < Z resq (2" F(2) dz)) <k R 2> T
i=0 \a€[s,y-s] L

ne dépend de qu'a un cobord prés et définit ui-cocycle dansH*(T', Sym* 2 E%) noté
Csch(F)-

Démonstration. -ta preuve est une conséquence du Lemme 5.1.1 et de I'égalité (26) dans la
preuve de la proposition qui suit, mais peut bien sdr se vérifier directement.

On notec.q, I'applicationO (k)T — HY(T', Sym* 2 E2), F — ceen(F).
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ProOPOSITION 5.2.2. —On a:

CL = Ceol + ﬁcsch-

Démonstration. -Soit ' € O(k)'T et € Q tel quer(Q) est un sommetg de B7. Il suffit
de montrer pourtout € T":

(26) c2,Q(F)(7) = co,@(F)(7) = Lesen,so (F)(7)-

Vu les énonceés des Lemmes 5.1.1 et 5.2.1, il suffit de montrer glieest une fonction rigide
analytique E--rationnelle) suf, F- (resp.Fp) une primitive deF’ dansO(2, £) (resp.O(2,0))
etsiQ1, Q2 € Q2 sont tels que, « r(Q:), 1 € {1,2}, sont deux sommets adjacents, on a:

(Fe(2q.) — Fr(2q,)) — (Folzq.) — Fo(zq,)) = Lresys,, s0,1 (F(2) dz).

Soitg € Gtelquezg, =g-z1, zg, = g-22 0U|z1| = 1 et|z2]| = 1/p, quitte & faire le changement
de variablez — g - z, il suffit de montrer :

(27) (ﬁg(Zg) - ﬁg(zl)) - (ﬁO(ZQ) - ﬁo(zl)) = Lres, 1) (F(z) dz)

oua(l) est l'aréte “centralelzy, zo]. En écrivantF'(2)|,-1(4(1)) = >_,,cz an 2™, l& membre de
gauche de (27) vaut :

a—1((logz(22) —logy(z2)) — (log(21) —logy(21))) = a—1(Lval(z2) — Lval(z1))

=a_1(L-0)
= Lres, 1) (F(z) dz). |

Remarque5.2.3. — Dans [30], 84 se trouve une variante de la Proposition 5.2.2.

En rassemblant les Propositions 5.1.5 et 5.2.2, on obtient le résultat suivant :

COROLLAIRE 5.2.4.-0n a:

b = Ty ¥ © e+ L)
5.3. Formes modulaires et invariant’

On fixe un plongemer® — Q,, un entierN > 1 premier & et une extension fini& de Q,,
dansQ, contenant I'extension quadratique non ramifie€yg, /p), ainsi que toutes les valeurs
propres des opérateurs de Hedepour ¢ premier apN agissant sur les formes modulaires
paraboliques de poidssurTg(pN). On noteS,(T'y(pN)) le E-espace vectoriel de ces formes
dont le développement de Fourier est a coefficients dans

Soit f € Sk (To(pN)) (non nulle) telle queTy(f) = a¢f pour ({,pN) =1 aveca, € E.
D’aprés [13], Théoreme 6.1, il existe une unique représentation (absolument) irréductible :

p:Gal(Q/Q) — GLy(E)

non ramifiée en dehors ¢geV et telle que, st {pN :

tr p(Froby) = ay,
det p(Froby) = ¢k—1

ou Frob, est un Frobenius arithmétique rOn notep,, cﬁfpﬂGal(Q—/Q )-
P P
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THEOREME 5.3.1[23]. —Avec les notations précédentes, suppogomsuvelle erp. Alors il
existe un uniqué € E tel que, a torsion prés par un caractére quadratique non ramifié

pp =V (k,L).

Rappelons qué’ (k, £) est défini au §1.3. On notéry(f) %' _ £ avecL comme dans le
Théoréme 5.3.1.

Supposons maintenanf de la formeN = N"N* ou (N—,N*) =1, N~ est le produit
d’un nombre impair de nombres premiers distinctd/et est arbitraire (premier &N ). Soit B
l'algebre de quaternions s@ ramifié a I'infini et aux places divisan¥~ (ici B n'est pas un
Banach'!) ; choisissons un isomorphismeB ®q Q, — M2(Q,) (matrices2 x 2 a coefficients
dansQ,, deux tels isomorphismes sont conjugués par une matrice @anSoit R C B un
Z[1/p]-ordre d’Eichler de niveauV " (cf. [3], §1.1 ou [34], §II.5.A) etR les unités deR de
norme réduitd. On pose :

I E(RY) € SLy(Qy).
C’est un sous-groupe discret cocompacsie(Q,,).
Rappelons qu'une forme modulaire rigideé-rationnelle de poids: et niveaul' est une
fonction rigide analytiqués-rationnelleF’ sur(Q telle que :

F(y-2)=(cz+d)*F(z) w_(‘i Z)el“

c’est-a-dire, vu nos conventions, un élémentié)'". On notesS, (I") le E-espace vectoriel
O(k:)tF des formes rigides analytiqués-rationnelles de poids et niveaul’. Pour? premier,
¢4 pN, les opérateurs de Hecle, définis de la maniére usuelle a partir de I'action des doubles
classed’(| )T, agissent su ().

Notons Sy (To(pN))PN —1ouv Je sousE-espace vectoriel deS(To(Np)) des formes
nouvelles erp N . Le théoréme suivant est une cogsénce de la correspondance de Jacquet—
Langlands et du théoréme d’uniformisation des courbes de Shim@areeinik—Drinfeld :

THEOREME 5.3.2 (cf. [18], 85). — Il existe un isomorphismé-linéaire compatible aux
opérateursly, £1pN :

N~ —nouv
Sk(T) =~ S (To(pN))"
En particulierSy (T') = 0 si k est impair. Soitf € S(To(pN))PN —2°u vecteur propre des
T, pour £+ pN et soit F € Si(T") la forme rigide correspondant £ par le Théoréme 5.3.2
(déterminée a multiplication par un élémentidé pres).

THEOREME 5.3.3 ([32], 81). —Avec les notations précédentes, il existe un uni§@eF tel
que:

Ccol(F‘) = ﬁCSCh(F).

Rappelons que.. (F) et csn (F) sont définis au 85.2. On not&r( f) 44 £ avec comme
dans le Théoreme 5.3.3. Il est le méme pour toutes les formes profpes/enant” d’'une méme
forme propre nouvelle dar, (I (pN~N*')) ou N+ | N*+. A priori, L1 (f) pourrait dépendre
de la décompositio’V = N~ N, i.e. du choix deV~ vérifiant les conditions précédentes, mais
on a le résultat suivant :
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THEOREME 5.3.4 ([18], 86). -Soit f € Si(To(pN))PN —nouv alors:
Lrm(f)=Lr(f).

Si F € Si(T') est vecteur propre de®, pour ¢ {pN et si f € Sp(To(pN))PN —nouv
correspond & par le Théoréme 5.3.2, on note indifféremmé&af’) = L( f) la valeur commune
deEFM(f) = ET(f)

5.4. Les résultats principaux

On conserve les notations du §5.3. On étend tacitement les scalaifgsalg si £ € E.

LEMME 5.4.1. - SoitL € E.

(i) Sik > 2 (resp.k = 2), la surjections: O(k, L) — O(k) (Proposition3.2.2)induit une
injectionO(k, £)'T — O(k)'T (resp.0(2,£)'T /E — 0O(2)'T).

(i) Le sous-espace d@(k)'" image deO(k, L)' est stable sous I'action des opérateurs de
HeckeT; pour{tpN.

Démonstration. i) résulte de(Sym’“‘QEz)tP =0 pourk > 2 car il est bien connu qu’il n'y
a pas de formes modulaires rigides de poids négatif non nulles (voir e.g. [17], Théoréme 4.1(2)).
(ii) résulte du fait que I'action des opérateurs de Hecke passe par I'action du grof{ipedue
pare(det)*=2)/2 ici, cf. (11)) et que la surjection: O(k, £) — O(k) estG-équivariante. O

THEOREME 5.4.2. — Supposong > 2.
(i) SoitL e EetF c O(k)'" vecteur propre de$; pour/{ pN, alors F € O(k, £)'T si et
seulementsC(F) = —L.
(i) OnaO(k, L‘,)tF = 0 sauf pour un ensemble fini de(contenu dan).
(i) Lesinjectiong)(k,£)'T — O(k)'T induisent des isomorphismes

D Ok, £)T = O(k)'T = Sy (To(pN))"" ™
LEE

Démonstration. i) Par le (i) du Lemme 5.4.1 et la Proposition 3.2.2, on a une suite exacte :
0— Ok, £)'" — O(k)'T 25 H'('T, Sym* 2 E?)

ou d'apres le Corollaire 5.2.4 et le Théoreme 5.3.3;

1
(k—2)!

oc(F)=— (Uk(ceot(F)) + LU (csen(F)))

= —ﬁ (E(F) + ﬁ)\IJk (Csch(F))'

Mais csen: O(k)'T — HY(I, Sym*~2E2) est un isomorphisme (cf. par exemple [32], Théo-
reme 1 ou [30], Théoréme 3.9), donc :

FeOkL)T & 6:(F) =0 (L(F)+ L)y (cen(F)) =0 L(F) + L =0.

(ii) résulte de (i), du Théoréme 5.3.2 et du fait gdig(T'o(pN))PY —m°uv est de dimension
finie. (iii) Les opérateurd; pour/{pN se diagonalisent sur une base de formes (propres) de
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Si(Do(pN))PN ™ —nouv donc aussi de(k)' T = Si(T') par le Théoréme 5.3.2. Par le (ii) du
Lemme 5.4.1 et le (i), une base du sous-esfgade L)tF est donnée par les formes propres de
la base précédente dont I'invariant €stOn en déduit la décomposition (iii).0

Rem?rque5.4.3. —tLorsqué: =2, 0n aun énoncé analogue avébnéme 5.4.2 en remplagant
O(k,L) V' parO(2,£) ' /E.

Remarque5.4.4. — CommeH ! (*T",O(k)) = 0 pour toutk > 2 (voir par exemple [17],
Corollaire 2.2), on a en fait poudr> 2 une suite exacte :

0— Ok, L)T —0(k) " — H'('T,Sym*2E?) — H' (T, O(k, L)) —

CommeO (k)T et H!(*T", Sym*~2 E2) ont méme dimension sut (cela résulte du fait que,,

est un isomorphisme, voir preuve précédente), on en déduibgkel) T et H1('T', O(k, L))

ont aussi méme dimension. De plus, en utilisant les résultats de [18], 86 et ce qui précéde, on
peut montrer que la surjection dans la suite exacte ci-dessus induit des isomorphismes (méme
pourk =2):

HY('T,Sym*?E?) ~ @B H' ("I, O(k, £)).
LEE
LEMME 5.4.5. - Soit B un E-espace vectoriel de Banach Btun groupe compact agissant
sur B de sorte qued x B — B est continu. Alors, quitte a remplacer la norme Bepar une
norme équivalente, la boule unité deest stable paH.

Démonstration. -€Comme H est compact, son image daf®mg(B, B) (applicationsE-
linéaires continues) est équicontinue, donc bornée pour la n(quWe: SUP,e B\ {0} Ir Gl

[
([24], Proposition 6.1.2). Donc il existec |E*| tel que||h - v|| < ¢||v|| pour touth € H, v € B
et aussi, puisquél est un groupe;—!||v|| < ||k - v||. Si BY est la boule unité dé, on a donc
A€ E* tel que

A 1B c h(BY) c AB®

pourtouth € H, d'otA~*B® C N, M(B?) € AB°. On voit que), ; h(B°) peut étre utilisé
comme nouvelle boule unité stable gar O

LEMME 5.4.6.— Pour toutk > 2 et tout£, on a(O(k)")'T = O(k)'" et (O(k, £)*)'T =
Ok, L)'"

Démonstration. -On donne la preuve pow(k, L), I'autre cas étant similaire. Il suffit de
montrer O(k,£)'" < (O(k,£)?)'T, l'autre inclusion étant triviale. Rappelons queest le
sous-groupe d’'lwahori dé& et queU (1) désigne le recouvrement particulier @g, dansC,
deéfini au 84.1. On vérifie qué préservel)y ;) et définit par (15) une action sur le Banach
O(k,L)u) (83.2) tel quel x O(k, L)y — O(k, L)y est continu. Par le Lemme 5.4.5,
quitte a changer la norme de(k, £)y (1) par une norme équivalente, on peut supposerique
préserve la boule unité d@(k, £)y (1) Par ailleurs, le groupg étant cocompact, 'ensemble
IQ;\G/T est fini, représenté par les classegide. ., g, € G. Soit F' € O(k, L)tF ethe B~
tel que||(gi - AF)|ay, | <1 pourl <i<s. Toutg € G s'écrit g = hg;'y pour unh € IQ%,
unie {1,....s} etuny €. On all(g; - AF)|ay, | <1 d'ou [[(g:"y - AF)]ayq, [l <1
puisque’y - F = F d'ou |[(hgi'y - AF)|ay, || < 1 puisquel préserve la boule unité d’ou
(- AF)layq, | <1 pourtoutg € G d'oll F € O(k,£)*. O

Le cask = 2 étant déja fait (§84.5), on suppoke> 2 et on pose :
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A(k) cﬁf{—ﬁ(f), f forme propre nouvelle dafg(Tg(pN)) pour N

de la formeN~ Nt comme au §5.8C Q,,.

THEOREME 5.4.7. -Supposons > 2.

(i) Pour £ € A(k), on aO(k,L£)" # 0, de sorte queB(k, L) # 0 et que la représentation
Y (k, L) posséde un réseau stable far

(i) SoitL e Q,etL' € A(k),siB(k,L) = B(k,L') estunisomorphismg-linéaire continu
G-équivariant(ou E est une extension finie @@, contenantt; et E./), alors L = L’.

Démonstration. i) Via le Théoreme 5.3.2, cela se déduit du (i) du Théoréeme 5.4.2, du
Lemme 5.4.6 et des résultats du 84. (ii) Par hypothése et le (i) du Théoreme 5.4.2 (quitte
a agrandirE), il existe un sous-groupe de congruerice- SL2(Q,) et F € O(k,ﬁ’)tP
correspondant par le Théoréme 5.3.2 a une forfngropre et nouvelle dans§(Ty(pN))
pour un N convenable. Si un isomorphisme commiens I'énoncé existe, alors par dualité
on a un isomorphismé-linéaire G-équivarianty: O(k, £')> = O(k,£)® (cf. fin du §4.2),
d’ou, puisque l'action des opérateurs de Hecke passe par 'acticf, deme forme propre
W(F) € O(k,£)'T ayant mémes valeurs propres gliesur lesT, pour/{ pN. Par la théorie
d’Atkin—Lehner danss;, (I'o(pN)), la forme propre correspondant@F’) par le Théoreme 5.3.2
doit étre proportionnelle &, donc on a en particulief(y(F)) = L(F') ce qui entraine&€ = £’
par le (i) du Théoréme 5.4.2.0

Remarque5.4.8. — Poulk > 2 et £ € A(k), les réseaux dSym* 2 F2 @ St induits par les
boules unités deB(k, £), & savoir les résea(k, £)V N (Sym" ?E2 @ St) du §4.3nesont
pascommensurables entre eux quafdarie dansA (k) (utiliser le (i) de la Proposition 4.3.5
et le théoréme ci-dessus). En utilisant le Théoreme 5.4.2 et des arguments similaires a ceux de
la preuve précédente, on voit méme qu’ils ne vérifient aucune inclusion a commensurabilité prés
les uns dans les autres!!

Remarque5.4.9. — Il est problable que les BanaBtk, —L(f)), vus (pourk > 2) comme
complétions deSym*~?E? ® St, se réalisent dans la complétipradique duH' Betti des
(pro-)courbes modulaires associée au réseau de la cohomologie entiére (complétion considérée
dans [14] par exemple) : voir [8].
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