
Ann. Scient. Éc. Norm. Sup.,
4e série, t. 37, 2004, p. 415 à 448.

ue,

r
r la

e de la
complexe
r
odules

nected

e
joint
mplete

f
ted

crit
en
une
i

rie des
n

COHOMOLOGIE DES FIBRÉS EN DROITES SUR LES
COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFS

PAR ALEXIS TCHOUDJEM

RÉSUMÉ. – On s’intéresse aux compactifications équivariantes d’un groupe réductif quelconqG,
complexe et connexe, vu comme espace homogène pourG × G. Pour un revêtement finĩG de G, les
groupes de cohomologie des fibrés en droites sur ces compactifications sont naturellement desG̃ × G̃-
modules de dimension finie. On détermine, dans cet article, tous cesG̃ × G̃-modules en calculant leu
multiplicité selon chaquẽG × G̃-module simple. La formule obtenue est en particulier valable pou
compactification magnifique d’un groupe adjoint et généralise aussi la description bien connu
cohomologie des fibrés en droites sur les variétés toriques complètes. Notre méthode repose sur le
de Grothendieck–Cousin, qui, si� est l’algèbre de Lie deG, est un complexe de� × �-modules. Pou
analyser ces�× �-modules, on en donne des filtrations dont le gradué associé fait intervenir des « m
de Verma généralisés ».

 2004 Elsevier SAS

ABSTRACT. – We consider equivariant compactifications of some reductive complex and con
group,G, considered as an homogeneous space forG × G. For a finite coveringG̃ of G, the cohomology
groups of line bundles over those compactifications are naturally finite dimensionalG̃ × G̃-modules. We
determine, in this article, all thosẽG × G̃-modules by calculating theirmultiplicities along each simpl
G̃ × G̃-module. The achieved formula is in particular valid for the wonderful compactification of ad
groups and also generalizes the well known description of the cohomology of line bundles over co
toric varieties. Our method is based upon the Grothendieck–Cousin complex which, if� is the Lie algebra o
G, is a�× �-module complex. We analyse those�× �-modules by giving some filtrations in the associa
graduate of which, some “generalized Verma modules” occur.

 2004 Elsevier SAS

Introduction

Soit G un groupe réductif et connexe surC. Le célèbre théorème de Borel–Weil–Bott dé
très simplement la cohomologie des fibrés en droites sur lesG-variétés de drapeaux, au moy
des représentations irréductibles deG. Notre but est d’établir un résultat analogue pour
autre famille de variétés : les compactifications équivariantes du groupeG. Comme celui-c
est un espace homogène pour l’action, par multiplication à gauche et à droite, deG × G,
ces compactifications admettent une description combinatoire qui résulte de la théo
plongements des espaces homogènes sphériques (cf. [29]). On peutmême obtenir une descriptio
combinatoire des fibrés en droitesL sur une compactification équivarianteX .
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416 A. TCHOUDJEM

Nous exprimons ici les groupes de cohomologie deL sur X , en fonction de ces données
combinatoires. Pour un revêtement finiG̃ deG, tel queL estG̃× G̃-linéarisable,1 ces groupes
Hi(X,L) sont en fait desG̃ × G̃-modules (pour touti � 0). Notre théorème principal (2.1)
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donne leurs multiplicités selon chaquẽG × G̃-module simple. Ce résultat fait intervenir d
« objets toriques » et, pour y parvenir, j’utilise le complexe de Grothendieck–Cousin, tel qu’
été introduit notamment dans [25]. C’est uncomplexe fait de groupes de cohomologie à sup
dans lesB ×B− orbites deX (on noteB et B− deux sous-groupes de Borel opposés deG) et
dont l’homologie est exactement la cohomologieH∗(X,L).

Dans le contexte des variétés de drapeaux,le complexe correspondant permet de retrou
directement le théorème de Borel–Weil–Bott. Pour ce qui concerne les compactification
besoin d’analyser un peu plus les groupes de cohomologie à support qui apparaissent.� est
l’algèbre de Lie deG, ce sont des représentations de�×�. On en donnera des filtrations avec d
gradués associés plus familiers, en se servant de la structure de la compactification. Ce
pour calculer les multiplicités cherchées.

Auparavant (cf. la proposition 4.7), ces filtrations aurontmis en lumière l’utilité de considére
G dans une compactification, pour préciser la structure de certains�×�-modules intéressants d
point de vue de la théorie des représentations, comme, par exemple, les groupes de coho
deG à support dans les doubles classesBwB−.

LorsqueG est un tore, les compactifications sont les variétés toriques complètes ; dans
les groupes de cohomologie des fibrés en droites ont été déterminés par Demazure (cf. [14]).
Notre résultat est aussi une généralisation de ce théorème de Demazure.

D’autre part, lorsqueG est semi-simple adjoint, une compactification particulière deG est sa
compactification magnifique construite par De Concini et Procesi. Pour cette compactifi
notre résultat a été démontré par la même méthode, de manière indépendante par S.cf.
[24]), et aussi annoncé dans [33].

Notations

Ici G sera un groupe réductif et connexe surC, d’algèbre de Lie�. On choisiraB un de
ses sous-groupes de Borel etT un tore maximal deB ; on appelleraB− le sous-groupe de Bore
opposé àB, relativement àT (i.e. tel queB−∩B = T ). SoientΦ etW le système de racines et
groupe de Weyl de(G,T ). On noteraΦ+ l’ensemble des racines positives,Φ− celui des racine
négatives,ρ la demi-somme des racines positives, et, siw ∈ W , w ∗λ := w(λ+ ρ)− ρ pour tout
caractèreλ deT . Soient∆ la base deΦ définie parB, l la fonction longueur correspondante s
W etw0 l’élément le plus long deW . Le rang deG, c’est-à-dire le cardinal de∆, sera notér.

Les variétés considérées dans ce texte seront des variétés algébriques surC.

1. Rappels sur les compactifications de groupes

Après la définition générale des compatifications de groupes,on s’intéressera surtout au
compactifications régulières. On rappelle cette notion en 1.2 et aussi les données combi
qui caractérisent les faisceaux inversibles sur ces variétés.

1.1. Définition générale

On appelle compactification(équivariante) deG toute variété complète, normale qui contie
G comme ouvert et où l’action par multiplication à gauche et à droite deG × G sur G se
prolonge.

1 Un tel revêtement existe toujourscf. [26, remarque p. 67].
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COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFS 417

Par exemple, siG = SL(2,C) et siM(2,C) est l’espace des matrices d’ordre2, la quadrique
deP4 : { ( )

2
}

if
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tations
Q := [M : t] ∈ P M(2,C)×C : detM = t

est munie d’une action deG×G définie par :

G×G×Q−→Q,(
g0, g1, [M : t]

)
�−→ [g0Mg−1

1 : t].

Pour cette action et pour l’inclusion :

G−→Q,

M �−→ [M : 1],

Q est une compactification lisse deG.
Voici un autre exemple : siG = PGL(2,C) = SL(2,C)/{±Id}, alors l’espace project

P(M(2,C)) est une compactification lisse deG.
D’après [3], dans une compactification du groupeG, tout point fixé par le tore maximalT ×T

appartient à une orbite fermée deG × G. Nous verrons plus loin (cf. la partie 4.3) que c’es
un avantage, par rapport aux compactifications d’autres espaces homogènes sphériques,
déterminer la cohomologie des fibrés en droites.

1.2. Compactifications régulières

La notion de variété régulière a été introduite par Bifet, De Concini et Procesi dans [cf.
aussi [3, §1.4] et [7] :

DÉFINITION 1. – On dit qu’une variétéX , munie d’une action deG est régulière si les
conditions suivantes sont vérifiées :

1. X est lisse et a uneG-orbite ouverte et denseX0
G dont le complémentaire est un diviseu

croisements normaux. On appelleradiviseurs limitrophesles composantes irréductibles
X −X0

G.
2. Chaque adhérence deG-orbite est l’intersection transverse des diviseurs limitrophes q

contiennent.
3. Si x ∈ X , alors sur l’espace normal àG · x dansX , le groupe d’isotropie dex agit avec

une orbite dense.

DÉFINITION 2. – Les compactifications régulières deG sont les compactifications (équiv
riantes)X deG qui sont régulières commeG×G-variétés.

Exemples. –
– Les variétés toriques complètes lisses sont les compactifications régulières des tore
– La compactificationQ de 1.1 est une compactification régulière.
– Pour un groupe adjointG (i.e. de centre trivial), De Concini et Procesi ont construitcf.

[13]) une compactification lisse, « canonique », ou « magnifique »,G, de G ; on peut
la définir comme l’unique compactification régulière deG avec une seuleG × G-orbite
fermée. L’espace projectifP(M(2,C)) est, par exemple, la compactification magnifique
PGL(2,C).

Jusquà la finX sera une compactification régulière deG.
Avant d’énoncer le théorème principal sur les groupes de cohomologie, fixons les no

qui concernentX :
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418 A. TCHOUDJEM

1.2.1. Caractérisation combinatoire de la compactification
On fait d’abord appel à deux réseaux en dualité : le réseauX des caractères deT et celui,Y ,

des sous-groupes à un paramètre deT . On poseraXR := X ⊗R etYR := Y ⊗R. On notera :

n

s de
r

t-à-
de

ion

bles
Z Z

〈 , 〉 :XR ×YR → R

le crochet de dualité usuel.
Soit :

C+ :=
{
ν ∈ YR: ∀α ∈ ∆, 〈α, ν〉 � 0

}
l’adhérence de la chambre de Weyl positive.

On va définir une subdivision deC+ associée àX.
Pour cela, soitT l’adhérence deT dansX. SurG, la restriction de l’action deG × G à la

diagonale deT , diag(T ), est donnée par :

∀g ∈ G, ∀t ∈ T, (t, t).g = tgt−1.

Elle se prolonge àX. La variété des points fixés par le tore diagonaldiag(T ) est lisse (cf. [22,
prop. 1.3]) etT en est une composante irréductible. Pour l’action deT à gauche (i.e. pour l’actio
de T × {1}), T est donc une variété torique complète lisse ; on noteE l’éventail associé àT .
CommeT est complète,E est une subdivision deYR (i.e. :

⋃
σ∈E σ = YR) et commeT est

invariant par l’action de la diagonale du groupe de Weyl :

diag(W ) :=
{
(w,w): w ∈ W

}
,

E est aussiW -invariant. Il résulte de [3, prop. A2] queE = WE+ où E+ est la subdivision de
C+ formée des cônes deE contenus dansC+. De manière analogue au cas torique, les cône
l’éventailE+ paramètrent des orbites : lesG × G-orbites deX (cf. encore [3, prop. A2]). Pou
tout σ ∈ E+, on désigne parzσ le point-base correspondant dansT et parOσ saG× G-orbite.
On dira quezσ est le point-base de l’orbiteOσ. Parfois on noterazOσ le pointzσ.

LesG × G-orbites fermées deX correspondent aux cônes deE+ de dimension maximaler.
Lorsqueσ est un tel cône,zσ a pour groupe d’isotropieB− ×B ; d’où :

(G×G) · zσ 
 G/B− ×G/B

(cf. [3, prop. A1 ii)]).

Remarque. – Réciproquement, toute subdivision deC+ dont tous les cônes sont lisses (c’es
dire engendrés par un début de base du réseauY) correspond à une compactification régulière
G. Par exemple, la subdivision triviale formée deC+ et de ses faces définit la compactificat
magnifique deG (si G est adjoint).

On va maintenant préciser les « objets toriques » correspondant aux faisceaux inversi
surX.

1.2.2. Caractérisation combinatoire des faisceaux inversibles
On choisit au préalable une isogénier : G̃→ G telle quePic(G̃) = {0} (cf. [23] ou [26, prop.

4.6]). Tous les faisceaux inversibles surX sont alorsG̃× G̃-linéarisables.
On noteraB̃, B̃−, T̃ , X̃ , Ỹ les ensembles correspondants àB, B−, T , X , Y pourG̃.
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COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFS 419

Grâce à la paramétrisation des fibrés en droites sur les variétés sphériques de [1, Section 2.2],
on obtient2 celle des fibrés en droites surX par lesfonctions linéaires par morceaux surC+,
adaptées à la subdivisionE+. Il s’agit des applicationsh :C+ → R telles que pour tout côneσ

u
rès

ite,

t

des

ur

upe
ons

s

s et les
deE+ et toutn ∈ σ, h(n) = 〈hσ, n〉, pour un certainhσ ∈XR.

THÉORÈME 1.1 [1, §2.2]. – Étant donnée une fonction linéaire par morceauxh :C+ → R

à valeurs entières sur̃Y ∩ C+ et adaptée à l’éventailE+, il existe un faisceauL, inversible et
G̃× G̃-linéarisé surX, tel que, pour toute orbite ferméeOσ (σ cône maximal deE+), le groupe
B̃− × B̃ opère avec le caractère(hσ,−hσ) dans la fibreL|zσ .

À isomorphisme de faisceaux̃G × G̃-linéarisés surX près,L est unique et on le note: Lh.
On obtient ainsi, à isomorphisme de�X-modules près, tous les faisceaux inversibles surX.

On conservera cette notationLh pour le faisceau inversible et̃G × G̃-linéarisé surX
correspondant à la fonction linéaire par morceauxh.

Remarque. – D’après [27, lemme 2.2], deux linéarisations (pourG̃× G̃) d’un même faiscea
inversibleL surX diffèrent d’un caractère dẽG × G̃. En conséquence, c’est à translation p
par un caractère dẽG que le faisceauL définit la fonctionh.

2. Description de la cohomologie des faisceaux inversibles sur une compactification de
groupe

En premier lieu, on énonce le théorème principal pour une compactification régulière. Ensu
on en donnera une version dans le cas particulier des compactifications magnifiques.

Remarque. – Si X est une compactification équivariante quelconque deG (i.e. seulemen
normale), alors, d’après [2], il existe une compactification régulièreX̃ de G et un morphisme
propre et birationnelπ : X̃→X tel que :

1) π∗�X̃ = �X , 2) ∀i > 0, Riπ∗�X̃ = 0.

En particulier, pour tout faisceau inversibleL surX , on a :Hi(X,L) = Hi(X̃, π∗L) pour tout
i. Notre théorème 2.1 est donc valable, en toute généralité, pour les groupes de cohomologie
fibrés en droites sur les compactifications équivariantes deG.

2.1. Cas régulier

Soit h une fonction linéaire par morceaux surC+, adaptée àE+ et à valeurs entières s
Ỹ ∩ C+.

Les groupes de cohomologieHi(X,Lh) sont des modules de dimension finie sous le gro
G̃× G̃. Ils se décomposent donc en somme directe de représentations irréductibles. NotX+

(respectivement̃X+) l’ensemble des caractères dominants deX (respectivement dẽX ). Pour
chaqueµ ∈ X̃+, soitL(µ) le G̃-module simple de plus haut poidsµ. 3 Les seuls modules simple
apparaissant dans la décomposition des groupes de cohomologieHi(X,Lh) sont les

End
(
L(µ)

)
= L(µ)⊗L(−w0µ), µ ∈ X̃+.

2 On utilise en particulier queX admet un recouvrement par des ouverts isomorphes à des espaces affine
trivialisations des fibrés en droites restreints à ces ouverts.

3 Plus généralement pour chaqueµ ∈X+, soitL(µ) le �-module simple de plus haut poidsµ.
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420 A. TCHOUDJEM

Nous allons exprimer leurs multiplicités au moyen des ensembles :

V (h,λ) :=
{
n ∈ C+: 〈λ,n〉 − h(n) > 0

}

oùλ ∈ XR. Pour abréger, on noteh +X l’ensemble des caractèresµ ∈ XR tels queµ− hσ ∈ X
pour tout cône maximalσ deE+. On pose aussi

Jt :=
{
α ∈ ∆: t−1(α) < 0

}
et, pour chaqueα ∈ ∆,

α⊥ :=
{
n ∈ C+: 〈α,n〉= 0

}
.

On utilisera la notationH∗( , ) pour les groupes de cohomologie relative de parties deYR à
valeurs dansR (cf. par exemple [32, cha. 5, sec. 4, ex. 5]).

Cela étant posé :

THÉORÈME 2.1. – On a un isomorphisme dẽG× G̃-modules:

Hi(X,Lh) 

⊕

µ∈X̃+

mi
h(µ)End

(
L(µ)

)
où pour tout poids entier dominantµ et tout entieri, la multiplicitémi

h(µ) est égale à:

∑
t∈W\{1}

dimHi−2l(t)−1

(
V (h, t ∗ µ), V (h, t ∗ µ) ∩

⋃
α∈Jt

α⊥
)

+ dimHi
(
C+, V (h,µ)

)
si µ ∈ h +X etmi

h(µ) = 0 sinon.

Afin d’illustrer cette formule compliquée, voici quelques remarques et exemples :
1. Avec un G̃ choisi de sorte que pour toutµ ∈ X̃ et pour toute coracineα∨, on ait :

〈µ,α∨〉 ∈ Z, la conditionµ ∈ h +X s’écrit :

∀n ∈ Y ∩ C+, 〈µ,n〉 − h(n) ∈ Z.

2. LorsqueG = T , on a dans ce cas :

W = {1}, ∆ = ∅ et C+ =YR.

On retrouve le résultat de Demazure (cf. par exemple [30, th. 2.6]) :

mi
h(µ) = dimHi

(
YR, V (h,µ)

)
.

Toutefois, ce résultat est en fait utilisé dans la démonstration (cf. la section 5.4).
3. Lorsquei = 0, on obtient tout de suite :

m0
h(µ) =

{
1 si pour tout n ∈ C+, 〈µ, n〉 � h(n) et si µ ∈ h +X ,

0 sinon.

C’est un résultat déjà connu (cf. par exemple [8, th. du §3.4]).
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sur

t

de
Fig. 1. L’éventailE+.

4. Soit X(E+) la variété torique associée à l’éventailE+. C’est un ouvert deT et, lorsque
i = 0,1, ou2, on obtient :

mi
h(µ) = dim

(
Hi

(
X(E+),Lh

))
µ

la dimension de l’espace propre associé au caractèreµ.
5. On va maintenant voir un exemple de calcul où l’on trouve une multiplicité> 1. Lorsque

G = PGL(3,C), et G̃ = SL(3,C), les groupes de cohomologie des fibrés en droites
la compactification magnifiqueG sont des représentations deSL(3,C) × SL(3,C) sans
multiplicité (c’est-à-dire que leurs multiplicités sont0 ou 1), cf. la remarque 4. Ce n’es
plus le cas pour les compactifications générales du même groupe.
Soientα,β les éléments de la base∆. On note{ω∨

α , ω∨
β } la base duale de{α,β} dansY .

SoitX l’éclaté de la compactification magnifique deG le long de son uniqueG×G-orbite
fermée. C’est aussi la compactification régulière deG associée à la subdivision suivante
la chambre de Weyl positive :

C+ = σα
⋃

σβ ,

où :

σα := R+ω∨
α + R+(ω∨

α + ω∨
β )

et :

σβ := R+(ω∨
α + ω∨

β ) + R+ω∨
β .

Soit h la fonction définie par :

h(n) =

{
〈β − 2α,n〉 si n ∈ σα,

〈α− 2β,n〉 si n ∈ σβ

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



422 A. TCHOUDJEM

(il n’y a pas d’ambiguïté). NotonsLh le faisceau inversible correspondant surX.
On va montrer que la multiplicité de la représentation trivialeEnd(L(0)) dansH3(X,Lh)
vaut2.

t
e

On remarque d’abord que le caractère0 ∈ h +X . Ensuite, puisque sit ∈ W :

3− 2l(t)− 1 � 0 ⇔ l(t) � 1,

on a d’après le même théorème :

m3
h(0) =

∑
t∈{sα,sβ}

dimH0

(
V (h, t ∗ 0), V (h, t ∗ 0)∩

⋃
δ∈Jt

δ⊥
)

+ dimH3
(
C+, V (h,0)

)
.

Or, d’une part :

V (h,0) =
{
n ∈ C+: h(n) < 0

}
=

{
nαω∨

α + nβω∨
β : (nα, nβ) ∈ R

2
+ \

{
(0,0)

}}
donc :H3(C+, V (h,0)) = {0}.
D’autre part, on montre que :

V (h, sα ∗ 0) =
{
n ∈ C+: −〈α,n〉 − h(n) > 0

}
=

{
nαω∨

α + nβω∨
β : (nα, nβ) ∈ R

2
+ \

{
(x,x): x � 0

}}
et :

V (h, sα ∗ 0)∩ α⊥ = R
∗
+ωβ.

D’où :

H0
(
V (h, sα ∗ 0), V (h, sα ∗ 0)∩ α⊥)

= H0
(
R+ ×R

∗
+,{0}×R

∗
+

)
⊕H0(R∗

+ ×R+,∅) = R.

On montre de même, que :

V (h, sβ ∗ 0) =
{
nαω∨

α + nβω∨
β : (nα, nβ) ∈ R

2
+ \

{
(x,x): x � 0

}}
et que :

V (h, sβ ∗ 0)∩ β⊥ = R
∗
+ωα.

Donc :H0(V (h, sβ ∗ 0), V (h, sβ ∗ 0)∩ β⊥) = R.
On a ainsi :m3

h(0) = 2. �
2.2. Cas de la compactification magnifique

Soit Gad le groupe adjoint deG (le quotient deG par son centre) etGad sa compactification
magnifique (cf. la section 1.2). On peut prendre pour̃Gad le revêtement universel deGad . Les
faisceaux inversibles surGad sont alors simplement donnés par un poids entierλ ∈ X̃ . Soit z
l’unique point fixe deGad pourB− ×B et pour chaqueλ ∈ X̃ , soitLλ le faisceau inversible e
G̃ad × G̃ad -linéarisé surGad tel que le groupẽB− × B̃ opère dans la fibreL|z avec le caractèr
(λ,−λ).
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On note aussiQ :=
∑

α∈∆ Zα le réseau radiciel et pour chaquet ∈ W ,{∑
−1

}

e suite.

e,
Qt :=
α∈∆

γαα ∈ Q: γα > 0 ⇔ t (α) < 0 .

On a :

THÉORÈME 2.2. – CommeG̃ad × G̃ad -modules, pour touti � 0 :

Hi(Gad ,Lλ) =
⊕

µ∈X̃+

mi
λ(µ)End

(
L(µ)

)
avec chaque multiplicitémi

λ(µ) valant le nombre det ∈ W tels qu’à la fois2l(t) + |Jt| = i et
t ∗ µ ∈ λ + Qt.

Ce théorème 2.2 est un cas particulier du théorème 2.1 comme nous allons le voir tout d
On remarque d’abord que, dans ce cas,h est simplement un caractèreλ deX̃ . Soitµ ∈ X̃+. On
a alors :

V (λ,µ) =
{
n ∈ C+: 〈µ,n〉 − 〈λ,n〉 > 0

}
.

La conditionµ ∈ h +X du théorème signifie queµ− λ ∈X .
On fixe ensuiteν ∈ X . Soit V := {n ∈ C+: 〈ν,n〉 > 0}. On va montrer (et cela suffira) qu

pour toutj � 0 et toutt ∈ W \ {1} :

Hj

(
V,V ∩

⋃
α∈Jt

α⊥
)

= R si j = |Jt| − 1 et si ν ∈Qt

et queHj(V,V ∩
⋃

α∈Jt
α⊥) = {0} dans tous les autres cas.

Comme cela est vrai lorsqueV = ∅, on va maintenant supposer queV n’est pas vide.
PuisqueV est convexe, on a, pour toutj :

Hj

(
V,V ∩

⋃
α∈Jt

α⊥
)

= H̃j−1

(
V ∩

⋃
α∈Jt

α⊥
)

où H̃∗( ) désigne la cohomologie réduite (cf. par exemple [32, chap. 5, sec. 4, §2]).
Par l’intermédiaire de la base duale{ω∨

α : α ∈ ∆} de∆ dansY , on identifieC+ avecR∆
+ et

on définit une fonction :

p :


C+ −→

⊕
δ∈Jt

R+ω∨
δ 
 R

Jt
+ ,

n =
∑
δ∈∆

nδω
∨
δ �−→

∑
δ∈Jt

nδω
∨
δ .

Cette applicationp est continue et on s’aperçoit que, restreinte àV ∩
⋃

α∈Jt
α⊥, ses fibres

sont convexes :

∀n0 ∈ R
Jt
+ ,

{
n ∈ V ∩

⋃
α∈Jt

α⊥: p(n) = n0

}
= ∅

ou
{
n = n1 + n0: n1 ∈ R

∆\Jt

+ et 〈ν,n1〉 > −〈ν,n0〉
}
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(on a identifié
⊕

α∈∆\Jt
R+ω∨

δ avecR
∆\Jt

+ ). On en déduit grâce à une suite spectrale de Leray
(cf. [19, chap. II, théorème 4.17.1]) que :( ) ( ( ))
H̃j−1 V ∩
⋃

α∈Jt

α⊥ = H̃j−1 p V ∩
⋃

α∈Jt

α⊥

pour toutj.
Mais, si on note∂R

Jt
+ le bord deRJt

+ , les égalités suivantes sont vérifiées :

p

(
V ∩

⋃
α∈Jt

α⊥
)

=
{

n ∈ R
Jt
+ ∩

⋃
α∈Jt

α⊥: ∃n1 ∈ R
∆\Jt

+ , 〈ν,n〉+ 〈ν,n1〉 > 0
}

= R
Jt
+ ∩

( ⋃
α∈Jt

α⊥ \
{

n ∈ R
Jt
+ ∩

⋃
α∈Jt

α⊥: 〈ν,n〉� − sup
n1∈R

∆\Jt
+

〈ν,n1〉
})

= ∂R
Jt
+ ou ∂R

Jt
+ \

{
n ∈ ∂R

Jt
+ : 〈ν,n〉� 0

}
.

Doncp(V ∩
⋃

α∈Jt
α⊥) est un espace contractile sauf s’il est de la forme :

(�) ∂R
Jt
+ \ {0}.

Dans ce cas,p(V ∩
⋃

α∈Jt
α⊥) est homéomorphe àR|Jt|−1 \ {0} et :

H̃j−1

(
V ∩

⋃
α∈Jt

α⊥
)

=

{
0 si j − 1 �= |Jt| − 2,

R si j − 1 = |Jt| − 2

(cf. par exemple [32, chap. 4, théorème 6]).
On est dans cette situation(�) si et seulement si :{

n ∈ ∂R
Jt
+ : 〈ν,n〉� 0

}
= {0}

et on vérifie que c’est équivalent à :ν ∈ Qt.
Finalement, pour toutt ∈W \ {1}, tout i � 0 et tousλ,µ, on retrouve que :

Hi−2l(t)−1

(
V (λ, t ∗ µ), V (λ, t ∗ µ)∩

⋃
α∈Jt

α⊥
)

= R

si i = 2l(t) + |Jt| et t ∗ µ ∈ λ + Qt et que dans tous les autres cas :

Hi−2l(t)−1

(
V (λ, t ∗ µ), V (λ, t ∗ µ)∩

⋃
α∈Jt

α⊥
)

= {0}. �

Remarques et exemples. –
1. Pour tout poids entier dominantµ et tout faisceau inversibleL surGad , la multiplicité du

G̃× G̃-module ⊕
i�0

Hi(Gad ,L)

selonEnd(L(µ)) est majorée par l’ordre deW .
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2. Quel que soit le poids entier dominantµ, l’ensemble des degrési en lesquelsHi(Gad ,L)
a une multiplicité non nulle selonEnd(L(µ)), pour au moins un faisceau inversibleL est
exactement :

t

s

{
2l(t) + |Jt|: t ∈ W

}
.

On en déduit, par exemple, que sii = 1,2, ou4, alors :

Hi(Gad ,Lλ) = {0}

pour tout groupeG et tout caractèreλ.
3. Soit{ωα: α ∈ ∆} la base des poids fondamentaux. Posons pour toute partieJ de∆ :

PJ :=
{∑

α∈∆

pαωα: ∀α, pα ∈ Z et [pα < −1⇔ α ∈ J ]
}

,

QJ :=
{∑

α∈∆

qαα: ∀α, qα ∈ Z et [qα > 0 ⇔ α ∈ J ]
}

.

Avec ces notations, siµ est dominant, la bijectionw �→ w ∗ µ deW surW ∗ µ induit une
bijection :

{t ∈ W : t ∗ µ ∈ λ + Qt} ∼→
⋃

J⊆∆

{
ν ∈ W ∗ µ∩ (λ + QJ) ∩PJ

}
.

Si ν est un poids entier tel queν + ρ est régulier, alors on noteν+ l’unique poids dominan
deW ∗ ν. On déduit de la bijection ci-dessus que l’ensemble des poids entiersν tels que
End(L(ν+)) apparaisse dans la décomposition de la représentation :⊕

i�0

Hi(Gad ,Lλ)

est exactement l’ensemble : ⋃
J⊆∆

(λ + QJ)∩ PJ .

4. On obtient aussi que, pour tous les groupes adjointsG de rang2, les multiplicitésmi
λ(µ)

sont0 ou1.
En effet, soit∆ := {α,β} ; soientw1,w2 ∈ W vérifiant :{

wj ∗ µ ∈ λ + Qwj ,

2l(wj) + |Jwj |= i

pour j = 1, 2 et un0 < i < dimG (si i = 0 ou dimG, on sait déjà que les multiplicité
mi

λ(µ) sont0 ou1).
On a alorsJwj = {α} ou {β}. Si Jw1 = Jw2 , alors l(w1) = l(w2). On vérifie que cela
entraîne :w1 = w2.
Si Jw1 �= Jw2 , alors on a :

λ + Q{α} ∩ P{α} �= ∅ et λ + Q{β} ∩P{β} �= ∅.

Mais cela est impossible pour chacun des systèmesA1 ×A1,A2,B2,G2.
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5. On déduit aussi de la formule du théorème 2.2 que pour toutG et tout caractèreλ∈ X̃ , les
représentationsH3(Gad ,Lλ) sont sans multiplicité. En effet, on a :

,

e

.
ppeler la
ux-

mologie
t aussi
s de

ours
l des
es
d’abord
sque des

ion
2l(w) + |Jw|= 3 ⇔ ∃α ∈ ∆, w = sα.

De plus, siµ ∈ X̃+, λ ∈ X̃ etα,β ∈ ∆, alors :

sα ∗ µ ∈ λ + Qsα et sβ ∗ µ ∈ λ + Qsβ
⇒ sα ∗ µ− sβ ∗ µ ∈Qα −Qβ .(∗∗)

Mais comme :

sα ∗ µ− sβ ∗ µ = −(〈µ,α∨〉+ 1)︸ ︷︷ ︸
<0

α + (〈µ,β∨〉+ 1)︸ ︷︷ ︸
>0

β

et puisque :

Qα −Qβ ⊆ Z>0α−Z>0β + Z
(
∆ \ {α,β}

)
,

il faut queα = β pour que la condition(∗∗) soit vérifiée.
6. Les multiplicitésmi

λ(µ) peuvent néanmoins être différentes de0 ou 1 : si par exemple
G = PSO(8,C) (c’est le typeD4), on peut montrer à l’aide de 3. que pouri = 5 :

∀µ ∈ X̃+, ∃λ ∈ X̃ , m5
λ(µ) = 3.

7. Contrairement au cas du théorème de Borel–Weil–Bott, il peut arriver quemi
λ(µ) > 0 pour

plus d’un degréi (λ et µ étant fixés). Par exemple, lorsqueG est le groupe adjoint de typ
F4, on obtient grâce au théorème 2.2qu’il existe une infinité de caractèresλ ∈ X̃ tels que
m10

λ (0) > 0 etm11
λ (0) > 0.

Maintenant, on va démontrer le théorème 2.1.
On aura besoin de�, l’algèbre de Lie deG. On notera aussiU(�) son algèbre enveloppante
On procède en trois grandes étapes. On commencera dans la section qui suit par ra

définition des groupes de cohomologie à support et le complexe de Grothendieck–Cousin, ce
là apparaissant dans celui-ci. Dans le contexte du fibré en droitesLh sur la compactificationX,
ce complexe a un double intérêt. Non seulement son homologie est exactement la coho
H∗(X,Lh), mais ses termes, qui sont des groupes de cohomologie à support, son
des représentations de� × � dont on peut décrire précisément les sous-quotients simple
dimension finie, avec leurs multiplicités.On va étudier ces groupes de cohomologie au c
de la deuxième étape. Pour cela, on ne perdra rien en se plaçant dans le cadre plus généra
variétés régulières. Grâce à cette étude, on pourra en la dernière étape éliminer la plupart d
termes du complexe de Grothendieck–Cousin. Pour ceux qui resteront, on se ramènera
à la détermination de groupes de cohomologie à support dans des variétés qui sont « pre
espaces affines ». Enfin pour conclure, on réduira tout à un calcul dans le contexte torique.

3. Cohomologie à support

Avec la définition des groupes de cohomologie àsupport, on redonne un résultat d’annulat
qu’on utilisera souvent.
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3.1. Définition et théorème d’annulation

SoientX un espace topologique etZ2 ⊆ Z1 ⊆ X deux fermés deX . SoitF un faiseau abélien

(ou

rifiée
surX .

DÉFINITION 3. – On noteΓZ1/Z2(F) le quotient de groupes abéliens :{
σ ∈ F(X): σ |X\Z1= 0

}
/
{
σ ∈ F(X): σ |X\Z2= 0

}
.

On appelle alors «i-ème groupe de cohomologie deF à support dansZ1/Z2 », et on note
Hi

Z1/Z2
(F), le i-ème groupe dérivé à droite du foncteur :

F �→ ΓZ1/Z2(F) .

Si Z est seulement localement fermé dansX , on définit :Hi
Z(F) := Hi

Z/Z\Z
(F).

Cette notion généralise celle de cohomologie « tout court », en effet :Hi
X(F) = Hi(X,F).

À l’opposé, pour touti : Hi
∅(F) = Hi

Z/Z (F) = {0}.

On définit également, pour touti, le i-ème groupe de cohomologie localeHi
Z1/Z2

(F) : c’est
le faisceau associé au préfaisceau :

U �→Hi
Z1∩U/Z2∩U (F|U ).

Dans le contexte des variétés on a :

THÉORÈME 3.1. – SoitX une variété lisse et irréductible,Z une sous-variété affine deX ,
lisse et irréductible. Alors, pour tout faisceauF cohérent et localement libre surX , on a:

∀i �= codim(Z,X), Hi
Z(F) = {0}.

Démonstration. – D’une part, puisqueZ est une sous-variété affine, d’après [25, th. 9.5 d)]
cf. [34, annexe A1]), pour touti :

Hi
Z(F) = Γ

(
X,Hi

Z(F)
)

.

D’autre part, comme le faisceauF est localement libre et commeZ etX sont lisses, on a :

∀i �= codim(Z,X), Hi
Z(F) = 0

(cf. [18, th. 3.8] et [17, exp. III, lem. III.2]). �
Remarque. – La condition « sous-variété affine, lisse et irréductible » est par exemple vé

par lesB-orbites deX , pour un groupe connexe et résolubleB qui opère surX .

Rappelons aussi que pour uneG-variétéX , pour une sous-variété quelconqueZ deX et pour
un faisceaũG-linéarisé surX , G. Kempf a montré que les groupes de cohomologieHi

Z(F) sont
naturellement des�-modules (cf. [25, 11.1, 11.3, 11.6]).

3.2. Théorème de Grothendieck–Cousin

Ce théorème met en lumière le rôle de la cohomologie à support.
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THÉORÈME 3.2 [25, th. 8.7 (b)]. –4 Soit X un espace topologique. SoitX ⊇ Z0 ⊇ Z1 ⊇
· · · ⊇ Zn ⊇ Zn+1 = ∅ une filtration deX par des sous-espaces fermés.

(a) Pour tout faisceauF abélien surX , on a un complexe, le« complexe de Grothendieck–

es :

e

e

s

Cousin » :

0 → H0
Z0/Z1

(F) d0

→ H1
Z1/Z2

(F) d1

→ · · · dn−1

→ Hn
Zn

(F)→0.

(b) Si de plus la condition suivante est vérifiée:

∀p,∀q �= 0, Hp+q
Zp/Zp+1

(F) = {0} (�),

alors pour touti � 0, Hi
Z0

(X,F) est lei-ème groupe d’homologie du complexe:

0 →H0
Z0/Z1

(F) d0

→H1
Z1/Z2

(F) d1

→ · · · dn−1

→ Hn
Zn

(F) dn

→ 0.

D’après le théorème 3.1, la condition(�) est vérifiée quand les trois suivantes sont rempli
– X est une variété algébrique lisse et irréductible,
– F est un faisceau cohérent et localement libre surX ,
– pour toutp � 0, la sous-variétéZp \ Zp+1 est vide, ou est lisse et de codimension purp

dansX .
Appliquons ce théorème au faisceau inversibleLh et à la compactification régulièreX. On a

donc besoin d’une filtration deX par des fermés. NotonsZp la réunion desB ×B−-orbites de
X de codimension� p (p est un entier positif). On considérera la filtration :

X = Z0 ⊇ Z1 ⊇ · · · ⊇ · · · .

Puisque la variétéX n’a qu’un nombre fini deB ×B−-orbites (cf. [3, §2.1]) et que l’adhérenc
d’une orbite est une union d’orbites de codimension plus grande, pour toutp � 0, lesZp sont des
fermés.

On va analyser le complexe de Grothendieck–Cousin qui apparaît :

0 →H0
Z0/Z1

(Lh)→ H1
Z1/Z2

(Lh) → · · · .

C’est un complexe de� × �-modules dont lep-ième terme est :

Hp
Zp/Zp+1

(Lh) = Hp
Zp−Zp+1

(Lh) =
⊕
Ω

Hp
Ω(Lh),

cette somme se faisant sur lesB × B−-orbitesΩ deX de codimensionp. De plus, comme le
faisceauLh est G̃ × G̃-linéarisé surX, pour toutes lesB × B−orbitesΩ de X, l’action de
l’algèbre de Lie deB ×B− s’intègre en une action (rationnelle) du groupeB̃ × B̃−. On dit que
les groupesHp

Ω(Lh) sont des� × � − B̃ × B̃−-modules (cf. [25, pp. 373, 374, 384]). Pour le
étudier, on va en donner des filtrations. C’est l’objet de la partie qui suit.

4. Filtration des groupes de cohomologie à support

Dans toute cette partie,X sera une variété complète et régulière(pour le groupeG).

4 Dans [25], ce théorème est démontré dans le cas oùZ0 = X ; la généralisation ne pose aucun problème (cf. [11, lem.
1.2] ou [34, annexe A2]).
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Soit L un fibré en droitesG-linéarisé surX . On va filtrer les groupes de cohomologie de
L à support dans uneB-orbite Ω de X . Notre but est d’obtenir, comme gradués associés des
�-modules très particuliers : des groupes de cohomologie de fibrés en droites sur un espace

ler
ire
e

ans les
nicki–
us
it

cation

es
de

es

s

oids

9 et
t

de
port
homogèneG/H et à support dans uneB-orbiteBH/H , avec un sous-groupeH deG contenant
T . Pour ces groupes de cohomologie, le supportBH/H est un espace affine et on peut calcu
leur caractère commeT -modules. De plus, lorsqueG/H est une variété projective (c’est-à-d
une variété de drapeaux), ces modules sont des représentations familières de� : des modules d
Verma généralisés.

En fait, on ne s’attaque pas directement aux groupes de cohomologie à support d
B-orbites. On étudiera d’abord la cohomologie à support dans les cellules de Bialy
Birula (dont on rappelle la définition ci-dessous) :pour obtenir les filtrations voulues, c’est pl
commode. Ensuite, on passera au cas où le support est uneB-orbite. Enfin, on verra qu’on about
au cas évoqué ci-dessus, avecG/H projective, lorsque tous lesT -points fixes deX sont dans une
G-orbite fermée (comme on l’a vu, cette dernière condition est satisfaite par la compactifi
régulièreX).

4.1. Les cellules et les orbites des variétés régulières

Dans les variétés régulières, les cellules de Bialynicki–Birula jouent un rôle remarquable ; ell
permettent notamment de paramétrer lesB-orbites et on les utilisera aussi pour les filtrations
groupes de cohomologie à support.

L’ensemble des points fixes deT dansX est fini (car d’une part,X n’a qu’un nombre fini
de G-orbites et d’autre part, le groupe de Weyl deG opère transitivement sur l’ensemble d
points fixes de chaqueG-orbite). Notons leXT . Il existe un sous-groupe à un paramètreζ (de
T ), dominant (c’est-à-dire tel que pour toutα ∈ ∆, 〈α, ζ〉 � 0) et dont les points fixes, dansX ,
sont aussi fixés parT (cf. par exemple [5, lemme 2.3]).

Fixons pour toute cette partie un telζ.
Soit x ∈ XT . L’espace tangent àX enx, TxX , est unT -module. La cellule de Bialynicki–

Birula

X(x) :=
{
y ∈X : lim

a→0
ζ(a).y = x

}
est une sous-variété deX , isomorphe à(TxX)+, le sous-T -module deTxX engendré par le
vecteurs propres de poids « positifs » (i.e. ceux dont le crochet avecζ est positif) (cf. [5]).
On notera(TxX)− le sous-T -module deTxX engendré par les vecteurs propres de p
« négatifs ». SiZ est une sous-variété fermée etG-invariante deX , on noteraZ(x) := X(x)∩Z
la cellule de Bialynicki–Birula deZ associée àx et àζ. Ces sous-variétésX(x) (et Z(x)) sont
B-invariantes car, pour toutb ∈ B, la limite

lim
a→0

ζ(a)bζ(a−1)

existe et appartient àT . Désormais, on appellera simplementcellulesles cellules de Bialynicki–
Birula associées aux points deXT et àζ.

On peut retrouver lesB-orbites deX grâce aux cellules. En effet, d’après [10, §2.1, p. 21
prop. du §2.3], d’une part l’intersection d’une cellule et d’uneG-orbite deX est soit vide soi
uneB-orbite ; d’autre part, on obtient ainsi toutes lesB-orbites deX .

4.2. Filtration de la cohomologie à support dans les cellules

SoitD l’ensemble des diviseurs limitrophes deX (ce sont les composantes irréductibles
X \ X0

G, cf. la définition 1). Soitx ∈ XT . Pour étudier les groupes de cohomologie à sup
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dans les cellules, notre méthode consiste à filtrerselon l’ordre d’annulation le long des diviseurs
limitrophes. Et, pour se ramener à de la cohomologie surG ·x et à support dansB ·x, on utilisera
notamment que :X(x) ∩G · x = B · x.

gie à

rs

:

Soit Z une sous-variété fermée,G-invariante et irréductible, deG.X(x) qui contientx. On
noteraz(x) la codimension de la celluleZ(x) dansX etb(x) celle de l’orbiteB ·x dans l’orbite
G · x. D’après le théorème 3.1, pour tout faisceauM localement libre et de rang fini surX , on
a : Hi

Z(x)(M) = {0} si i �= z(x). Le théorème suivant concerne le groupe de cohomolo

supportHz(x)
Z(x)(M).

THÉORÈME 4.1. – SoitM un faisceau cohérent, localement libre etG̃-linéarisé surX . Pour
tousm � −1, n � 0, on noteMm

n le faisceau
⊕

E M(E) où E décrit l’ensemble des diviseu
de la forme: ∑

D∈D
Z⊆D

(mD + 1)D−
∑
D∈D

x∈D,Z 
⊆D

nDD

avec des entiersmD, nD � 0 vérifiant :
∑

D mD = m et
∑

D nD = n.
Alors, avec ces notations, on a une filtration de�-modules:

H
z(x)
Z(x)(M) =

⋃
m�−1, n�0

Fm
n ,

décroissante selon l’indicen, telle que, pour tousm,n � 0, on ait :

F−1
n = {0},

⋂
n�0

Fm
n = Fm−1

0

et dont les quotients successifs sont:

Fm
n /Fm

n+1 = H
b(x)
B · x(Mm

n |G · x).

Remargues. –
1. Dans la suite, on appliquera ce théorème à des faisceaux inversibles surX .
2. Si on supprime l’hypothèse «̃G-linéarisé », on perd seulement le caractère�-équivariant

de la filtration.
3. On a noté pour tout diviseurD deX , M(D) le faisceauM ⊗

�X

�X(D).

Démonstration. – Pour tout schémaX ′, le signe∨ symbolisera le dual des�X′ -modules. On
emploiera aussi les notations suivantes : pour tous fermésZ1 ⊆Z2 deX ,

– IZ1/Z2 le faisceau d’idéaux de définition deZ1 dans Z2 (et parfois, pour abréger
IZ1 := IZ1/X ) ;

– NZ1/Z2 := (IZ1/Z2/I2
Z1/Z2

)∨ le faisceau normal deZ1 par rapport àZ2 (cf. [21, déf. du
§8.19]) ;

– ωZ1/Z2 :=
∧z2−z1 NZ1/Z2 le faisceau canonique deZ1 par rapport àZ2, lorsqueZ1 et Z2

sont lisses et irréductibles, de dimensions respectivesz1 et z2 (cf. [20, déf. b), p. 141]).
On notera enfinSp la puissance symétriquep-ième.
Remarquons pour commencer que, d’après [3, th. du §1.4, ii)],G.Z(x) = Z et que, d’après

[7, début du §2.4], on a des décompositions en faisceaux inversibles :
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NZ/X |G·x =
⊕

D∈D,D⊇Z

�X(D)|G·x,

⊕

iner les

u

ères

re ;
NG·x/Z |G·x =
D∈D

D�x,D �⊇Z

�X(D)|G·x,

ωZ/X |G·x = �X

( ∑
D∈D,D⊇Z

D

)
|G·x.

1. Cas oùZ = X . On a alors :M0
n|G·x = M ⊗ SnN ∨

G·x/X
. On va filtrer selon l’ordre

d’annulation le long deG · x : on remarque, effectivement, que :M =
⋃

n�0M⊗I n
G·x d’où :

H
z(x)
Z(x)(M) = lim

−→
n�0

H
z(x)
Z(x)(M ⊗

�X

I n
G·x).

On va voir que cette limite directe est en fait une réunion (croissante) et on va en déterm
quotients successifs. Pour toutn � 0, on a une suite exacte courte :

0→M ⊗
�X

I n+1

G·x →M ⊗
�X

I n
G·x →M ⊗

�X

SnN ∨
G·x/X

→ 0

d’où l’on dérive une suite exacte :

0 →H
z(x)
Z(x)(M⊗I n+1

G·x ) →H
z(x)
Z(x)(M⊗I n

G·x)→ H
z(x)
B·x (M⊗ SnN ∨

G·x/X
)→ 0.(∗)

En effet, commeZ(x) est une sous-variété affine et lisse deX , d’une part, on déduit d
théorème 3.1 que pouri �= z(x), Hi

Z(x)(M⊗I n
G·x) = {0} et, d’autre part, commeZ(x) etG · x

se coupent proprement dansZ = X ( cf. [3, ii) du th. du §1.4]), avecZ(x) ∩ G · x = B · x, et
NG·x/X est localement libre surG · x, on a de même :

∀i �= z(x), Hi
Z(x)(M⊗ SnN ∨

G·x/X
) = Hi

B·x(M⊗ SnN ∨
G·x/X

) = {0}.

Posons alors :F 0
n := H

z(x)
Z(x)(M⊗I n

G·x) pour toutn � 0. On a bien :⋃
n�0

F 0
n = H

z(x)
Z(x)(M)

et grâce à (∗) :

F 0
n/F 0

n+1 = H
z(x)
B·x (M0

n|G·x)

pour toutn.
Pour terminer, vérifions que

⋂
n�0 F 0

n = {0}. Pour cela, on montre que la suite des caract

desT̃ -modulesF 0
n tend vers0. On ne calcule pas exactementces caractères mais on les majo

et c’est suffisant. On utilise les notations suivantes :
– si λ ∈ X̃ (le réseau des caractères deT̃ ), eλ sera le caractère dũT -moduleCλ, la droiteC

où T̃ agit viaλ ;
– si M est unT̃ -module, on notera[M ] son caractère, c’est-à-dire la somme formelle :∑

λ∈X̃

dimMλ . eλ
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où, pour chaqueλ ∈ X̃ , Mλ est l’espace propre associé (ce sont les notations de [15,
§§7.5.1, 7.5.2]).

CommeZ(x) est une cellule de Bialynicki–Birula deG · x et comme le faisceauM est

courte :

te
cohérent, on a, d’après [34, th. II.3.2], l’inégalité suivante de caractères :

[F 0
n ] =

[
H

z(x)
Z(x)(M⊗I n

G·x)
]

�
[(

S(TxX)+
)∗] · [S(TxX)−

]
· [ωZ(x)/G·x|x] · [M|x] · [I n

G·x|x]

pour chaquen � 0 (la lettreS désigne la somme directe des puissances symétriquesp-ièmes, sur
tous les entiers naturelsp).

Or, on a aussi l’inégalité :

[I n
G·x|x] � [IG·x|x]n.

De plus, les poids dũT -moduleIG·x|x sont a fortiori des poids dũT -module

Γ
(
Z(x),IG·x|Z(x)

)
qui est un sous-̃T -module strict deO(Z(x)) = (S(TxX)+)∗ (car l’intersectionG · x ∩ Z(x),
contenantx, est non vide). Donc les poidsλ1, . . . , λr du T̃ -moduleIG·x|x vérifient tous :
〈λi, ζ〉 < 0.

Il en résulte que la suite des caractères

[IG·x|x]n = [eλ1 + · · ·+ eλr ]n

et, en conséquence, celle des caractères[F 0
n ] tendent vers0.

Cela termine la première étape.
2. On se ramène au cas de l’étape précédente. D’après [7, prop. 2.5], la variétéZ (comme

toute adhérence deG-orbite) est encore régulière. Notonsz sa codimension dansX .
PuisqueZ(x) ⊆ Z , grâce à [18, th. 2.8] et à [25, lem. 8.5.d)], on a :

H
z(x)
Z(x)(M) = lim

−→
m�0

H
z(x)−z
Z(x)

(
Extz�X

(�X/Im
Z ,M)

)
.

Cette limite directe est encore une réunion croissante. En effet, on tire de la suite exacte

0 → SmN∨
Z/X → �X/Im+1

Z → �X/Im
Z → 0

une autre suite exacte de faisceaux :

0 → Extz
�X

(�X/Im
Z ,M)→ Extz

�X
(�X/Im+1

Z ,M)→ Extz
�X

(SmN∨
Z/X ,M)→ 0.

Or, puisque le faisceauSmN∨
Z/X est localement libre surZ , on a, d’après [20, prop. III.7.2] :

Extz
�X

(SmN∨
Z/X ,M) = ωZ/X ⊗ SmNZ/X ⊗M

qui est un faisceau localement libre surZ .
Donc, en posantFm := H

z(x)−z
Z(x) (Extz

�X
(�X/Im

Z ,M)), on obtient une filtration croissan

H
z(x)
Z(x)(M) =

⋃
m�0 Fm de quotients succesifs :

Fm+1/Fm = H
z(x)−z
Z(x) (ωZ/X ⊗ SmNZ/X ⊗M).
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On peut alors appliquer la première étape à la variété régulièreZ et au faisceau localement
libre : ωZ/X ⊗ SmNZ/X ⊗ M. On trouve pour toutm � −1, une filtration décroissante

Fm+1/Fm =
⋃

F
m

. PuisqueMm| = ω ⊗ SmN ⊗M⊗ SnN ∨ , on a :

s de
rtaine

ant

i est

s,
r

n�0 n n G·x Z/X Z/X G·x/Z

∀m,n, F
m

n /F
m

n+1 = H
b(x)
B·x (Mm

n |G·x).

On conclut la démonstration en prenant pourFm
n le relevé deF

m

n dansFm+1 (m �−1). �
Soit Ω uneB-orbite deX , et b sa codimension. On va maintenant exprimer les groupe

cohomologie à support dansΩ à l’aide de groupes de cohomologie à support dans une ce
cellule. Pour cela, on va utiliser que l’orbiteΩ est l’intersection de laG-orbite G.Ω et d’une
celluleX(x). Ici, le pointx est la limitelima→0 ζ(a).y pour uny quelconque deΩ (cette limite
est indépendante duy choisi).

NotonsZΩ l’adhérence de laG-orbiteG.Ω etD la somme des diviseurs limitrophes conten
x mais nonΩ. Dans le théorème précédent, on a étudié les groupesHb

ZΩ(x)(M) pour un faisceau
localement libreM surX . Ils apparaissent dans la filtration de la proposition suivante :

PROPOSITION 4.2. – SoitM un faisceau cohérent, localement libre etG̃-linéarisé surX .
Alors, on a une filtration croissante de�-modules:

Hb
Ω(M) =

⋃
k�0

Hb
ZΩ(x)

(
M(kD)

)
.

Démonstration. – PuisqueG.Ω = ZΩ \ D, on a :G.Ω = ZΩ(x) ∩ (X \ D). Or si on note
j :X \D ↪→ X l’inclusion canonique, on a :

lim
−→
k�0

M(kD) = j∗M|X\D .

Or, j est un morphisme affine (il suffit de le vérifier pour chaque diviseur limitrophe, qu
lisse) ; d’où :

Hb
Ω(M) = Hb

j−1(ZΩ(x))(M|X\D) = Hb
ZΩ(x)(j∗M|X\D) = lim

−→
k�0

Hb
ZΩ(x)

(
M(kD)

)
.

En outre, les morphismes :

Hb
ZΩ(x)

(
M(kD)

)
→Hb

ZΩ(x)

(
M

(
(k + 1)D

))
sont injectifs pour toutk � 0 (car chaque composante irréductible deD coupe proprementZΩ(x)
dansZΩ).

Par conséquent, on a la filtration voulue.�
4.3. Suites de composition

Soit L un faisceauG̃-linéarisé surX . On suppose encore queΩ est uneB-orbite de
codimensionb dansX . En général, les�-modulesHb

Ω(L) ne sont pas de type fini. Néanmoin
ils admettent parfois une décomposition naturelle en somme directe de�-modules de longueu
finie. C’est ce que nous allons maintenant étudier.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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Soit Z(�)′ l’ensemble des caractères du centreZ(�) deU(�). Rappelons (cf. [15, §7.8.15])
que siM est un�-module et siχ ∈ Z(�)′, on peut définir, par récurrence, une suite croissante de
sous-�-modules deM en posant :

tie

n

groupes
t ce
aractère
e
ite

vi

port
M0
χ := {0} , ∀n > 0, Mn

χ :=
{
m ∈M : ∀z ∈ Z(�), z.m−χ(z)m ∈ Mn−1

χ

}
.

On appelle la réunion croissanteMχ :=
⋃

n�0 Mn
χ l’espace propre généralisé de poidsχ de

M . Remarquons que lesMχ sont en somme directe lorsqueχ décritZ(�)′.
On reprend ici les notations du paragraphe 1.2.2 surG̃, B̃,etc. On supposera dans cette par

queL est un faisceaũG-linéarisé.
Pour chaque caractère centralχ considérons l’espace propre généralisé(Hb

Ω(L))χ.
Suivant [25, pp. 373, 374, 384], les groupesHb

Ω(L) sont des� − B̃-modules ; c’est-à-dire
que l’action de l’algèbre de Lie deB (par restriction de celle deG) « s’intègre » en une actio
rationnelle deB̃. D’après [15, §7.8.15] (cf. aussi [34, annexe C1]), il s’ensuit :

LEMME 4.3. –Comme�-modules:

Hb
Ω(L) =

⊕
χ∈Z(�)′

(
Hb

Ω(L)
)

χ
.

On va montrer (proposition 4.6) que les espaces propres généralisés(Hb
Ω(L))χ sont des

�-modules de longueur finie lorsque le pointx fixé par T et associé à laB-orbite Ω
(c’est-à-dire l’uniquex tel queΩ = G.Ω ∩ X(x)) appartient à uneG-orbite fermée deX . Ce
genre d’orbitesΩ présente un avantage : dans les filtrations des groupesHb

Ω(L) obtenues à
la section précédente, ce sont des groupes de cohomologie de faisceaux sur l’orbiteG · x qui
interviennent comme quotients successifs, et cette orbite est une variété de drapeaux. Ces
de cohomologie sont, dans ce cas, des�-modules qui ont un caractère central connu, c’es
que l’on rappelle, entre autres, dans la section qui suit. Par conséquent, en fixant un c
centralχ, on obtiendra, grâce au théorème et à la proposition 4.1 et 4.2, une filtration explicite d
l’espace propre généralisé correspondant :(Hb

Ω(L))χ. Cette filtration se trouvera être une su
de composition finie (cf. la proposition 4.6).

Mais d’abord rappelons quelques� − B̃-modules particuliers :

4.3.1. Les modules de Verma généralisés
Soit Q un sous-groupe parabolique deG contenantB−. Si L ⊇ T est le sous-groupe de Le

correspondant, de racines positivesΦ+
L , on notera

WQ :=
{
w ∈ W : ∀α ∈ Φ+

L , w(α) > 0
}
.

Ainsi, lesB-orbites de la variété de drapeauxG/Q sont les :

BwQ/Q: w ∈WQ.

Remarque. – Pour toutw ∈ WQ, l(w) est la codimension deBwQ/Q dansG/Q.

D’un autre côté, tout caractèreλ de Q̃ détermine un unique faisceauL, inversible et
G̃-linéarisé sur la variétéG/Q (c’est celui pour lequel̃Q opère viaλ dans la fibreL|Q/Q).
Nous le noteronsLG/Q(λ). Le lemme suivant décrit les groupes de cohomologie à sup

H
l(w)
BwQ/Q(LG/Q(λ)) comme�-modules.
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Pour l’énoncer, notons, pour tout caractèreλ∈ X̃ , χλ le caractère central avec lequel le centre
Z(�) opère dans tous les�-modules engendrés par un vecteur de plus haut poidsλ (cf. [15, prop.
7.4.4]).

-
tient

ie :

nt

résultat
te

e
s
nt
THÉORÈME 4.4 [12, §3, prop. 3] et [6, prop. 3.5]. –Pour tout caractèreλ de Q̃, le � − B̃-
module

H
l(w)
BwQ/Q

(
LG/Q(λ)

)
– admetχλ comme caractère central;
– a une suite de Jordan–Hölder(finie) ;
– a un unique plus haut poidsw ∗ λ et celui-ci est de multiplicité1.

DÉFINITION 4. – On noteraMw
Q (λ) le �-moduleH

l(w)
BwQ/Q(LG/Q(λ)).

Remarque. – Il résulte du théorème 4.4 que le�-moduleMw
Q (λ) a unG̃-module comme sous

quotient simple si et seulement siw ∗ λ est dominant. De plus dans ce cas, le seul sous-quo
simple, qui est uñG-module, estL(w ∗ λ) et sa multiplicité est1.

En effet, les sous-quotients simples deMw
Q (λ) sont de la formeL(ν) avecν ∈ W ∗ λ à cause

du caractère centralχλ. Ensuite, parmi ces�-modules simples, un seul est de dimension fin
c’est le moduleL(ν) tel queν est dominant. Enfin, la multiplicité du poidsw ∗ λ dans chaque
�-moduleL(ν) est nulle siν �= w ∗ λ et vaut1 dansL(w ∗ λ).

Si Q = B−, Mw
B−(λ) est le module de Vermaw-torduMw(λ) de plus haut poidsw ∗λ défini

dans [16, §2.2].

4.3.2. Quand le support est une orbite de rang maximal
La notion d’orbites de rang maximal est définie par exemple dans [4, §3]. En fait, ce so

exactement lesB-orbitesΩ deX telles que laG-orbiteG · x du point limite :

x = lim
a→0

ζ(a).y (∀y ∈ Ω)

est fermée dansX (cf. [4, §3, th. 3]).
On suppose dans ce paragraphe queΩ est uneB-orbite de rang maximal.
Précisons quelques notations supplémentaires avant d’énoncer et de démontrer notre

sur les suites de composition des�-modules(Hb
Ω(L))χ (b est toujours la codimension de l’orbi

Ω).
Soit Q le sous-groupe paraboliquede G contenantB− associéà X : c’est le sous-group

parabolique opposé àP , le stabilisateur de laB-orbite ouverte deX ; de plus, toutes le
G-orbites fermées deX sont isomorphes àG/Q (cf. [7, §2.2] et [3, §1.4]). Puisque le poi
x := lima→0 ζ(a).y (pour touty ∈ Ω) est dans uneG-orbite fermée deX , il existe un unique
w ∈ WQ tel quew.x soit un point fixe deQ (dansX). NotonswΩ cew et zΩ ce pointwΩ.x.
Les faisceaux inversibles surX sont déterminés par leur restriction aux orbites fermées deX et
donc par leurs fibres en les points fixes deQ dansX . Pour tout faisceau inversible et̃G-linéarisé
surX , L, soitpΩ(L) le caractère avec lequel le groupeQ̃ opère dans la fibreL|zΩ .

Avec ces notations, il est immédiat que :

LEMME 4.5. – D’une part :

b(x) := codim(B · x,G · x) = codim(BwΩQ/Q,G/Q) = l(wΩ)
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et d’autre part, pour tout faisceauL inversible etG̃-linéarisé surX , on a l’isomorphisme de
�-modules:

b(x) wΩ
( )

tères
s

ns, on

e

es

de

es
HB·x (G · x,L|G·x) 
 MQ pΩ(L) .

Pour un diviseurB-invariantD deX , on noterapΩ(D) le caractèrepΩ(�X(D)).
Gardons les notations précédentes. Siχ est un caractère central, l’ensemble des carac

ν ∈ X̃ tels queχν = χ est une classe dẽX modulo l’action∗ deW (cf. [15, prop. 7.4.7] ; noton
la W ∗ χ. Du théorème et de la proposition sur les filtrations 4.1 et 4.2, on déduit la :

PROPOSITION 4.6. – Soit encoreD l’ensemble des diviseurs limitrophes deX . On considère
les parties suivantes de l’ensemble des caractères deQ :

IΩ :=
{
pΩ(D): D ∈D,D �⊇ Ω

}
,

JΩ :=
{
pΩ(D): D ∈D,D ⊇ Ω

}
.

On notera encoreb la codimension de laB-orbiteΩ. Alors, pour tout faisceauL, inversible et
G̃-linéarisé surX et pour tout caractère centralχ ∈ Z(�)′, le �-module(Hb

Ω(L))χ admet une
suite de composition finie: (

Hb
Ω(L)

)
χ

= F0 ⊃ F1 ⊃ · · · ⊃ FN ⊃ {0}

dont les quotients successifs sont à permutation près les:

MwΩ
Q (λ): λ ∈

(
pΩ(L) + ZIΩ + Z>0JΩ

)
∩W ∗χ.

Remarque. – En particulier, les�-modules(Hb
Ω(L))χ sont de longueur finie.

Démonstration. – Grâce au théorème 4.1 et à la proposition 4.2, et avec leurs notatio
obtient une filtration infinie de�-modules :

Hb
Ω(L) =

⋃
m�−1,n,k�0

Fm,k
n

dont les quotients successifs sont :

H
b(x)
B·x

(
Mm

n (kD)|G·x
)

(m � −1, n, k � 0).

Lorsque(m,n, k) varie dansZ�−1 × Z�0 × Z�0, à l’aide du lemme 4.5, on obtient comm
quotients successifs les�-modules :MwΩ

Q (λ) où λ décrit l’ensemblepΩ(L) + ZIΩ + Z>0JΩ.
(Remarquons que sizΩ /∈D, alorspΩ(D) = 0.)

Maintenant, prendre laχ-ième composante(Hb
Ω(L))χ revient à ne garder, parmi c

�-modules que ceux qui sont de caractère centralχ : c’est-à-dire tels que :χλ = χ, ou encore
λ∈ W ∗ χ.

Le fait que chaque module de Verma généralisé apparaît au plus une fois dans la suite
composition est une conséquence de l’indépendanceZ-linéaire des caractèrespΩ(D), D ∈ D
(cf. [3, prop. A1, iv)]). On obtient une suite decomposition finie car chaque ensembleW ∗χ est
fini. �
4.3.3. Application

En conséquence de la dernière proposition, on trouve le résultat suivant sur la structure d
� × �-modulesH l(w)

BwB−(�G) pour toutw ∈ W :
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PROPOSITION 4.7. – SoientG un groupe réductif et connexe surC (avec les notations de
la p. 2) et w un élément du groupe de Weyl. AlorsHi

BwB−(�G) = {0}, pour i �= l(w), et les

espaces propres généralisés non nuls deH
l(w) (� ) sont associés aux caractères centraux

ie

as

la

elles

e
re

de

e
ck–
de

upes
n
on de la
u

BwB− G

χλ,−λ, λ ∈ X̃ . Chaque tel espace propreHw
λ (associé àχλ,−λ) a une suite de composition fin

de� × �-modules:

Hw
λ = F0 ⊃ F1 ⊃ · · · ⊃ FN ⊃ {0}

où, à permutation près, lesFi/Fi+1 sont les:

Mw(µ) � M(−µ)∗, µ ∈ W ∗ λ.

Remarque. – On a notéM(−λ)∗ le dual restreint deM(−λ), le module de Verma de plus b
poidsλ (cf. par exemple le paragraphe qui précède la proposition 6 de [12]).

Démonstration. – Choisissons une compactification régulièreX de G et appliquons la
proposition 4.6 à la variétéX (qui estG × G-régulière) et à laB × B−-orbiteΩ = BwB−−.
Aucun diviseur limitrophe ne contient l’orbiteBwB−. Ainsi, suivant les notations de
proposition précédente :

IΩ =
{
pΩ(D): D ∈D

}
, JΩ = ∅.

De plus, d’après [3, prop. A1, iv)], le réseauZIΩ engendré par les caractèrespΩ(D), D ∈D, est
aussi le réseau engendré par lesT × T -vecteurs propres de l’espace des fonctions rationn
surT (ou surT ). C’est donc :{(λ,−λ): λ ∈X}.

Enfin, dans le cas particulier de la compactification régulièreX deG, le groupe paraboliqu
Q associé àX (cf. p. 435) est le sous-groupeB− ×B deG×G. On a ainsi, pour tout caractè
λ∈ X̃ , les égalités suivantes de� × �-modules :

MwΩ
Q (λ,−λ) = M

(w,1)
B−×B(λ,−λ) = H

l(w)
BwB−/B−×B−B/B

(
LG/B−×G/B(λ,−λ)

)
= H

l(w)
BwB−/B−

(
LG/B−(λ)

)
⊗H0

(
B−B/B,LG/B(−λ)

)
= Mw(λ)⊗M(−λ)∗. �

Dans les deux dernières parties, on noteraU etU− les sous-groupes unipotents maximaux
B etB−.

5. Fin de la démonstration du théorème principal

D’après [3, prop. A1, iv)], dans les compactifications de groupes réductifs, toutes lesB×B−-
orbites sont de rang maximal.

On peut donc appliquer la proposition 4.6 dans ce cas.
Après avoir rappelé une paramétrisation desB × B−-orbites deX (5.1), on va se servir d

la section précédente pour éliminer une grande partie des termes du complexe de Grothendie
Cousin (cf. la section 3.2) qui ne contribuent pas dans le calcul des multiplicités des groupes
cohomologieHi(X,Lh) (lemme 5.3). On exprimera alors ces multiplicités à l’aide de gro
de cohomologie à support dans certainesB × B−-sous-variétés deX (théorème 5.4). Enfin, o
pourra exprimer, à leur tour, ces groupes de cohomologie à support simplement en foncti
restriction deLh à la variété toriqueT ∩X0, d’éventailE+ (5.4), et arriver ainsi à la formule d
théorème 2.1.
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5.1. Les orbites dans la compactification

Pour paramétrer lesB ×B−-orbites deX, on utilise les cellules et lesG×G-orbites.

nt

de

au

e

On choisit une fois pour toutes un sous-groupe à un paramètreζ de T × T , dominant et
régulier relativement àB ×B− et tel que tous les points fixés parζ le soient aussi parT × T .

D’après [3, prop. A1], les points fixes deT × T sont dans lesG×G-orbites fermées. Ce so
donc les points(w, t).zσ avec(w, t) ∈ W × W et σ un cône maximal deE+ (rappelons quezσ

est le point-base associé au côneσ et que lorsqueσ décrit l’ensemble des cônes maximaux
E+, zσ décrit l’ensemble des points deX fixés parB−×B). LesB×B−-orbites deX sont dès
lors les intersections non vides parmi les :

Ow,t,σ :=O ∩X
(
(w, t).zσ

)
oùO est uneG×G-orbite deX, etX((w, t).zσ) est la cellule de Bialynicki–Birula associée
point (w, t).zσ et au sous-groupe à un paramètreζ (cf. la section 4.1).

Pour la compactification magnifiqueGad , il n’y a qu’un seul cône maximal :C+. On notera
Xad(w, t) la cellule de Bialynicki–Birula associée à(w, t).zC+ et àζ.

On se servira plus loin de l’ouvertX0 formé desx ∈ X tels que l’orbiteB × B− · x est
ouverte dansG×G · x (si X = Gad , c’est la cellule ouverte). D’après [3, prop. A1],T ∩X0 est
la sous-variété torique ouverte deT d’éventailE+.

Plus généralement, on définit les relevés des cellules deGad dansX : suivant [3, prop. A2],
commeX est régulière, la surjection canoniqueG �� Gad se prolonge en un morphism
G×G-équivariantπ :X→ Gad . Pour tousw, t ∈ W , soientX(w, t) := π−1(Xad (w, t)).

Posons aussi :

S(w, t) :=
(
(w−1, t−1).X(w, t)

)
∩ T ∩X0

(si w = t = 1, alors :X(1,1) = X0 etS(1,1) = T ∩X0).
Ces variétés vérifient :

LEMME 5.1 [10, §1.2 et 2.3]. –Soientw, t ∈W . Alors :
– X(w, t) est une sous-variété fermée de(w, t).X0 ;
– S(w, t) est une sous-variété fermée deT ∩ X0, formée dess ∈ T ∩ X0 tels que la limite

quanda tend vers0 de:

(w−1, t−1)(ζ)(a).s

existe dansT ∩X0 ;
– on a la décomposition enB ×B−-orbites:

X(w, t) =
⊔

O G×G-orbite

σ∈E+ maximal

Ow,t,σ ;

– l’application :

wU × tU− × T ∩X0 −→ X,

(a, b, s) �−→ (a, b).s
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induit des isomorphismes de variétés algébriques:

− 

t
i–

s

e

la
ètre
wU × tU × T ∩X0 → (w, t)X0,

(wU ∩Uw)× (tU− ∩U−t)× S(w, t) → X(w, t).

Remarques. –
1. Le dernier point du lemme a pour conséquence que, pour tout faisceau inversible etG̃× G̃-

linéarisé surX, on a un isomorphisme de faisceauxT̃ × T̃ -linéarisés :

Lh|X0 
 �U � �U− �Lh|T∩X0
.

2. Lorsquew = t, l’éventail de la variété toriqueT ∩X0 \S(t, t) (ouverte dansT ) a un suppor
indépendant du sous-groupe à un paramètreζ choisi pour définir les cellules de Bialynick
Birula ; c’est l’ensemble : ⋃

α∈∆: t(α)<0

α⊥ ∩ C+.

Pour établir ce fait, on va utiliser le lemme suivant démontré en annexe :

LEMME 5.2. – SoientN un réseau deRn etE un éventail lisse deN (c’est-à-dire que tous se
cônes sont engendrés par un début de base deN ). Soitγ un élément deN . Nous considéronsγ
comme un sous-groupe à un paramètre du toreN ⊗

Z

C. On noteX(E) la variété torique associé

à E .
Alors, pour chaque côneσ deE et son point-basezσ, sont équivalentes:
(a) la limite deγ(a).zσ existe dansX(E) quanda tend vers0 ;
(b) il existe un pointn0 dans l’intérieur du côneσ tel que:

∀ε > 0, ∃ 0 < η < ε n0 + ηγ ∈ |E|

(|E| est le support deE).

Le sous-groupe à un paramètreζ deT ×T qui a servi à définir des cellules de Bialynicki–Biru
B × B−-invariantes deX est de la formeζ = (ζ+, ζ−), avec des sous-groupes à un param
réguliers deT , ζ+ et ζ− qui sont respectivement dominantset antidominants (relativement àB).
De plus, avec cette notation, un point-basezσ deT ∩X0 appartient à l’ouvertT ∩X0 \ S(t, t)
si et seulement si la limite

lim
a→0

(
t−1(ζ+)− t−1(ζ−)

)
(a).zσ

n’appartient pas àT ∩X0.
Mais alors, d’après le lemme 5.2, le support de l’éventail de la variété toriqueT ∩X0 \S(t, t)

est l’ensemble : {
n ∈ C+: ∃ ε > 0, ∀0 < η < ε, n + ηt−1(ζ+ − ζ−) /∈ C+

}
(rappelons queC+ est l’adhérence de la chambre de Weyl).

Or :

n + ηt−1(ζ+ − ζ−) /∈ C+ ⇔ ∃ α ∈ ∆,
〈
α,n + ηt−1(ζ+ − ζ−)

〉
< 0
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⇔ ∃α ∈ ∆, η
〈
t(α), ζ+ − ζ−

〉
<−〈α,n〉

⇔ ∃α ∈ ∆,
〈
t(α), ζ+ − ζ−

〉
< 0 et η > − 〈α,n〉

+ − .

nts

n

e, pour
du
〈t(α), ζ − ζ 〉
Le sous-groupe à un paramètreζ+ − ζ− étant dominant et régulier, le signe de la racinet(α) est
celui du crochet〈t(α), ζ+−ζ−〉. En conséquence, le support de la variété toriqueT ∩X0\S(t, t)
est : {

n ∈ C+: ∃α ∈ ∆, t(α) < 0 et 〈α,n〉 = 0
}

=
⋃

α∈∆: t(α)<0

α⊥ ∩ C+.

5.2. Calcul des multiplicités des groupes de cohomologie à support dans les orbites

Soit Ow,t,σ uneB × B−-orbite deX de codimensioni. On s’intéresse aux sous-quotie
simples (comme� × �-modules) de dimension finie deHi

Ow,t,σ
(Lh) et à leur multiplicité. On

déduit de la proposition 4.6 le :

LEMME 5.3. – SoitL un G̃× G̃-module simple. Si la multiplicité[
Hi

Ow,t,σ
(Lh) : L

]
n’est pas nulle, alors: w = t et il existe un caractèreµ ∈ X̃+ tel queL = End(L(µ)).

Démonstration. – Soitχ le caractère central du� × �-moduleL.
D’après la proposition 4.6, si le� × �-module(Hi

Ow,t,σ
)χ a une multiplicité non nulle selo

L, alors il en est de même pour un� × �-module de la forme :

Mw(hσ + δ) � M t(−hσ − δ)

oùhσ est le poids de la droiteLh|zσ et, pour un certain diviseurG×G-invariantD deX, δ est
celui de la droiteOX(D)|zσ . Il est nécessaire, aussi, que :

(w, t) ∗
(
hσ + δ,−(hσ + δ)

)
∈ W ∗χ.

Soit (λ1, λ2) le plus haut poids deL relativement àB ×B− (c’est-à-dire queλ1 et−λ2 sont
dominants). On a alors :

w(hσ + δ + ρ) ∈W (λ1 + ρ) et t(−hσ − δ − ρ) ∈ W (−λ2 − ρ)

d’où : W (λ1 + ρ) = W (λ2 + ρ) et : λ1 = −λ2 carλ1 + ρ ainsi que−(λ2 + ρ) sont dominants
et réguliers. En conséquence,L = End(L(λ1)).

D’un autre côté, pour que le�×�-moduleMw(hσ + δ)�M t(−hσ − δ) ait unG̃× G̃-module
parmi ses sous-quotients simples, il faut quew(hσ + δ + ρ) et t(hσ + δ + ρ) soient dominants
réguliers (cf. la remarque après le théorème 4.4). Cela entraîne que :

w(hσ + δ + ρ) = t(hσ + δ + ρ) = λ1 = λ2

et que :w = t. �
Grâce au complexe de Grothendieck–Cousin, il résulte immédiatement de ce lemme qu

tout i � 0, les représentations simples dẽG × G̃ qui apparaissent dans la décomposition
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G̃ × G̃-moduleHi(X,Lh) sont de la formeEnd(L(µ)) pour un certainµ ∈ X̃+. Ce lemme
montre aussi que, dans le complexe de Grothendieck–Cousin et en vue du calcul des multiplicités
des modulesEnd(L(µ)) dans les groupes de cohomologieHi(X,Lh), on peut se passer des

une
t
ut

u

n

ans
termes de la formeHi
Ow,t,σ

(Lh), avecw �= t. On se ramène ainsi, dans la section suivante, à
étude des groupes de cohomologie à support dans les variétésX(t, t), t ∈ W . Cette étude es
plus facile que l’étude directe des groupesHi(X,Lh) car, grâce au lemme d’excision, on pe
remplacerX par n’importe quel ouvert qui contientX(t, t).

5.3. Simplification de l’expression des multiplicités des groupes de cohomologie

Avec les notations de la section précédente (5.1), on a :

THÉORÈME 5.4. – Pour touti � 0 et toutµ ∈ X̃+ :[
Hi(X,Lh) : End

(
L(µ)

)]
=

∑
t∈W

[
Hi

X(t,t)(Lh) : End
(
L(µ)

)]
.

Démonstration. – SoitL un G̃× G̃-module simple.
Suivant le théorème 3.2, pour touti � 0, Hi(X,Lh) est le i-ème groupe d’homologie d

complexe de Grothendieck–Cousin :

K∗ : 0→ K0 d0

→K1 d1

→ · · ·→KdimX → 0

où pour chaquep � 0, Kp est le groupe de cohomologie à supportHp
Zp\Zp+1

(Lh) qui se
décompose en la somme directe : ⊕

O,w,t,σ

Hp
Ow,t,σ

(Lh)

indexée par lesB ×B−-orbites deX de codimensionp.
De plus, les applicationsdi définissent des morphismes (de� × �-modules) :

dΩ,Ω′
:Hi

Ω(Lh) →Hi+1
Ω′ (Lh)

pour toutes paires d’orbitesΩ,Ω′ de codimensionsi et i + 1.
Dans le complexeK∗, on ne va garder que les termes de la formeHi

Ot,t,σ
(Lh) ; d’après le

lemme 5.3, ce sont les seuls qui puissent avoir une multiplicité non nulle selonL et on va voir
qu’ils suffisent pour calculer les multiplicités voulues.

Plus précisément, pour tout entieri, soientUi la réunion desB×B−-orbites de codimensioni
et de la formeOt,t,σ, pour un certaint ∈W , etWi la réunion desB×B−-orbites de codimensio
i et de la formeOw,t,σ, pour de certainsw, t ∈W avecw �= t.

Pour chaquei, Ui (respectivementWi) est un sous-espace à la fois ouvert et fermé d
Zi \Zi+1 ; on a donc :

Ki = Hi
Ui

(Lh)⊕Hi
Wi

(Lh).

Relativement à cette décomposition, on noteraκi l’injection

Hi
Ui

(Lh) ↪→ Hi
Zi/Zi+1

(Lh)
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etsi la surjection :

Hi
Zi/Zi+1

(Lh) �� Hi
Ui

(Lh)

ue
s de

:

es de

s

.

correspondantes.
Par composition, on obtient alors des morphismes :

ei := si+1 ◦ di ◦ κi :Hi
Ui

(Lh) →Hi+1
Ui+1

(Lh).

En ce qui concerne les multiplicités, ces morphismes vérifient la relation suivante :[
Hi(X,Lh) : L

]
=

[
hi(K∗) : L

]
= [kerdi : L]− [im di : L] = [kerei : L]− [im ei : L].

En fait, les morphismesei se définissent aussi de la façon suivante :
La réunion disjointeUi � Ui+1 est un sous-espace localement fermé deX où Ui est

ouvert etUi+1 est fermé. En effet, l’espaceUi � Ui+1 est un ouvert de l’espace topologiq
Ui ∪ Zi+1 \ Zi+2 (car le complémentaire de l’un dans l’autre est une union d’orbite
codimension maximale :1), l’espaceUi ∪ Zi+1 \ Zi+2 est un fermé deZi \ Zi+2 (car le
complémentaire de l’un dans l’autre est une union d’orbites de codimension minimale0) et
Zi \Zi+2 est localement fermé dansX.

Le morphismeei apparaît alors dans la suite exacte longue naturelle :

· · · → Hi
Ui�Ui+1

(Lh) →Hi
Ui

(Lh) ei

→ Hi+1
Ui+1

(Lh) → · · ·

(cf. [18, prop. 1.9]).
Considérons maintenant la suite de mophismes :

· · · → Hi−1
Ui−1

(Lh) ei−1

→ Hi
Ui

(Lh) ei

→Hi+1
Ui+1

(Lh) ei+1

→ · · · .

On va voir que cette suite est en fait une somme directe de certains complex
Grothendieck–Cousin.

Chaque morphismeei a pour composantes les morphismesdΩ,Ω′
oùΩ etΩ′ sont desB×B−-

orbites de la formeOt,t,σ et de codimensions respectivesi et i + 1. D’un autre côté, pour de
raisons de support, si un morphismedΩ,Ω′

est non nul, alors on a :

Ω′ ⊆ Ω et codim(Ω′,Ω) = 1.

Or, de la description des adhérences desB ×B−-orbites deX de [3, th. du §2.1] et [31, prop
2.4], on déduit le :

LEMME 5.5 [34, prop. V.3.6]. –SoientO,O′ desG × G-orbites deX, w,w′ ∈ W et σ,σ′

des cônes maximaux deE+.
Alors, si:

O′
w′,w′,σ′ ⊆Ow,w,σ et codim(O′

w′,w′,σ′ ,Ow,w,σ l) = 1,

on a : w = w′.

Admettons ce lemme pour le moment.
On a, pour touti � 0 :

Ui =
⊔

t,O,σ

Ot,t,σ =
⊔

t∈W

⋃
t,σ

Ot,t,σ,
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les unions se faisant sur lesB ×B−-orbites de codimensioni. Soit alors pour chaquet ∈ W :

X⊇X(t, t)⊇ Zt
0 ⊇Zt

1 ⊇ · · ·

e
.2,

te
la filtration deX(t, t) par ses sous-espaces fermés définis par :

∀i � 0, Zt
i :=

⊔
O,σ

dimOt,t,σ �dimX−i

Ot,t,σ.

Avec ces notations :

Ui =
⊔

t∈W

(Zt
i \Zt

i+1) et Hi
Ui

(Lh) =
⊕
t∈W

Hi
Zt

i
\Zt

i+1
(Lh)

et il résulte du lemme5.5 que :

ei
(
Hi

Zt
i
\Zt

i+1
(Lh)

)
⊆ Hi+1

Zt
i+1\Zt

i+2
(Lh)

pour toust, i.
En conséquence, si on noteei

t la restriction du morphismeei à Hi
Zt

i
\Zt

i+1
(Lh), on a pour

chaquet ∈W une suite de morphismes :

K∗(t) : 0→ H0
Zt

0\Zt
1
(Lh)

e0
t→ H1

Zt
1\Zt

2
(Lh)

e1
t→ · · ·

et pour chaquei l’égalité :

[kerei : L]− [im ei : L] =
∑
t∈W

[kerei
t : L]− [im ei

t : L].

Or, pour chaquet ∈ W , on reconnaît en la suiteK∗(t) un complexe : le complexe d
Grothendieck–Cousin associé àLh et à la filtration(Zt

i )i�0. Dès lors, d’après le théorème 3
on a des isomorphismes de� × �-modules :

∀i � 0, ∀t ∈ W, hi
(
K∗(t)

)

 Hi

X(t,t)(Lh).

En résumé, sii � 0, alors :[
Hi(X,Lh) : L

]
=

[
hi(K∗) : L

]
=

∑
t∈W

[
hi
(
K∗(t)

)
: L

]
=

∑
t∈W

[
Hi

X(t,t)(Lh) : L
]
.

Voici maintenant la démonstration du lemme 5.5 :
On va tirer profit d’une particularité des orbites de la formeOw,w,σ. A priori, l’intersection de

l’adhérence d’uneB×B−-orbite et de l’adhérence d’uneG×G-orbite a plus d’une composan
irréductible. Mais nous allons voir que si laB × B−-orbite est de la formeOw,w,σ, alors cette
intersection est irréductible.

Avant cela, précisons quelques notations : siO est uneG×G-orbite deX, zO ∈ T est toujours
le point-base de l’orbiteO. Soitθ un sous-groupe à un paramètre deT tel quelima→0 θ(a) = zO ;
on pose :

L(O) :=
{
g ∈G: ∀a ∈ C

∗, θ(a)gθ(a)−1 = g
}
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c’est le sous-groupe de Levi, contenantT , du groupe parabolique :

P (O) :=
{
g ∈ G: lim θ(a)gθ(a)−1 existe dansG

}
;

l

l

e :
a→0

tout cela est indépendant duθ choisi (cf. [3, prop. A1]). Enfin, on noteWL(O) le groupe de Wey
deL(O) etWL(O) := {w ∈W : ∀v ∈ WL(O), l(wv) = l(w) + l(v)}. 5

Cela étant posé, siOw,w,σ est uneB × B−-orbite deX (avecw ∈ W et σ un cône maxima
de E+, alors, d’après [3, §1.1 et §2.1], c’est laB × B−-orbite du point(w,w).zO ; de plus,
w ∈WL(O).

Or, d’après [3, (ii) du théorème du §2.1], siO′ est uneG×G-orbite deO, alors l’intersection
O′ ∩B ×B−(w,w).zO est propre dansO et ses composantes irréductibles sont de la form

B ×B−(wv,wv).zO avec v ∈ WL(O) tel quel(w) = l(wv) + l(v).

Mais alors on a :l(wv) = l(w) + l(v) (car w ∈ WL(O) etv ∈ WL(O)) et donc :l(w) =
l(w) + 2l(v), d’où : v = 1.

En particulier,O′ ∩B ×B−(w,w).zO = B ×B−(w,w)zO′ est irréductible.
Supposons maintenant queO′

w′,w′,σ′ ⊆ Ow,w,σ. On a alors :O′ ⊆ O = G × GOw,w,σ. Soit
Oσ′ la G×G-orbite fermée correspondant àσ′ ; on a :

Oσ′ ⊆O′ ⊆O et :

O′
w′,w′,σ′ ∩Oσ′ ⊆Ow,w,σ ∩Oσ′

⇔ B ×B−(w′,w′).zσ′ ⊆ B ×B−(w,w).zσ′

⇔ Bw′B−/B− ×B−w′B/B ⊆ BwB−/B− ×B−wB/B

⇔ w′ � w

selon l’ordre de Bruhat.
Or, commeOw,w,σ etOσ s’intersectent proprement dansO, on a :

codim(Ow,w,σ,X) = codim(Ow,w,σ ∩Oσ,Oσ) + codim(O,X) = 2l(w) + codim(O,X).

De même :codim(Ow,w,σ,X) = 2l(w′) + codim(O′,X).
Par conséquent, si on suppose aussi quecodim(O′

w′,w′,σ′ ,Ow,w,σ) = 1, on a :

2
(
l(w′)− l(w)

)
+ codim(O′,O) = 1

avec l(w′) − l(w) � 0 et codim(O′,O) � 0. Cela n’est possible que sil(w′) = l(w) i.e. si
w′ = w. �
5.4. Réduction au cas torique

Pour conclure, il reste à déterminer les multiplicités[
Hi

X(t,t)(Lh) : End
(
L(µ)

)]
5 WL(O) est le sous-groupe deW engendré par les réflexions simplessα (α ∈ ∆) telles que :〈α, θ〉 = 0 et W L(O)

est l’ensemble desw ∈ W tels quew(α) > 0 pour toutα ∈∆ vérifiant〈α, θ〉 = 0.
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lorsquet ∈ W .
On va se ramener au calcul du caractère d’un groupe de cohomologie à support d’un faisceau

inversible sur une variété torique.

e

t

Grâce aux isomorphismes du lemme 5.1, on a un isomorphisme deT̃ × T̃ -modules :

Hi
X(t,t)(Lh) 
 H

l(t)
tU∩Ut(�Ut) � H

l(t)
tU−∩U−t(�U−t)⊗H

i−2l(t)
S(t,t) (Lh|T∩X0

).

Et, en utilisant les isomorphimes dẽT -modules suivants (cf. [25, lemme 12.8] ou [28, lemm
3.16] pour les deux premiers) :

H
l(t)
tUt−1∩U (�tUt−1) 
 M(tρ− ρ)

(le module de Verma de plus haut poidstρ− ρ)

H
l(t)
tU−t−1∩U−(�tU−t−1)
 M(−tρ + ρ)

(le module de Verma de plus bas poids−tρ + ρ), et

H
i−2l(t)
S(t,t) (Lh|T∩X0

) 

⊕
ν∈X̃

mνCν

(pour certains entiersmν
6), on obtient un isomorphisme dẽT × T̃ -modules :

Hi
X(t,t)(Lh) 


⊕
ν∈X̃

mν

(
M

(
t(ν + ρ)− ρ

)
� M

(
−
(
t(ν + ρ)− ρ

)))
.

Mais, comme les caractères des� × �-modules simplesL (à plus hauts poids) son
Z-linéairement indépendants, on trouve que, pour tout caractèreµ ∈ X̃+, la multiplicité selon
End(L(µ)) deHi

X(t,t)(Lh) vérifie :

[
Hi

X(t,t)(Lh): End
(
L(µ)

)]
=

∑
ν∈W∗µ

mν

[
M

(
t(ν + ρ)− ρ

)
: L(µ)

]
= mt−1(µ+ρ)−ρ

(cf. la remarque qui suit le théorème 4.4).
Dès lors, pour touti � 0 et pour toutµ ∈ X̃+, on a :[

Hi(X,Lh): End
(
L(µ)

)]
= mµ +

∑
t∈W,t
=1

mt−1∗µ.

Enfin, on rappelle (cf. la remarque 2 qui suit le lemme 5.1) que les variétés toriquesT ∩X0 et
T ∩X0 \ S(t, t) ont pour éventails :E+ avec|E+| = C+ et un ensembleE+

t avec

|E+
t |=

⋃
α∈Jt−1

α⊥ ∩ C+.

La formule de [30, th. 2.6] (cf.aussi [34, th. II.4.2]) permet alors d’exprimer les entiersmt−1∗µ

en fonction deh et des sous-espaces topologiquesC+ et
⋃

α∈Jt
α⊥ ∩ C+ deYR.

6 On considèreHi−2l(t)

S(t,t)
(Lh|T∩X0

) comme unT̃ -module grâce à l’action dẽT × {1} surT ∩X0 et surS(t, t).
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Cela achève la démonstration du théorème 2.1.
En fait, pour la cohomologie des fibrés en droites sur les variétés toriques, la méthode du

complexe de Grothendieck–Cousin aboutit directement à une formule qui fait intervenir la

entive et
ns. Un

ue

e

nt
cohomologie d’Ishida (cf. [34, th. II.4.4]).
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Annexe A. Un résultat sur les variétés toriques lisses

On va démontrer le lemme 5.2. On va utiliser les notations introduites dans l’énoncé ainsi q
les notations usuelles concernant la combinatoire des variétés toriques (cf.par exemple [30]) : en
particulier, la lettreM désignera le réseau dual deN .

(a) ⇒ (b) Si la limite existe dansX(E), elle appartient à un ouvert affine de la form
Ωτ = Spec(C[M ∩ τ∨]) pour un certain côneτ de l’éventailE .

Forcément,σ est une face deτ et, puisqueE est lisse, il existe une base(e1, . . . , en) deN telle
que :

τ = R+e1 + · · ·+ R+et et σ = R+e1 + · · ·+ R+es

avec des entierss � t � n. Pour tout a ∈ C∗, on peut identifier le pointγ(a).zσ de
Spec(C[M ∩ τ∨]) avec le morphisme additif :

M ∩ τ∨ −→ C,

m �−→
{

a〈m,γ〉 si m ∈M ∩ τ∨ ∩ σ⊥,

0 sinon.

Pour que cela converge dans la variétéX(E), quanda tend vers0, il est nécessaire et suffisa
que :

∀m ∈ M ∩ τ∨ ∩ σ⊥, 〈m,γ〉� 0.(∗)

Or, si on note(e∗1, . . . , e
∗
n) la base duale de(e1, . . . , en), on trouve que :

τ∨ ∩ σ⊥ = R+e∗s+1 + · · ·+ R+e∗t + Ret+1 + · · ·+ Re∗n.

La condition(∗) équivaut donc à :

γ ∈ Re1 + · · ·+ Res + R+es+1 + · · ·+ R+et.(∗∗)

Écrivons γ sous la formeγ1e1 + · · · + γtet avec γ1, . . . , γs ∈ R et γs+1, . . . , γt � 0. Soit
n0 := e1 + · · ·+ es. C’est un élément de l’intérieur du côneσ et, siη > 0, on a :

n0 + ηγ ∈ τ ⇔ (1 + ηγ1)e1 + · · ·+ (1 + ηγs)es + ηγs+1es+1 + · · ·+ ηγtet ∈ τ

⇔ ∀1 � i � s, ηγi � −1.

Cela est toujours vérifié, quel que soitε > 0, pour au moins unη dans l’intervalle]0, ε[. A fortiori
pour un telη, n0 + ηγ appartient au support deE . Ceci démontre le sens «⇒ ».
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(a) ⇐ (b) Soitn0 un point de l’intérieur deσ tel que la condition (b) du lemme soit satisfaite.
Comme le support|E| est une réunion finie de cônesτ ∈ E , il existe un tel côneτ et une suite
(ηk)k∈N de réels strictement positifs tels que :

rs

2

.

,

∀k � 0, n0 + ηkγ ∈ τ.

En faisant tendrek vers l’infini, on s’aperçoit quen0 appartient àτ . Par conséquent,τ rencontre
l’intérieur deσ ; ce qui n’est possible que siσ est une face deτ .

Comme nous l’avons vu dans la démonstration du sens «⇒ », pour que la limite en0 de
γ(a).zσ existe dans l’ouvertSpec(C[M ∩ τ∨]) deX(E), il suffit que :

∀m ∈ M ∩ τ∨ ∩ σ⊥, 〈m,γ〉� 0.

Or, sim ∈M ∩ τ∨ ∩ σ⊥, on a :

〈m,n0 + η0γ〉 = 〈m,n0〉+ η0〈m,γ〉= η0〈m,γ〉

carm ∈ σ⊥ et n0 ∈ σ. D’un autre côté〈m,n0 + η0γ〉 � 0 carm ∈ τ∨ et n0 + η0γ ∈ τ . Ainsi,
puisqueη0 > 0, on a :〈m,γ〉� 0. Cela achève la démonstration du lemme 5.2.
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