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COHOMOLOGIE DES FIBRES EN DROITES SUR LES
COMPACTIFICATIONS DES GROUPES REDUCTIFS

PAR ALEXIS TCHOUDJEM

RESUME. — On s'’intéresse aux compactifications équivariantes d’un groupe réductif quelcd@rigue,
complexe et connexe, vu comme espace homogéne @ourG. Pour un revétement fir@y de G, les
groupes de cohomologie des fibrés en droites sur ces compactifications sont naturellentént Ges
modules de dimension finie. On détermine, dans cet article, tou& ces7-modules en calculant leur
multiplicité selon chaque? x G-module simple. La formule obtenue est en particulier valable pour la
compactification magnifique d'un groupe adjoint et généralise aussi la description bien connue de la
cohomologie des fibrés en droites sur les variétés toriques compléetes. Notre méthode repose sur le complexe
de Grothendieck—Cousin, qui, giest I'algébre de Lie dé, est un complexe dg x g-modules. Pour
analyser ceg x g-modules, on en donne des filtrations dont le gradué associé fait intervenir des « modules
de Verma généralisés ».
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ABSTRACT. — We consider equivariant compactifications of some reductive complex and connected
group, G, considered as an homogeneous spacé&fer G. For a finite covering> of &, the cohomology
groups of line bundles over those compactifications are naturally finite dimengioraly-modules. We
determine, in this article, all thos@ x G-modules by calculating theinultiplicities along each simple
G x G-module. The achieved formula is in particular valid for the wonderful compactification of adjoint
groups and also generalizes the well known description of the cohomology of line bundles over complete
toric varieties. Our method is based upon the Grothendieck—Cousin complex whighthe Lie algebra of
G, is ag x g-module complex. We analyse thase g-modules by giving some filtrations in the associated
graduate of which, some “generalized Verma modules” occur.
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Introduction

Soit G un groupe réductif et connexe sUr Le célébre théoréme de Borel-Weil-Bott décrit
trés simplement la cohomologie des fibrés en droites sukigariétés de drapeaux, au moyen
des représentations irréductibles @e Notre but est d'établir un résultat analogue pour une
autre famille de variétés : les compifications équivariantes du grouge. Comme celui-Ci
est un espace homogene pour I'action, par multiplication a gauche et a droit@,xd€,
ces compactifications admettent une description combinatoire qui résulte de la théorie des
plongements des espaces homogéphériques (cf. [29]). On pentéme obtenir une description
combinatoire des fibrés en droitéssur une compactification équivariare
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416 A. TCHOUDJEM

Nous exprimons ici les groupes de cohomologieldsur X, en fonction de ces données
combinatoires. Pour un revétement fihide G, tel queL estG x G-linéarisable! ces groupes
Hi(X,L) sont en fait de<? x G-modules (pour tout > 0). Notre théoréme principal (2.1)
donne leurs multiplicités selon chaqdex G-module simple. Ce résultat fait intervenir des
« objets toriques » et, pour y parvenir, j'utilise ¢omplexe de Grothendieck—Cousin, tel qu'’il a
été introduit notamment dans [25]. C’est complexe fait de groupes de cohomologie a support
dans lesB x B~ orbites deX (on noteB et B~ deux sous-groupes de Borel opposésiet
dont 'homologie est exactement la cohomologig( X, L).

Dans le contexte des variétés de drapedancomplexe correspondant permet de retrouver
directement le théoréme de Borel-Weil-Bott. Pour ce qui concerne les compactifications, on a
besoin d’analyser un peu plus les groupes de cohomologie a support qui apparaissest. Si
l'algébre de Lie d&7, ce sont des représentationsde g. On en donnera des filtrations avec des
gradués associés plus familiers, en se servant de la structure de la compactification. Cela suffira
pour calculer les multiplicités cherchées.

Auparavant¢f. la proposition 4.7), ces filtrations aurants en lumiére I'tilité de considérer
G dans une compactification, pour préciser la structure de certaimsmodules intéressants du
point de vue de la théorie des représentations, comme, par exemple, les groupes de cohomologie
de G a support dans les doubles clasgasB .

LorsqueG est un tore, les compactifications sont les variétés toriques complétes; dans ce cas,
les groupes de cohomologie des fibrés en droites ont été déterminés par DeroaZlidg) (

Notre résultat est aussi une généralisation de ce théoréme de Demazure.

D’autre part, lorsqué- est semi-simple adjoint, une compactification particuliéré&dest sa
compactification magnifique construite par De Concini et Procesi. Pour cette compactification,
notre résultat a été démontré par la méme méthode, de maniére indépendante par &. Kato (
[24]), et aussi annoncé dans [33].

Notations

Ici G sera un groupe réductif et connexe &lrd’algébre de Liey. On choisiraB un de
ses sous-groupes de Borellétin tore maximal deé3 ; on appelleraB~ le sous-groupe de Borel
opposé &, relativement & (i.e. tel queB~ N B =T'). Soient® et le systéme de racines etle
groupe de Weyl déG, T'). On noterad™ I'ensemble des racines positivés; celui des racines
négativesp la demi-somme des racines positives, ety §i W, w x A := w(A + p) — p pour tout
caractére\ deT'. SoientA la base deb définie parB, [ la fonction longueur correspondante sur
W etwy I'élément le plus long d&V. Le rang de&&, c’est-a-dire le cardinal dA, sera noté-.

Les variétés considérées dans ce texte seront des variétés algébridies sur

1. Rappelssur lescompactifications de groupes

Aprés la définition généraleed compatifications de groupes s'intéressera surtout aux
compactifications régulieres. On rappelle cette notion en 1.2 et aussi les données combinatoires
qui caractérisent les faisceaux inversibles sur ces variétés.

1.1. Définition générale

On appelle compactificatiof@quivariant¢ de G toute variété compléte, normale qui contient
G comme ouvert et ou I'action par tiiplication a gauche et a droite d& x G sur G se
prolonge.

1Un tel revétement existe toujouck [26, remarque p. 67].
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COMPACTIFICATIONS DES GROUPES REDUCTIFS 417

Par exemple, g7 = SL(2,C) et siM(2,C) est 'espace des matrices d’ordrda quadrique
deP*:

Q:={[M :t]eP(M(2,C) x C): det M =t}
est munie d’'une action d€ x G définie par :
GxGxQ— Q,
(90,91, [M :1]) — [go Mgy " : 1.
Pour cette action et pour l'inclusion :

G— Q,
M +— [M : 1],

Q est une compactification lisse d&

Voici un autre exemple : sG = PGL(2,C) = SL(2,C)/{£1d}, alors I'espace projectif
P(M(2,C)) est une compactification lisse d&

D’apres [3], dans une compactification du grodpeout point fixé par le tore maximdl x T’
appartient a une orbite fermée dex G. Nous verrons plus loincf. la partie 4.3) que c’est
un avantage, par rapport aux compactifisasi d'autres espaces homogenes sphériques, pour
déterminer la cohomologie des fibrés en droites.

1.2. Compactificationsrégulieres

La notion de variété réguliere a été introduite par Bifet, De Concini et Procesi darts.[9],
aussi[3, 81.4]et[7]:

DEFINITION 1.— On dit qu'une variétéX, munie d’'une action d&: estréguliére si les
conditions suivantes sont vérifiées :

1. X estlisse et a un@-orbite ouverte et densg&2 dont le complémentaire est un diviseur a
croisements normaux. On appelleligiseurs limitropheses composantes irréductibles de
X —X2.

2. Chaque adhérence @eorbite est I'intersection transverse des diviseurs limitrophes qui la
contiennent.

3. Siz € X, alors sur I'espace normal@ - = dansX, le groupe d'isotropie de agit avec
une orbite dense.

DEFINITION 2.-— Les compactifications réguliéres @esont les compactifications (équiva-
riantes)X deG qui sont régulieres commg x G-variétés.

Exemples—

— Les variétés toriques complétes lisses sont les compactifications régulieres des tores.

— La compactificatior® de 1.1 est une compactification réguliére.

— Pour un groupe adjoir (i.e. de centre trivial), De Concini et Procesi ont constrait (
[13]) une compactification lisse, « canonique », ou « magnifiqué »de G ; on peut
la définir comme l'unique compactification réguliére @eavec une seulé& x G-orbite
fermée. L'espace projectif(M (2, C)) est, par exemple, la compactification magnifique de
PGL(2,C).

Jusqua la finX sera une compactification réguliere dé
Avant d’énoncer le théoréme principal sur les groupes de cohomologie, fixons les notations
qui concernenk :
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418 A. TCHOUDJEM

1.2.1. Caractérisation combinatoire de la compactification
On fait d’abord appel a deux réseaux en dualité : le réséales caractéres dé et celui,),
des sous-groupes a un paramétrd'dé®n poseratk := X @ R et Yr := Y ®R. On notera ;
Z Z

(,): X xdr—R

le crochet de dualité usuel.
Soit :

Cti={vedr: VaeA, (a,v) >0}

I'adhérence de la chambre de Weyl positive.

On va définir une subdivision d&" associée X.

Pour cela, soifl” 'adhérence d&” dansX. SurG, la restriction de I'action d& x G & la
diagonale d€", diag(T'), est donnée par :

YgeG,VteT, (tt).g=tgt "

Elle se prolonge X. La variété des points fixés par le tore diagodial(7") est lisse ¢f. [22,
prop. 1.3]) efl” en est une composante irréductible. Pour I'actioff'degauche (i.e. pour I'action
deT x {1}), T est donc une variété torique compléte lisse ; on dotéventail associé al.
CommeT est completeg est une subdivision d@k (i.e. : .. 0 = V) et commeT est
invariant par I'action de la diagonale du groupe de Wey! :

diag(W) := {(w,w): we W},

& est aussiV-invariant. Il résulte de [3, prop. A2] queé= WET ou £ est la subdivision de
C™* formée des cones d&contenus dan§™. De maniére analogue au cas torique, les cones de
I'éventail £ parameétrent des orbites : I65x G-orbites deX (cf. encore [3, prop. A2]). Pour
touto € £, on désigne pat, le point-base correspondant dahet parO,, saG x G-orbite.
On dira quez,, est le point-base de 'orbite?,,. Parfois on noterap_, le pointz,.

LesG x G-orbites fermées dX correspondent aux cones g de dimension maximale.
Lorsqueos est un tel cone;, a pour groupe d’isotropi&~ x B; d'ou :

(GxG) 2,~G/B~ xG/B

(cf.[3, prop. Al ii)]).

Remargue- Réciproquement, toute subdivision@e dont tous les cones sont lisses (c’est-a-
dire engendrés par un début de base du ré3®aorrespond a une compactification réguliére de
G. Par exemple, la subdivision triviale formée @e et de ses faces définit la compactification
magnifique d&~ (si G est adjoint).

On va maintenant préciser les « objetsdags » correspondant aux faisceaux inversibles
surX.

1.2.2. Caractérisation combinatoire des faisceaux inversibles

On choisit au préalable une isogénis’y — G telle quePic(G) = {0} (cf.[23] ou [26, prop.
4.6]). Tous les faisceaux inversibles irsont alorsG x G-linéarisables.

On noteraB, B—, T, X, ) les ensembles correspondan8aB~, T, X, ) pourG.
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COMPACTIFICATIONS DES GROUPES REDUCTIFS 419

Grace a la paramétrisation des fibrés en droitedes variétés sphériques de [1, Section 2.2],
on obtien? celle des fibrés en droites si par lesfonctions linéaires par morceaux sdr-,
adaptées a la subdivisiafi. Il s’agit des application :C*+ — R telles que pour tout céne
de&T ettoutn € o, h(n) = (hs,n), pour un certairh,, € Xx.

THEOREME 1.1 [1, §2.2]. — Etant donnée une fonction linéaire par morcedwCt — R
a valeurs entiéres sup’ N C* et adaptée a I'éventaif*, il existe un faiscealt, inversible et
G x G-linéarisé surX, tel que, pour toute orbite fermé®, (o cone maximal dé*), le groupe
B~ xB opére avec le caractefg,,, —h,) dans la fibreZ|,_ .

A isomorphisme de faisceatgk x G-linéarisés surX prés, £ est unique et on le noteL,.
On obtient ainsi, a isomorphisme dex-modules pres, tous les faisceaux inversiblesXur

On conservera cette notatiofy, pour le faisceau inversible gt x G-linéarisé surX
correspondant a la fonction linéaire par morceaux

Remarque- D'apres [27, lemme 2.2], deux linéarisations (p6Ux G) d’un méme faisceau
inversible£ surX différent d’'un caractere d& x G. En conséquence, c'est a translation pres
par un caractére d& que le faiscead définit la fonctionh.

2. Description dela conomologie des faisceaux inver sibles sur une compactification de
groupe

En premier lieu, on énonce le théoréme priatipour une compactification réguliere. Ensuite,
on en donnera une version dans le cas particulier des compactifications magnifiques.

Remarque- Si X est une compactification equivariante quelconquesdé.e. seulement
normale), alors, d’apres [2], il existe une compactification régullrde G' et un morphisme
propre et birationnet : X — X tel que :

1) m9Og=9x, 2) Vi>0, R'm.Og=0.

En particulier, pour tout faisceau inversilfesur X, on a :H*(X, £) = H*(X, 7*L£) pour tout
1. Notre théoréme 2.1 est donc valable, eneéaénéralité, pour les groupes de cohomologie des
fibrés en droites sur les compactifications équivariantes.de

2.1. Casrégulier

_ Soit h une fonction linéaire par morceaux stf, adaptée & et a valeurs entieres sur
ynct.

Les groupes de cohomologié! (X, £;) sont des modules de dimension finie sous le groupe
G x G. lls se décomposent donc en somme directe de représentations irréductibles.Xiotons
(respectivemen’ ™) 'ensemble des caractéres dominantsidérespectivement d&’). Pour
chaques € X', soitL(u) le G-module simple de plus haut poids® Les seuls modules simples
apparaissant dans la dégpasition des groupes de cohomologié(X, L) sont les

End(L(p)) = L(p) ® L(—wop), pe xT.

20n utilise en particulier qué& admet un recouvrement par des ouverts isomorphes a des espaces affines et les
trivialisations des fibrés en droites restreints a ces ouverts.
3 Plus généralement pour chaques X'+, soit L (1) le g-module simple de plus haut poigs
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420 A. TCHOUDJEM

Nous allons exprimer leurs multiplicités au moyen des ensembles :
V(h,A):={neC*: (\,n) —h(n) >0}

ou \ € Xg. Pour abréger, on nofe+ X I'ensemble des caractergss Xk tels quey — h, € X
pour tout cone maximat de£+. On pose aussi

Ji={a€ At (a) <0}

et, pour chaque € A,
={necC*: (a,n)=0}.

On utilisera la notatiod*( , ) pour les groupes de cohomologie relative de partie¥ide
valeurs dan® (cf. par exemple [32, cha. 5, sec. 4, ex. 5]).
Cela étant posé :

THEOREME 2.1. — On a un isomorphisme d& x G-modules

H'(X,Lh) ~ €D mj,(1)End(L(1))

pex+

ol pour tout poids entier dominaptet tout entieri, la multiplicité m? (1) est égale a

> dimH”“”1(V(h,t*u),V(h,t*u)m U aL) +dim H*(CT,V (h, 1))
teW\{1} a€Jt

Sipu € h+ X etmi (1) =0 sinon.

Afin d'illustrer cette formule compliquée, voici quelques remarques et exemples :
1. Avec unG choisi de sorte que pour toyt € X et pour toute coracine, on ait :
(u,av) € Z, la conditionu € h + X s’écrit :
VneYNCT, (u,n)—h(n)eZ.
2. LorsqueG =T, on adans ce cas:
W={1}, A=0 et C'=)r.
On retrouve le résultat de Demazucé par exemple [30, th. 2.6]) :
mj, (1) = dim H (Vr, V (R, p)).

Toutefois, ce résultat est en fait utilisé dans la démonstratiota(section 5.4).
3. Lorsquei =0, on obtient tout de suite :

0 () = 1 sipourtout n €CT, (u, n) <h(n)etsip€h+ X,
0 sinon.

C’est un résultat déja connaf(par exemple [8, th. du §3.4]).
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COMPACTIFICATIONS DES GROUPES REDUCTIFS 421

Fig. 1. L'éventail ™.

4. Soit X (£1) la variété torique associée a I'éventsit. C’est un ouvert d€’ et, lorsque
1=0,1, 0u2, on obtient :

mj, () = dim (H* (X(5+),£h))#

la dimension de I'espace propre associé au caragtere

5. On va maintenant voir un exemple de calcul ou I'on trouve une multiplicité Lorsque
G = PGL(3,C), etG = SL(3,C), les groupes de cohomologie des fibrés en droites sur
la compactification magnifiqué’ sont des représentations dé(3,C) x SL(3,C) sans
multiplicité (c’est-a-dire que leurs multiplicités sobitou 1), cf. la remarque 4. Ce n’est
plus le cas pour les compactifications générales du méme groupe.
Soienta, 3 les éléments de la bage On note{w,,,wy } la base duale dé, 5} dansy.
SoitX I'éclaté de la compactification magnifique @de long de son uniqué&’ x G-orbite
fermée. C'est aussi la compactification régulieré&tassociée a la subdivision suivante de
la chambre de Wey!l positive :

C+:UQUO'B,

0% :=Rywy + Ry (wy +wy)
et:
o’ =Ry(wy +wy) +Riwy.

Soit h la fonction définie par :

(B—2a,n) sine€c?,

h =
() ( —28,n) sineo”
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(il n'y a pas d’ambiguité). Notons,, le faisceau inversible correspondant Xur

On va montrer que la multiplicité de la représentation triviatel(L(0)) dansH?(X, L)
vaut2.

On remarque d’abord que le caractére h + X. Ensuite, puisque gic W :

3-2()—120 < I(t)<1,

on a d’'aprés le méme théoréme :

> dimH0<V(h,t*O) V(h,t*0)N U5L>

te{sa,s8} 6e s
+ dim H*(C*,V(h,0)).
Or, d'une part :
V(h,0)={neC*: h(n) <0}
= {naw) + 1w} (na,ng) €RZN\{(0,0)}}

donc :H3(C*,V(h,0)) ={0}.
D’autre part, on montre que :

V(h,sqx0)={neC": —(a,n) — h(n) >0}
= {nawy +npwy: (na,ng) € RI\ {(z,2): 2>0}}
et:
V(h,sq % 0)Nat =R wg.
D'ou:
HO(V(h, 50 %0),V(h,sq x0)Nat)
=HO(Ry xR, {0} xR}) @ HO(RY, xRy, 0) =R.

On montre de méme, que :
V(h,sp%0) = {nowy + npwy: (Na,ng) € RE\ {(z,2): 2> 0}}
etque:

V(h,s5%0)N f# R* wa.

Donc : Ho(V (h,sg x0),V (h,sg x0) N 3+) =
Onaainsim;(0)=2. O

2.2. Casde la compactification magnifique

SoitG 4 le groupe adjoint d€ (le quotient deG' par son centre) & ,; sa compactification
magnifique ¢f. la section 1.2). On peut prendre pole\g; le revétement universel d&,4. Les
faisceaux inversibles su¥,, sont alors simplement donnés par un poids entierX. Soit z
I unlque point fixe deG,q pourB~ x B et pour G chaque € X, soitL, le faisceau inversible et

God % Gag-linéarisé suG o tel que le groupé3 x B opére dans la fibr€|, avec le caractére

(\,

).
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COMPACTIFICATIONS DES GROUPES REDUCTIFS 423

Onnote aussi) := > . A Za le réseau radiciel et pour chaque W,

Q: ::{ZWQQEQ: 7a>0<:>t_1(0<)<0}.

acA

Ona:

THEOREME 2.2. — Comme(/}\[;i X é\[;d-modules, pour tout > 0 :

H'(Gaa, L) = @D mi(1)End(L())
ueX+

avec chaque multiplicité} (1) valant le nombre deé € W tels qu’a la fois2i(t) + |J¢| =i et
txp €N+ Q.
Ce théoréme 2.2 est un cas particulier du théoréme 2.1 comme nous allons le voir tout de suite.

On remarque d’abord que, dans ce daest simplement un caractékede X. Soit; € X*. On
aalors:

V(A p)={necC*: (un)—(\n)>0}.

La conditiony, € h + X du théoréme signifie que— A € X.
On fixe ensuiter € X. SoitV := {n € C*: (v,n) > 0}. On va montrer (et cela suffira) que,
pour toutj > 0 et toutt € W\ {1} :

HJ(VJ/Q U aL) =R sij=|J)|—letsive @
a€dt

etqueH? (V,V N U,e, at) = {0} dans tous les autres cas.
Comme cela est vrai lorsqué = (}, on va maintenant supposer gden’est pas vide.
Puisquél” est convexe, on a, pour togt

HI (V,Vﬂ U ai> _ﬁj1<Vﬂ U oﬁ)

acJy acJ;

ou fl*( ) désigne la cohomologie réduitef (par exemple [32, chap. 5, sec. 4, §2)).
Par l'intermédiaire de la base dudley: a € A} de A dans), on identifieC* avecR? et
on définit une fonction :

ct— @ Rywy ~ Ri‘,
6€Jy

n= g nswy — g nswy .

dEA <

p:

Cette applicatiorp est continue et on s'apercoit que, restreintg & (J . ;, a’t, ses fibres
sont convexes :

vn e R, {nEVﬂ U aJ‘:p(n):no}ZQ)
a€J:

ou {n=n'+n’n! eRﬁ\Jt et(v,n') > —(v,n%}
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424 A. TCHOUDJEM

(on a identifiéP ,c a\ s, Riwy avecRﬁ\Jf). On en déduit grace a une suite spectrale de Leray
(cf.[19, chap. II, théoreme 4.17.1]) que :

wo(vn ) o(vo U o)

pour touty.
Mais, si on noté)R?" le bord deR 7, les égalités suivantes sont vérifiées :

p(Vﬂ U aL) :{neRf N U at: Int eRﬁ\Jt, (v,n) + (v,n") >0}

a€EJy acJy

:Rfﬂ ( U aJ‘\{nER'frﬁﬂ U at: (v,n) <— sup <V7”1>})

a€Jt a€J: 1ERA\ Tt
=0R{ ou IR{\ {ne€dR]: (v,n) <0}
Doncp(V N, @) estun espace contractile sauf s'il est de la forme :
(©) ORI\ {0},
Dans ce cag(V MU, , a*) est homéomorpheR! =1\ {0} et :
ﬁ-j_1<Vﬂ Uaj_): 0 sij—1#|J|-2,
aed R sij—1=|J] -2

(cf. par exemple [32, chap. 4, théoréme 6]).
On est dans cette situatid®) si et seulement si :

{nedRy: (v,n) <0} ={0}

et on vérifie que c’est équivalent & € Q;.
Finalement, pour toute W\ {1}, touti > 0 et tous), i, on retrouve que :

HZ'?l(t)1<V(/\,t*u),V()\,t*H)m U 0*) =R
aEJy
sii=2I(t) + |Ji| ett x u € A + Q; et que dans tous les autres cas :
Hi—2l(t)—1<V(/\7t*ﬂ)’v()\,t*‘u)ﬂ U al> ={0}. O
a€EJy

Remarques et exemples
1. Pour tout poids entier dominantet tout faisceau inversiblé surG .4, la multiplicité du

G x G-module
P H (Cua L)

i>0

selonEnd(L(u)) est majorée par l'ordre dé’.
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2. Quel que soit le poids entier dominant’ensemble des degrésn lesquelsi®(G .4, L)
a une multiplicité non nulle seloBnd(L(x)), pour au moins un faisceau inversitileest
exactement :

{20(t) + | Je|: te W},
On en déduit, par exemple, queisi 1,2, ou4, alors :

H'(Gag, £3) = {0}

pour tout groupé&- et tout caractéra.
3. Soit{w,: a € A} la base des poids fondamentaux. Posons pour toute padge\ :

Py ::{Zpawa: Va,pQEZet[pa<—1<:>Oc€J]},

aEA
Q= {Z Gac: Vo, o € Z et[qq >0<:>a€J]}.
aEA
Avec ces notations, gi est dominant, la bijectiow — w * . de W surW * u induit une

bijection :

{teW: tsper+Q} > [ J{veWsun(A+Qs) NPy}
JCA

Si v est un poids entier tel que+ p est régulier, alors on note™ 'unique poids dominant
de W x v. On déduit de la bijection ci-dessus que I'ensemble des poids enttets que
End(L(v*)) apparaisse dans la décomposition de la représentation :

@Hi(G—wia ‘CA)

i>0

est exactement I'ensembile :
Ux+e)np;.
JCA

4. On obtient aussi que, pour tous les groupes adjint® rang2, les multiplicitésm (1)
sontO oul.
En effet, soitA := {«, 8} ; soientw, wy € W vérifiant :

Wi * €N+ Quyj,s

20(w;) + |, | =1
pourj=1,2etun0 <i<dimG (sii=0 oudimG, on sait déja que les multiplicités
m (1) sont0 ou 1).
On a alorsJ,,; = {a} ou {B3}. Si Ju, = Ju,, alorsi(w;) = I(wz). On vérifie que cela

entraine w; = ws.
Si Jw, # Ju,,alorsona:

/\+Q{a}ﬂp{a}#@ et )\-i-Q{g}ﬂP{ﬁ}#@.

Mais cela est impossible pour chacun des systémes A1, Az, Bs, Go.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



426 A. TCHOUDJEM

5. On déduit aussi de la formule du théoréme 2.2 que poud@ittout caractéra € X, les
représentation&l®(G .4, £,) sont sans multiplicité. En effet, on a :

W)+ |Jwl=3 < FaeA, w=s,.
De plus, sip € X, A€ X eta, B € A, alors :
(%) Sa*pUEX+Qs, e sgxpu€A+Qs, = Sa*p—5g*x€Qa—Qp.
Mais comme :

Saxp—sgrp=—u,a)+1)a+ (uB")+1)p

<0 >0

et puisque :

Q(! - Qﬁ g Z>Oa - Z>05+Z(A \ {aaﬁ})a

il faut que« = 8 pour que la conditioif«x) soit vérifiée.
6. Les multiplicitésm? (1) peuvent néanmoins étre différentes@eu 1 : si par exemple,
G = PSO(8,C) (c’est le typeD,), on peut montrer a l'aide de 3. que paut 5 :

VueXt, neX, m3(u)=3.

7. Contrairement au cas du théoréme de Borel-Weil-Bott, il peut arriveng@e) > 0 pour
plus d'un degré () et i étant fixés). Par exemple, lorsqGeest le groupe adjoint de type
F, on obtient grace au théoréme 22il existe une infinité de caractérase X’ tels que
m3i%(0) >0 etmil(0) > 0.

Maintenant, on va démontrer le théoréme 2.1.
On aura besoin dg, I'algébre de Lie d&=. On notera aussi/ (g) son algébre enveloppante.

On procéde en trois grandes étapes. On commencera dans la section qui suit par rappeler la

définition des groupes de cohomologie a suppor ebimplexe de Grothendieck—Cousin, ceux-
la apparaissant dans celui-ci. Dans le contexte du fibré en dibjtear la compactificatioiX,

ce complexe a un double intérét. Non seulement son homologie est exactement la cohomologie
H*(X, L), mais ses termes, qui sont des groupes de cohomologie a support, sont aussi
des représentations dex g dont on peut décrire précisément les sous-quotients simples de

dimension finie, avec leurs multiplicité®n va étudier ces groupes de cohomologie au cours
de la deuxiéme étape. Pour cela, on ne perémen se plagant dans le cadre plus général des
variétés régulieres. Grace a cette étude, orrmaoen la derniere étape éliminer la plupart des

termes du complexe de Grothendieck—Cousin. Pour ceux qui resteront, on se raménera d’abord
a la détermination de groupes de cohomologie a support dans des variétés qui sont « presque des

espaces affines ». Enfin pour conclure, on rédtgut a un calcul dans le contexte torique.

3. Cohomologie a support

Avec la définition des groupes de cohomolog®i@port, on redonne un résultat d'annulation
gu’on utilisera souvent.
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3.1. Définition et théoréeme d’annulation

SoientX un espace topologique 8 C Z; C X deux fermés d&. SoitF un faiseau abélien
surX.

DEFINITION 3.—On notd", ,, () le quotient de groupes abéliens :

{UGF(X) g |X\Z]:O}/{0'€]:(X) G|X\Z2:O}'

On appelle alors «-éme groupe de cohomologie ¢ a support dans/, /Z, », et on note

Hél/zz (F), le i-eme groupe dérivé a droite du foncteur :

fHFZl/Zg(F) .

Si Z est seulement localement fermé dahson définit : HY, (F) := H%/E\Z(]:)'

Cette notion généralise celle de cohomologie « tout court », en effét(:F) = H' (X, F).
AT'oppose, pour tout : Hj(F) = H} ,,(F) = {0}.

On définit également, pour toutle i-eme groupe de cohomologie |OC&@1/Z2 (F):cest
le faisceau associé au préfaisceau :

U H%mU/ZmU(ﬂU)-

Dans le contexte des variétés on a :

THEOREME 3.1. — Soit X une variété lisse et irréductiblg une sous-variété affine dg,
lisse et irréductible. Alors, pour tout faisceaticohérent et localement libre su¢, on a:

Vi # codim(Z,X), Hy(F)=1{0}.

Démonstration— D’une part, puisqué& est une sous-variété affine, d’apres [25, th. 9.5 d)] (ou
cf. [34, annexe Al]), pour tout:

HY(F) =T (X, Hy(F)) .
D’autre part, comme le faiscedt est localement libre et comniget X sont lisses, on a:
Vi #codim(Z,X), HL(F)=0

(cf.[18, th. 3.8] et [17, exp. llI, lem. 111.2]). O

Remarque- La condition « sous-variété affine, lisse et irréductible » est par exemple vérifiée
par lesB-orbites deX, pour un groupe connexe et résolublajui opére surX .

Rappelons aussi que pour ufievariété X, pour une sous-varieté quelcongi&e X et pour
un faiscealG-linéarisé surX, G. Kempf a montré que les groupes de cohomolaéffiéF) sont
naturellement deg-modules ¢f. [25, 11.1, 11.3, 11.6]).

3.2. Théoréme de Grothendieck—Cousin

Ce théoréme met en lumiére le rble de la cohomologie a support.
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THEOREME 3.2 [25, th. 8.7 (b)]. < Soit X un espace topologique. Soi D Z, D Z; D
-+ D Zyn D Zny1 = 0 une filtration deX par des sous-espaces fermés.
(a) Pour tout faisceauF abélien surX, on a un complexe, le complexe de Grothendieck—
Cousin » :

0 dO 1 dl dnfl n
O_’HZD/Zl(]:) *Hzl/zz(]:) == Hyp (F)—0.

(b) Side plus la condition suivante est vérifiée

¥p,¥g#£0, Hy'l, (F)={0} (%),

alors pour touti > 0, Hg() (X, F) estlei-éme groupe d’homologie du complexe

0= HY, 1, (F) 5 HY, 7 (F) S 50 (F) S0,

D’aprés le théoréme 3.1, la conditi¢x) est vérifiée quand les trois suivantes sont remplies :

— X est une variété algébrique lisse et irréductible,

— F estun faisceau cohérent et localement libreJsur

— pour toutp > 0, la sous-variét&, \ Z,,. est vide, ou est lisse et de codimension pure

dansX.

Appliguons ce théoréme au faisceau inversibjeet a la compactification régulied€. On a
donc besoin d’une filtration dX par des fermés. Notorfs, la réunion des3 x B~ -orbites de
X de codimension: p (p est un entier positif). On considérera la filtration :

X=Zyg2DZ1 D2+

Puisque la variét& n’a qu’un nombre fini d&B x B~ -orbites €f.[3, §2.1]) et que I'adhérence
d’une orbite est une union d’orbites de codimension plus grande, poyr 10t les Z,, sont des

fermés.
On va analyser le complexe de Grothendieck—Cousin qui apparait :

0— H%U/Z1 (Lp) — Hél/z2 (Lp) =+

C’est un complexe dg x g-modules dont lg-iéme terme est :

ng/zp+1 (Ln) = Hgfzp+1 (Ln) = @HS(‘Ch)a
Q

cette somme se faisant sur IBsx B~ -orbites() de X de codimensiom. De plus, comme le
faisceaul, estG x G-linéarisé surX, pour toutes lesB x B~orbites) de X, 'action de

l'algébre de Lie de&B x B~ s'intégre en un/e\gction (rationnelle) du groupex B—. Ondit que
les groupesi} (L) sont desy x g — B x B—-modules ¢f. [25, pp. 373, 374, 384]). Pour les
étudier, on va en donner des filtrations. C’est I'objet de la partie qui suit.

4. Filtration des groupes de cohomologie a support

Dans toute cette partie sera une variété compléete et réguli§mour le groupe’).

4Dans [25], ce théoréme est démontré dans le cagyoit X ; la généralisation ne pose aucun probléofe[{1, lem.
1.2] ou [34, annexe A2]).
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Soit L un fibré en droiteg-linéarisé surX. On va filtrer les groupes de cohomologie de
L a support dans ung-orbite Q2 de X. Notre but est d’obtenir, comme gradués associés des
g-modules trés particuliers : des groupes de cohomologie de fibrés en droites sur un espace
homogeéne/H et a support dans ung-orbite BH/H, avec un sous-grougé de G contenant
T. Pour ces groupes de cohomologie, le suppdit/ H est un espace affine et on peut calculer
leur caractere comniB-modules. De plus, lorsqu&/H est une variété projective (c’est-a-dire
une variété de drapeaux), ces modulast sles représentations familieresgledes modules de
Verma généralisés.

En fait, on ne s’attaque pas directement aux groupes de cohomologie a support dans les
B-orbites. On étudiera d'abord la cohomologie a support dans les cellules de Bialynicki—
Birula (dont on rappelle la définition ci-dessougour obtenir les filtrations voulues, c’est plus
commode. Ensuite, on passera au cas ou le support est-ongite. Enfin, on verra qu’on aboutit
au cas évoqué ci-dessus, aéetH projective, lorsque tous l&8-points fixes deX sontdans une
G-orbite fermée (comme on I'a vu, cette derniére condition est satisfaite par la compactification
réguliereX).

4.1. Lescelluleset lesorbitesdesvariétésréguliéres

Dans les variétés régulieres, les cellules deyBi@ki—Birula jouent un réle remarquable; elles
permettent notamment de paramétrerfiesrbites et on les utilisera aussi pour les filtrations de
groupes de cohomologie a support.

L'ensemble des points fixes dé dansX est fini (car d'une partX n’a qu’'un nombre fini
de G-orbites et d'autre part, le groupe de Weyl @eopére transitivement sur 'ensemble des
points fixes de chaqué-orbite). Notons leX 7. Il existe un sous-groupe a un paramétr@e
T), dominant (c'est-a-dire tel que pour taute A, {(«, ) > 0) et dont les points fixes, dad§,
sont aussi fixés pdar (cf. par exemple [5, lemme 2.3]).

Fixons pour toute cette partie un t¢l

Soitz € XT. L'espace tangent X enz, T, X, est unT-module. La cellule de Bialynicki—
Birula

X(z):= {yEX: iig%g(a).y:x}

est une sous-variété d€, isomorphe 7, X ), le sous?-module deT,, X engendré par les
vecteurs propres de poids « positifs » (i.e. ceux dont le crochet@esst positif) €f. [5]).

On notera(7,,X)_ le sousT-module deT,X engendré par les vecteurs propres de poids
« négatifs ». S¥ est une sous-variété fermég&invariante deX, on noteraZ(z) := X ()N Z

la cellule de Bialynicki—Birula d&Z associée & et a¢. Ces sous-variétéx (z) (et Z(x)) sont
B-invariantes car, pour tobte B, la limite

lim ¢(a)b¢(a™")

existe et appartientd. Désormais, on appellera simplemeastliulesles cellules de Bialynicki—
Birula associées aux points d&” et ac.

On peut retrouver le®-orbites deX grace aux cellules. En effet, d’aprés [10, §2.1, p. 219 et
prop. du §2.3], d’'une part l'intersection d'une cellule et d'urerbite deX est soit vide soit
une B-orbite ; d'autre part, on obtient ainsi toutes Bsorbites deX..

4.2. Filtration dela cohomologie a support dansles cellules

Soit D I'ensemble des diviseurs limitrophes de(ce sont les composantes irréductibles de
X\ X2, cf. la définition 1). Soitr € X ™. Pour étudier les groupes de cohomologie a support
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dans les cellules, notre méthode consiste a fittedwn I'ordre d’annulation le long des diviseurs
limitrophes. Et, pour se ramener a de la cohomologi€sur et a support danB - z, on utilisera
notammentqueX (z) NG -z =B - z.

Soit Z une sous-variété ferméé&-invariante et irréductible, d&.X (z) qui contientz. On
noteraz(z) la codimension de la cellul(z) dansX etb(z) celle de 'orbiteB - = dans I'orbite
G - z. D'aprés le théoréme 3.1, pour tout faisceltilocalement libre et de rang fini su¢, on

a: Hg(m)(/\/l) = {0} si i # z(x). Le théoréme suivant concerne le groupe de cohomologie a

supportH;((?) (M).
THEOREME 4.1. — SoitM un faisceau cohérent, localement libre(étinéarisé surX . Pour
tousm > —1,n > 0, on noteM" le faisceaud , M(FE) ou E décrit 'ensemble des diviseurs

de laforme
Z (mD + l)D — Z npD
DeD DeD
ZCD z€D,ZZD
avec des entiersip,np > 0 vérifiant: Y ,mp=met) ,np =n.
Alors, avec ces notations, on a une filtrationgtenodules

mHm= |J B

m>=—1,n>0

décroissante selon I'indice, telle que, pour tous:, n > 0, on ait:

Fl={0}, (Er=rr"

n>=>0

et dont les quotients successifs sont
n/ n+1 — B-m( n|GI)

Remargues-
1. Dans la suite, on appliquera ce théoréme a des faisceaux inversibfés sur
2. Si on supprime I'hypothése@-linéarisé », on perd seulement le caracig#quivariant
de la filtration.
3. On anoté pour tout diviseud de X, M (D) le faisceauM ® Ox (D).
Ox
Démonstration— Pour tout schéma’, le signe¥ symbolisera le dual de® x,-modules. On
emploiera aussi les notations suivantes : pour tous feffnés 7, de X,
— 1y /2, le faisceau d'idéaux de définition d&; dansZ, (et parfois, pour abréger :
Tz, =1z /x);
- Nz, )z, = (IZI/Z2/I%1/22)V le faisceau normal d&; par rapport &7, (cf. [21, déf. du
88.19]);
- Wz, /7, = /\Zrzlj\/zl/z2 le faisceau canonique dg par rapport &, lorsqueZ; et Z,
sont lisses et irréductibles, de dimensions respectives z, (cf. [20, déf. b), p. 141]).
On notera enfirb? la puissance symétriqyeieéme.
Remarquons pour commencer que, d'aprés [3, th. du 81.4GY(x) = Z et que, d’aprés
[7, début du §2.4], on a des décompositions en faisceaux inversibles :
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Nzxlez= @ OxD)gm

DeD,DDZ
Ne.o/zlagz= @ Ox(D)lg=
DeD
D3z,D2Z
wZ/X|m=°3X< > D)|m-

DeD,DDZ

1.Cas oliZ = X. On a alors M|z =M ® S"J\/V_ . On va filtrer selon I'ordre
d’annulation le long d&- - = : on remarque, eﬁectlvement un Un>0/\/l ®I" dou:

H S (M) = hix:)H;((”;))(M ® To).

On va voir que cette limite directe est en fait une réunion (croissante) et on va en déterminer les
guotients successifs. Pour tout> 0, on a une suite exacte courte :

n+1 n n \Y
d’ol I'on dérive une suite exacte :

() 0= HID(MeIE) - HI (M) — Hi (M@ S"NE—, ) —0.

Gz/X
En effet, commeZ(z) est une sous-variété affine et lisse e d’'une part, on déduit du
théoréme 3.1 que pouts z(z), H;(z) (M®IZ—)={0} et d'autre part, commg(z) etG - x

se coupent proprement dafis= X ( cf. [3, ii) du th. du §1.4]), ave& (z) NG -z =B - z, et
Nm/x est localement libre su¥ - =, on a de méme :

Vi 2(2), Hy(M®S"Ng= ) =Hp (M®S"Ng ) ={0}.

Posons alors F := 2((?) (M ®IZ—) pourtoutn > 0. On a bien :

_ gy*(@)

n=0
et grace ax) :

0 /770 Z(r) 0
Fn/FnJrl (M |Gw)
pour toutn.
Pour terminer, vérifions qlﬂn>0 " ={0}. Pour cela, on montre que la suite des caractéres
desT—moduIestj tend verd). On ne calcule pas exactemees caractéres mais on les majore ;

et c’est suffisant. On utilise les notations suivantes :
— si) € X (le réseau des caractérestg e* sera le caractére dii-moduleC,, la droiteC

ouT agitvial;
— si M estunT-module, on noter&\/| son caractére, c’est-a-dire la somme formelle :
Z dim M, . et
Aex
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ou, pour chaque\ € X, M, est I'espace propre associé (ce sont les notations de [15,
§87.5.1,7.5.2)).
CommeZ(z) est une cellule de Bialynicki-Birula d€ - = et comme le faisceaiM est
cohérent, on a, d'aprés [34, th. 11.3.2], I'inégalité suivante de caractéeres :

[P0 = [Hy D) (M@ TE)]

<[(S(TX) 1)) [STeX) ] - (w0 jazle] - M) [T la]
pour chaque: > 0 (la lettre.S désigne la somme directe des puissances symétrigigeses, sur
tous les entiers naturels.
Or, on a aussi I'inégalité :

Ta7lal < Tzl

De plus, les poids dif'- moduleZs—]|,, sont a fortiori des poids d@-module

L(Z (), Tel2(0)

qui est un soug=-module strict de0(Z(z)) = (S(T,X)+)* (car lintersectionG -z N Z(z),
contenantz, est non vide). Donc les poids,,..., A, du T- module 74— —|, Vérifient tous :
<)\i, C> <0.

Il en résulte que la suite des caracteres

Tozl]” =[e + - e

et, en conséquence, celle des caract@rstendent vers.
Cela termine la premiére étape.
2.0n se ramene au cas de I'étape précédebBtapres [7, prop. 2.5], la variét& (comme
toute adhérence d&-orbite) est encore réguliére. Notonsa codimension danks.
PuisqueZ(x) C Z, grace a [18, th. 2.8] et a [25, lem. 8.5.d)],on a:

Hy (M) = hI>nOH 207 (BxtE (Dx/TF . M)).

Cette limite directe est encore une réunion croissante. En effet, on tire de la suite exacte courte :
0— S’”Ng/x —Ox /TP - Ox/TF —0
une autre suite exacte de faisceaux :
0— Bxt? (Dx/TJ, M) — Bxt}  (Ox /Ty + M) — Ext?  (S"NY,x, M) — 0.

Or, puisque le faiscead™ est localement libre sur, on a, d'aprés [20, prop. I11.7.2] :

2/x
MEX(SmNg/X,M)sz/X ®SmNz/x QM

qui est un faisceau localement libre str

Donc, en posank™ := H;((z))fz(ng(i}x/lg,/\/l)), on obtient une filtration croissante

HZ((Z)) (M) =U,,»0 F™ de quotients succesifs :
Fml = HZ((?)_Z(WZ/X ®@S"Nz/x ®M).
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On peut alors appliquer la premiére étape a la variété réguliee¢ au faisceau localement
libre : wy/x ® S™Nz/x ® M. On trouve pour toutn > —1, une filtration décroissante

Fm—’_l/Fm:Un}OF;n. PUisque/\/l$|m=wz/X ®SmNz/x ®M®SnN&/Z1 ona:

Vm,n, Fy [Foyy = Hat (M2|6.0).

On conclut la démonstration en prenant paijt le relevé deF,  dansF™+! (m > —1). O

Soit 2 une B-orbite de X, etb sa codimension. On va maintenant exprimer les groupes de
cohomologie a support dafisa I'aide de groupes de cohomologie a support dans une certaine
cellule. Pour cela, on va utiliser que 'orbife est l'intersection de la&=-orbite G.Q2 et d’'une
cellule X (). Ici, le pointx est la limitelim, .o {(a).y pour uny quelconque dé€ (cette limite
est indépendante dychoisi).

NotonsZ I'adhérence de l&-orbite G.Q2 et D la somme des diviseurs limitrophes contenant
2 mais nort). Dans le théoréme précédent, on a étudié les groH@g@m)(M) pour un faisceau
localement libreM sur X. lls apparaissent dans la filtration de la proposition suivante :

PROPOSITION 4.2. — Soit M un faisceau cohérent, localement libre(étlinéarisé surX.
Alors, on a une filtration croissante demodules

HH(M) = HY, () (M(ED)).

k>0

Démonstration— PuisqueG.Q = Zo \ D, on a :G.Q = Zg(x) N (X \ D). Or si on note
j: X\ D — X linclusion canonique, on a:

lim M (kD) = 1. M| x\p -
k>0

Or, j est un morphisme affine (il suffit de le vérifier pour chaque diviseur limitrophe, qui est
lisse); dou:

HE(M) = H}) 1 (4, ayy(Mlx\D) = Hy () (M| x\p) = lim Hy, , (M(kD)).
k>0

En outre, les morphismes :
Hgn(z) (M(kD)) - Hgs’z(z) (M ((k + 1)D))

sontinjectifs pour tout > 0 (car chaque composante irréductible/deoupe propremeriiq ()
dansZg).

Par conséquent, on a la filtration vouluex
4.3. Suitesdecomposition

Soit £ un faisceauG-linéarisé surX. On suppose encore que est une B-orbite de
codimensiorb dansX . En général, leg-modulesH{ (£) ne sont pas de type fini. Néanmoins,

ils admettent parfois une décomposition naturelle en somme diregterdmules de longueur
finie. C’est ce que nous allons maintenant étudier.
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Soit Z(g)’ 'ensemble des caractéres du cenfifg) de U(g). Rappelonsdf. [15, §7.8.15])
que siM est ung-module et siy € Z(g)’, on peut définir, par récurrence, une suite croissante de
sousg-modules del/ en posant ;

MQ:={0}, Vn>0, My :={meM:VaeZ(s), zm—x(z)me My},

On appelle la réunion croissanié, := Un>0 M I'espace propre géneralisé de poigsde
M. Remarquons que |, sont en somme directe lorsquelécritZ(g)’.

On reprend ici les notations du paragraphe 1.2.25UB, etc On supposera dans cette partie
queL est un faisceat:-linéarisé.

Pour chaque caractére centyatonsidérons I'espace propre généraligg,(£)), -

Suivant [25, pp. 373, 374, 384], les group (£) sont desy — B-modules; c’est-a-dire
que l'action de I'algébre de Lie dB (par restriction de celle d€) « s'intégre » en une action
rationnelle deB. D'aprés [15, §7.8.15)f. aussi [34, annexe C1]), il s’ensuit :

LEMME 4.3. —Commey-modules

HY(L)= P (H4(L),.

X€Z(g)

On va montrer (proposition 4.6) que les espaces propres générahi$g<)), sont des
g-modules de longueur finie lorsque le point fixé par T' et associé a laB-orbite Q2
(c’est-a-dire l'uniquer tel que2 = G.2 N X (x)) appartient & uné -orbite fermée deX. Ce
genre d’orbites? présente un avantage : dans les filtrations des grofif§g€) obtenues a
la section précédente, ce sont des greuge cohomologie de faisceaux sur I'orbite = qui
interviennent comme quotients successifs, et cette orbite est une variété de drapeaux. Ces groupes
de cohomologie sont, dans ce cas, danodules qui ont un caractére central connu, c’est ce
que l'on rappelle, entre autres, dans la section qui suit. Par conséquent, en fixant un caractére
centraly, on obtiendra, grace au théoréme et a ppsition 4.1 et 4.2, une filtration explicite de
I'espace propre généralisé corresponddif, (L)), . Cette filtration se trouvera étre une suite
de composition finiedf. la proposition 4.6).

Mais d’abord rappelons quelques- B-modules particuliers :

4.3.1. Lesmodules de Verma généralisés

Soit @ un sous-groupe parabolique @econtenantB~. Si L DO T' est le sous-groupe de Levi
correspondant, de racines positids, on notera

W :={weW: Vae®}, w(a)>0}.
Ainsi, les B-orbites de la variété de drapeati¥( sont les :
BuwQ/Q: we W¢.

Remarque— Pour toutw € W<, [(w) est la codimension dBwQ /Q dansG/Q.

_D'un autre coté, tout caracterk de Q détermine un unique faiscead, inversible et
G-linéarisé sur la variété/Q (c’est celui pour lequely opére via\ dans la fibreL|q ).
Nous le noterons;/o(A). Le lemme suivant décrit les groupes de cohomologie a support

HgZ)Q/Q(‘CG/Q()‘)) commeg-modules.
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Pour I'énoncer, notons, pour tout caractare X, y le caractére central avec lequel le centre
Z(g) opére dans tous lesmodules engendrés par un vecteur de plus haut po{ds [15, prop.
7.4.4)).

THEOREME 4.4 [12, §3, prop. 3] et [6, prop. 3.5]. Pour tout caractére\ de Q, le g — B-
module

HE2) o (Larg(V)

— admety, comme caractére central
— aune suite de Jordan—Hdld€inie) ;
— aun unique plus haut poids * X et celui-ci est de multiplicité.

. w l(w
DEFINITION 4.—On notera//g () le g-moduIeHéwg/Q(ﬁg/Q()\)).

Remarque- Il résulte du théoreme 4.4 quedemoduleM g (M) a unG-module comme sous-
guotient simple si et seulementsix A est dominant. De plus dans ce cas, le seul sous-quotient
simple, qui est uriz-module, est.(w x \) et sa multiplicité est.

En effet, les sous-quotients simplesdg; (A) sont de la forme.(v) avecy € W x A a cause
du caractére central,. Ensuite, parmi ceg-modules simples, un seul est de dimension finie :
c’est le moduleL(v) tel quer est dominant. Enfin, la multiplicité du poids« A dans chaque
g-moduleL(v) est nulle siv # w * A et vautl dansL(w x ).

SiQ=B",MJ_()) estle module de Verma-tordu M " () de plus haut poids A défini
dans [16, §2.2].

4.3.2. Quand le support est une orbite derang maximal
La notion d'orbites de rang maximal est défirpar exemple dans [4, 83]. En fait, ce sont
exactement le®-orbites() de X telles que lai-orbite G - = du point limite :

e=lim((a)y (Vye)

est fermée dan¥ (cf.[4, 83, th. 3]).

On suppose dans ce paragraphe quest uneB-orbite de rang maximal.

Précisons quelques notations supplémentaires avant d’énoncer et de démontrer notre résultat
sur les suites de composition desnodules Hg (£)),, (b est toujours la codimension de I'orbite
Q).

Soit @ le sous-groupe paraboliqueée G contenantB~ associéa X : c'est le sous-groupe
parabolique opposé &, le stabilisateur de laB-orbite ouverte deX ; de plus, toutes les
G-orbites fermées d& sont isomorphes &/Q (cf. [7, §2.2] et [3, §1.4]). Puisque le point
x :=1lim,_,¢ {(a).y (pour touty € Q) est dans uné&:-orbite fermée deX, il existe un unique
w € WQ tel quew.z soit un point fixe de? (dansX). Notonswg cew et zg ce pointwg.z.
Les faisceaux inversibles sif sont déterminés par leur restriction aux orbites fermées d¢
donc par leurs fibres en les points fixes@ldansX . Pour tout faisceau inversible €tlinéarisé
surX, L, soitpo (L) le caractére avec lequel le groueopére dans la fibré| ., .

Avec ces notations, il estimmédiat que :

LEMME 4.5. - D’une part:
b(x) :=codim(B - z,G - z) = codim(BwaQ/Q,G/Q) = l(wg)
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et d’autre part, pour tout faiscead inversible etG-linéarisé surX, on a l'isomorphisme de
g-modules

Hp /(G -, Llga) =~ M5 (pa(L)).

Pour un diviseuB-invariantD de X, on notergq (D) le caractergqa(Ox (D)).

Gardons les notations précédentesyS3st un caractére central, I'ensemble des caractéres
v € X tels quey, = x est une classe d& modulo I'action« de W (cf.[15, prop. 7.4.7] ; notons
la W x x. Du théoreme et de la proposition sur les filtrations 4.1 et 4.2, on déduitla :

PROPOSITION 4.6. — Soit encoreD I'ensemble des diviseurs limitrophes e On considére
les parties suivantes de I'ensemble des caracteregd de

Ig = {pQ(D): DeD,D? Q},
Jo = {pQ(D): DeD,DD Q}
On notera encoré la codimension de Id-orbite 2. Alors, pour tout faiscead, inversible et

G-linéarisé surX et pour tout caractére centraf € Z(g)’, le g-module(Hg (L)), admet une
suite de composition finie

(Hg(c))x =FyD>FD>---DFy>{0}
dont les quotients successifs sont a permutation pres les
ME2(N): A€ (pa(L) + Zla + ZsoJa) NW .

Remarque- En particulier, leg-modules(H3 (L)), sont de longueur finie.

Démonstration— Grace au théoréme 4.1 et a la proposition 4.2, et avec leurs notations, on
obtient une filtration infinie dg-modules :

whyo = \J B

m>—1,n,k>0

dont les quotients successifs sont :
HXD (M (kD)|g..)  (m>=—1, n,k>0).

Lorsque(m,n, k) varie dansZ>_1 x Zxo x Z>o, a l'aide du lemme 4.5, on obtient comme
guotients successifs lgsmodules :Mé”“(/\) ou \ décrit 'ensemblepq (L) + ZIg + ZsoJa.
(Remarquons que sk, ¢ D, alorspq(D) =0.)

Maintenant, prendre lac-iéme composanté HY (L)), revient & ne garder, parmi ces
g-modules que ceux qui sont de caractéere centrat’est-a-dire tels que x, = x, ou encore
reWxy.

Le fait que chaque module de Verma génééabpparait au plus une fois dans la suite de
composition est une conséquence de I'indépenddnlieéaire des caractéres,(D), D € D
(cf.[3, prop. A1, iv)]). On obtient une suite d®mposition finie car chaque ensembliex y est
fini. O

4.3.3. Application
En conséquence de la derniére proposition, onve le résultat suivant sur la structure des

q X g—modulengZj}B, (O¢) pour toutw € W :
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PROPOSITION 4.7. — SoientG un groupe réductif et connexe sQr (avec les notations de
la p. 2) etw un élément du groupe de Weyl. Aldi, ,_ (Oq) = {0}, pouri # l(w), et les
espaces propres généralisés non nulsfﬂlggg, (O¢) sont associés aux caractéres centraux
Xr,—x A € X. Chaque tel espace propig}’ (associé ay,—») a une suite de composition finie
deg x g-modules

H;\U:F()DFlj"'DFND{O}

ou, a permutation pres, lek; /F; 1 sont les
MY(p)RM(—p)*, peWxA

Remargue— On a notéV/ (—\)* le dual restreint dé/(—\), le module de Verma de plus bas
poids (cf. par exemple le paragraphe qui précéde la proposition 6 de [12]).

Démonstration— Choisissons une compactification réguli€Xe de G' et appliquons la
proposition 4.6 a la variét& (qui estG x G-réguliére) et a laB x B~ -orbite 2 = BwB™ —.
Aucun diviseur limitrophe ne contient l'orbité&3wB~. Ainsi, suivant les notations de la
proposition précédente :

IQZ{pQ(D)Z DED}, JQ:(Z).

De plus, d’aprés [3, prop. Al, iv)], le réseZid,, engendré par les caractefeg D), D € D, est
aussi le réseau engendré par1és T-vecteurs propres de I'espace des fonctions rationnelles
surT (ou surT). C'estdonc (A, —\): A€ X}.

Enfin, dans le cas particulier de la compactification régullérée GG, le groupe parabolique
Q associé & (cf. p. 435) est le sous-grouf®~ x B deG x G. On a ainsi, pour tout caractere
A€ X, les égalités suivantes dex g-modules :

w. w, I(w
]V[QQ(/\7 —A) = JV[;, i)B(/\7 —A) = HB(ME—/B— xB~B/B (EG/B* xa/B(A, _/\))
I(w _
= Hywy 5 (Layp-(N) @ HY(B™B/B, Layp(-))
MY\ @ M(—\*. O

Dans les deux derniéres parties, on notéret U — les sous-groupes unipotents maximaux de
BetB~.

5. Fin dela démonstration du théoréme principal

D’apres [3, prop. Al, iv)], dans les comp#ications de groupes réductifs, toutes I B~ -
orbites sont de rang maximal.

On peut donc appliquer la proposition 4.6 dans ce cas.

Aprés avoir rappelé une paramétrisation des B~ -orbites deX (5.1), on va se servir de
la section précédente pour éliminer une grandéegédes termes du complexe de Grothendieck—
Cousin €f. la section 3.2) qui ne contribuent pasdde calcul des multiplicités des groupes de
cohomologieH (X, £;) (lemme 5.3). On exprimera alors ces multiplicités a I'aide de groupes
de cohomologie a support dans certaifkes B~ -sous-variétés dX (théoréme 5.4). Enfin, on
pourra exprimer, a leur tour, ces groupes de cohomologie a support simplement en fonction de la
restriction deC;, a la variété toriqud’ N X, d’éventails* (5.4), et arriver ainsi a la formule du
théoréme 2.1.
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5.1. Lesorbitesdansla compactification

Pour paramétrer leB x B~ -orbites deX, on utilise les cellules et le§ x G-orhites.

On choisit une fois pour toutes un sous-groupe a un paramgtie ' x 7', dominant et
régulier relativement &8 x B~ et tel que tous les points fixés pate soient aussi pai” x 7.

D’apres [3, prop. Al], les points fixes d&x T sont dans le&/ x G-orbites fermées. Ce sont
donc les pointgw, t).z, avec(w,t) € W x W eto un cdne maximal dé* (rappelons que,
est le point-base associé au cénet que lorsque décrit I'ensemble des cdnes maximaux de
ET, z, décrit 'ensemble des points deéfixés parB~ x B). LesB x B~ -orbites deX sont dés
lors les intersections non vides parmiles :

Ow,io:=0N X((w, t).zg)

ou O est une x G-orhite deX, etX((w,t).z,) est la cellule de Bialynicki-Birula associée au
point (w,t).z, et au sous-groupe a un parametref. la section 4.1).

Pour la compactification magnifiqug,q, il N’y a qu’un seul cdne maximal¢*. On notera
X.q(w,t) la cellule de Bialynicki—Birula associéea, t).zc+ et ac.

On se servira plus loin de I'ouveX, formé desz € X tels que l'orbiteB x B~ - x est
ouverte dan&’ x G - x (si X = G4, C’est la cellule ouverte). D’aprés [3, prop. AT]N X, est
la sous-variété torique ouverte @ed’éventail€ .

Plus généralement, on définit les relevés des cellules gedansX : suivant [3, prop. A2],
commeX est réguliére, la surjection canoniqde—> G,4 se prolonge en un morphisme
G x G-équivariantr : X — G 4. Pour tousw, t € W, soientX (w, t) := 7~ (X ga (w, t)).

Posons aussi :

S(w,t) = (w7 ") X(w, t)) N TN X,

(siw=t=1,alors:X(1,1) = X, etS(1,1) =T N Xj).
Ces variétés vérifient :

LeEmME 5.1[10, 81.2 et 2.3]. -Soientw, t € W. Alors:

— X(w,t) est une sous-variété ferméede t). X ;

— S(w,t) est une sous-variété fermée fHen X, formée des € T N X, tels que la limite
guanda tend verd) de:

(W™t (¢)(a).s

existe dan§" N X ;
— on a la décomposition eB x B~ -orbites:

X(U},t) = |_| Ow,t,o’ 3
O G xG-orbite
o€&t maximal

— l'application:
wU xtU” xTNXy — X,
(a,b,s) — (a,b).s
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induit des isomorphismes de variétés algébriques

wU x tU™ XTQXQ — (w,t)Xo,

1

(wUNUw) x (U~ NUt) x S(w,t) = X(w,t).

Remarques-

1. Le dernier point du lemme a pour conséaeeque, pour tout faisceau inversible®k G-
linéarisé suiX, on a un isomorphisme de faiscedlix 7-linéarisés :

£h|X ~ Oy KO ®£h|fmxo-

2. Lorsquew = t, I'éventail de la variété toriqué N X, \ S(t,t) (ouverte dang’) a un support
indépendant du sous-groupe a un paramétohoisi pour définir les cellules de Bialynicki—
Birula; c’estI'ensemble :

U atnct.

acA: t(a)<0
Pour établir ce fait, on va utiliser le lemme suivant démontré en annexe :

LEMME 5.2.—SoientV un réseau d®™ et€ un éventail lisse d&/ (c’est-a-dire que tous ses
cones sont engendrés par un début de bas®¥ JléSoity un élément déV. Nous considérons
comme un sous-groupe a un parametre du ﬂvﬁz% C. On noteX (£) la variété torique associée
ac.

Alors, pour chaque cone de € et son point-base,, sont équivalentes

(@) lalimite devy(a).z, existe dans{ (&) quanda tend vers;

(b) il existe un pointyy dans I'intérieur du cone tel que:

Ve>0,30<n<e ng+nyel€]

(|€] est le support d€).

Le sous-groupe a un paraméfréeT x T qui a servi a définir des cellules de Bialynicki—Birula
B x B~ -invariantes dé&X est de la forme& = (¢, (™), avec des sous-groupes a un parametre
réguliers del’, (™ et(~ qui sont respectivement dominaetsantidominants (relativementt2).
De plus, avec cette notation, un point-basede T N X, appartient a I'ouverf’ N X, \ S(t,t)
si et seulement si la limite

lim (£7(¢) = £7(¢7)) (@)

n‘appartient pas & N X,. B

Mais alors, d’apres le lemme 5.2, le support de I'éventail de la variété tafiquX, \ S(¢,t)
est 'ensemble :

{neCt:3e>0,Y0<n<e, n+nt (¢t —¢)¢cCt}

(rappelons qué™ est I'adhérence de la chambre de Weyl).
Or:

n+nt (¢t -¢)¢ct & JaeA {an+nt (¢t -¢T)) <0
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& FJaeA, nt(a),(t =) <—(a,n)

(a,n)
(t(e), ¢t = ()
Le sous-groupe a un paramefre — ¢~ étant dominant et régulier, le signe de la radifie) est

celuidu crochett(a), ¢t — (). En conséquence, le support de la variété torifoeX, \ S (¢, t)
est:

& JaeA, (ta),(t—(")<0etn>—

{nect: JaeAt(a) <Oet (a,n) =0} = U atnet.
acA: t(a)<0

5.2. Calcul des multiplicités des groupes de conomologie a support danslesorbites

Soit O+, Une B x B~ -orbite deX de codimensiori. On s'intéresse aux sous-guotients
simples (comme x g-modules) de dimension finie dé}, , (L) et a leur multiplicité. On
déduit de la proposition 4.6 le :

LEMME 5.3.— SoitL unG x G-module simple. Si la multiplicité

[Ho,,..., (£r): L]

vt

n'est pas nulle, alorsw = ¢ et il existe un caractérg € X+ tel queL = End(L(u)).

Démonstration— Soity le caractére central dux g-moduleL.
Daprés la proposition 4.6, si lg x g-module(H{, . ), aune multiplicité non nulle selon
L, alors il en est de méme pour gnx g-module de la forme :

MY (hy +8) R M (~hy — 0)

ou h, est le poids de la droité|,_ et, pour un certain diviseur x G-invariantD deX, § est
celui de la droiteD x (D)| ., . Il est nécessaire, aussi, que :

(w,t) * (hg + 0, —(hy +8)) € W * x.

Sait (A1, A2) le plus haut poids dé relativement &8 x B~ (c’est-a-dire que\; et —\, sont
dominants). On a alors :

whe +8+p)eWA+p) et t(—he—0—p)€EW(=X2—p)

d'ol: W(A + p) = W(Xa + p) et: Ay = — Ay carA; + p ainsi que—(As + p) sont dominants
et réguliers. En conséquende= End(L();)).

D’un autre c6té, pour que tex g-moduleM ™ (h, 4+ 6) X M*(—h, — §) aitunG x G-module
parmi ses sous-quotients simples, il faut qué., + J + p) ett(h, + 0 + p) soient dominants
réguliers €f. la remarque aprés le théoreme 4.4). Cela entraine que :

whe +0+p)=t(he +5+p) =1 = X2

etquew=t¢t. O

Grace au complexe de Grothendieck—Cousin, il résulte immédiatement de ce lemme que, pour
tout¢ > 0, les représentations simples dex G qui apparaissent dans la décomposition du
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G x G-module H' (X, £}) sont de la formeéEnd(L(y)) pour un certair € X*. Ce lemme
montre aussi que, dans le complexe de Grothendieck—Cousin et en vue du calcul des multiplicités
des module€nd(L (1)) dans les groupes de cohomolodié(X, £;,), on peut se passer des
termes de la formél}, (L), avecw # t. On se ramene ainsi, dans la section suivante, & une
étude des groupes de bohomologie a support dans les vaXiétgs, t € W. Cette étude est

plus facile que I'étude directe des grougés(X, L) car, grace au lemme d’excision, on peut
remplaceiX par n'importe quel ouvert qui contied (¢, t).

5.3. Simplification de I’ expression des multiplicités des groupes de cohomologie

Avec les notations de la section précédente (5.1),on a:

THEOREME 5.4. — Pour touti > 0 et touty, € X+ :

[H'(X, Ly) : End(L())] = > [H .0y (Ln) : End(L(p))].
teWw

Démonstration— SoitL un G x G-module simple.
Suivant le théoreme 3.2, pour toiit= 0, H(X, L) est lei-eme groupe d’homologie du
complexe de Grothendieck—Cousin :

K*:O%KOd—O)Kld—l)"'—’Kdimx—)O

ou pour chaquer > 0, K? est le groupe de cohomologie a suppﬁ@p\zp“ (Lr) qui se
décompose en la somme directe :

P HS,, . (Ln)

O,w,t,o

indexée par le®3 x B~ -orbites deX de codimensiomp.
De plus, les application# définissent des morphismes (gl& g-modules) :

AV H (L) — HEN (L)

pour toutes paires d’orbités, )’ de codimensionset: + 1.

Dans le complexd(*, on ne va garder que les termes de la forﬁzaw(ﬁh) ; d’'aprés le
lemme 5.3, ce sont les seuls qui puissent avoir une multiplicité non nulle Setbron va voir
gu’ils suffisent pour calculer les multiplicités voulues.

Plus précisément, pour tout entiesoient/; la réunion des3 x B~ -orbites de codimensian
etde laforme?; , ., pour un certain € W, etW; laréunion des3 x B~ -orbites de codimension
i etde la forme),, ., pour de certaing, t € W avecw # t.

Pour chaque, U; (respectivementV;) est un sous-espace a la fois ouvert et fermé dans
Zi\ Ziy1;0nadonc:

K = Hi, (£4) © Hiy, (Ln).
Relativement a cette décomposition, on noteréinjection

H{y, (Ln) = Hy, /7., (Ln)
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ets; la surjection :
Hy g, (Ln) —= Hy, (Ln)
correspondantes.
Par composition, on obtient alors des morphismes :

eli=sip10d ok H&T (Lp) — HiH (Lh).

Uit

En ce qui concerne les multiplicités, ces morphismes vérifient la relation suivante :
[H'(X,Lp): L] = [n"(K*): L] = [kerd': L] — [im d' : L] = [kere’ : L] — [im e’ : L].

En fait, les morphismes’ se définissent aussi de la fagon suivante :

La réunion disjointeld; LI U;; est un sous-espace localement ferméXleou U; est
ouvert etlf;, est fermé. En effet, 'espade; LI 4,1 est un ouvert de I'espace topologique
U; U Z;i11 \ Ziy2 (car le complémentaire de I'un dans l'autre est une union d’orbites de
codimension maximale 1), I'espacelf; U Z;1 \ Z;12 est un fermé deZ; \ Z;.» (car le
complémentaire de I'un dans l'autre est une union d’orbites de codimension minifgét :

Z; \ Z;42 estlocalement fermé dais.
Le morphisme:* apparait alors dans la suite exacte longue naturelle :

L) _>Hg,i(,ch) iHi“ (L) — -

1
_)HZ/{IUZ/{ Uit

1‘+1(

(cf.[18, prop. 1.9)).
Considérons maintenant la suite de mophismes :

67'+1

...—>Hlf{?}1(£h)e;, H&i(ﬁh)iHiJrl L)

Uit

On va voir que cette suite est en fait une somme directe de certains complexes de
Grothendieck—Cousin.

Chaque morphisme a pour composantes les morphism8s?’ ot et)’ sont desB x B~ -
orbites de la formé&), . , et de codimensions respectivest i + 1. D’un autre c6té, pour des
raisons de support, si un morphisdféﬂ/ estnon nul, alorsona:

CQ et codim(Q,Q)=1.
Or, de la description des adhérences Bes B~ -orbites deX de [3, th. du §2.1] et [31, prop.

2.4], on déduit le :

LEMME 5.5 [34, prop. V.3.6]. —SoientO, O’ desG x G-orbites deX, w,w’ € W eto, o’
des cones maximaux de .
Alors, si:
O;JJ/,UJ/,G’/ g@w_’wﬁg et COdim(O:ﬂ“w/ﬁ,/,Ow_’w’g l) = 1,

ona:w=uw.

Admettons ce lemme pour le moment.

On a, pourtoui >0:
U= || Orio=1|]JOut0

t,0,0 teW t,o
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les unions se faisant sur Iésx B~ -orbites de codimensioh Soit alors pour chaques W :

X2OX(t,t) 22zt Zt

1Y)

la filtration deX(¢,¢) par ses sous-espaces fermés définis par :

Vi >0, Zf = |_| Ott,o

o
dim O¢ ¢ o <dim X —i

Avec ces notations :

U= | | (ZiNZi) et By (L) = @D Hin g (L1)
tew teWw

etil résulte du lemmé.5 que :
% 7 i+1
€ (HZf\Zf+1(£h)) c HZEI\Zt (L1)

i+2

pour toust, .
En conséquence, si on notg la restriction du morphisme’ a H’,.

chaque € W une suite de morphismes :

\Zf+1(£h)’ on a pour

er el
K*(8):0 = Hyu, 7e(Ln) =5 Hye 70 (Ln) =5 -+
et pour chaquel'égalité :

[kere': L] —[ime’: L] = Z [kere!: L] — [im e} : L].
tew

Or, pour chaque € W, on reconnait en la suit&™(¢) un complexe : le complexe de
Grothendieck—Cousin associéCa et a la filtration(Z!),~,. Dés lors, d’aprés le théoréme 3.2,
on a des isomorphismes de< g-modules :

Vi>0,Vte W, h'(K*(t))~Hyq . (Ln)-
En résumé, si > 0, alors :

[H'(X,Ln) : L] = [0(K7) s L] = Y [W(K*(8) - L] = Y [Hx(£n) : L].

teWw teWw

Voici maintenant la démonstration du lemme 5.5 :

On va tirer profit d’'une particularité des orbites de la fo@hg,, ». A priori, I'intersection de
'adhérence d’'uné3 x B~ -orbite et de 'adhérence d’uri@ x G-orbite a plus d’'une composante
irréductible. Mais nous allons voir que si B x B~ -orbite est de la formé&,, ,, ,, alors cette
intersection est irréductible.

Avant cela, précisons quelques notations?sist uneG x G-orbite deX, zo € T est toujours
le point-base de I'orbit&®. Soitd un sous-groupe & un parametrefdeel quelim, o 0(a) = zo ;
on pose :

L(0):={g€G: YaeC*, §(a)gb(a)"" =g}
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c’est le sous-groupe de Levi, contendhtdu groupe parabolique :
P(O):={geG: 1ir%9(a)99(a)71 existe dans7} ;

tout cela est indépendant dchoisi f. [3, prop. Al]). Enfin, on notél’; o) le groupe de Weyl
de L(O) etWk(©O) .= {w e W: Vv € W (o), [ (wv) =l(w) +(v)}.®

Cela étant posé, €., - €st uneB x B~-orbite deX (avecw € W eto un cdne maximal
de £, alors, d’apres [3, 81.1 et §2.1], c’est Iax B~ -orbite du point(w,w).zo ; de plus,
we WO,

Or, d’aprés [3, (i) du théoréme du §2.1],68i est une x G-orbite de®, alors l'intersection
O'N B x B~ (w,w).ze est propre dan® et ses composantes irréductibles sont de la forme :

B x B~ (wv,wv).z0 avecw € W) tel quel(w) = l(wv) +I(v).

Mais alors on a 1(wv) = l(w) + l(v) (carw € WL ety € W (o)) et donc :l(w) =
l(w) +2l(v),dou:v=1.

En particulier®’ N B x B~ (w,w).zo = B x B~ (w,w)ze: estirréductible.

Supposons maintenant q@&,, ,,, . € Oy w,e- Onaalors 0 C O = G x GOy o Soit
0O, la G x G-orbite fermée correspondanta; on a :

O, CO'CO et:

OI wa,ﬂO(,/COww(,ﬂ(’)g/
& BxB~(w,w').zer € B x B~ (w,w).24
& BwB /B~ xB wB/BCBwB /B~ x B-wB/B

s wzw

selon I'ordre de Bruhat. .
Or, commeO,, ., » €t O, s’intersectent proprement da@s on a :

codim(Oy w,o, X) = codim(Oy 1,0 N O, Op) + codim(O, X) = 2l(w) + codim(O, X).

De méme codim(Oy w0, X) = 21(w') + codim((’) X)
Par conséquent, si on suppose aussiadém (O’

Owwe)=1,0na:

2(l(w") = l(w)) + codim(O',0) =1

avecl(w') — l(w) > 0 etcodim(O’,O) > 0. Cela n'est possible que ${w’') = l(w) i.e. si
w=w. O

5.4. Réduction au castorique
Pour conclure, il reste a déterminer les multiplicités

[H(1.0y(Ln) : End(L(p))]

5 W (o) estle sous-groupe d&” engendré par les réflexions simples (o € A) telles que {a, 0) =0 et WL(o)
est 'ensemble desy € W tels quew(a) > 0 pour touta € A vérifiant(a, ) = 0.

4€ SERIE— TOME 37 — 2004 N° 3



COMPACTIFICATIONS DES GROUPES REDUCTIFS 445

lorsquet € W.

On va se ramener au calcul du caracterandjtoupe de cohomologie a support d’'un faisceau
inversible sur une variété torique.

Grace aux isomorphismes du lemme 5.1, on a un isomorphistied&-modules :

U(t i—21(t
HX(t t)(‘ch) t((]r)‘WUt( )@Htg) nU— t(DU t)®H (tt) (EthﬂXO)

Et, en utilisant les isomorphimes demodules suivantf. [25, lemme 12.8] ou [28, lemme
3.16] pour les deux premiers) :

Htl(JtZ lmU(QtUt 1)2M(tp—p)

(le module de Verma de plus haut poigs— p)

Hzfg)*tflme (Oi-1-1) = M(—tp+p)
(le module de Verma de plus bas poidgp + p), et

i72l(t
Hg ) (LhlFnx,) = @m,, v

vex

(pour certains entiers:, %), on obtient un isomorphisme dex 7-modules :

x(t,1) (Ln) = @my (t(v+p) — p) XM (—(t(v + p) — p)))-

vex

Mais, comme les caracteres dgsx g-modules simplesL (a plus hauts poids) sont
Z-linéairement indépendants, on trouve que, pour tout caragtér&’*, la multiplicité selon
End(L(p)) deHZ (Ln) vérifie :

[Hi (i (Ln): End(L(w)] = > mu[M(tv+p) = p): L(w)] =mi1 i)
veWs*pu

(cf.la remarque qui suit le théoreme 4.4).
Dés lors, pour tout > 0 et pour toutu € X, 0ona:

[H'(X, Lp): End(L(p))] =mu+ Y my-1y,.
teW, t#1

__Enfin, on rappelledf. la remarque 2 qui suit le lemme 5.1) que les variétés torieX, et
TN X\ S(t,t) ont pour éventails€* avec|Et| =C* et un ensemblé," avec

IEF| = U atnet.

a€d,—1

Laformule de [30, th. 2.6]df. aussi [34, th. 11.4.2]) permet alors d’exprimer les entiers 1.,
en fonction de: et des sous-espaces topologiqﬂésetuagt atnCt dedk.

6 On considered’ 2(Y) (L,

S(et) comme uril-module grace & l'action d& x {1} surT N X, et surS(t,t).

ITrx,)
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Cela achéve la démonstration du théoréme 2.1.

En fait, pour la cohomologie des fibrés en droites sur les variétés toriques, la méthode du
complexe de Grothendieck—Cousin aboutit directement a une formule qui fait intervenir la
cohomologie d’Ishidadf. [34, th. 11.4.4]).

Remer ciement

Je suis trés reconnaissant a mon directeur de these, Michel Brion, de sa relecture attentive et
patiente, et des améliorations et corrections qu’il m’a fait apporter aux premiéres versions. Un
grand merci également a Syu Kato pour les bons échanges que nous avons eus.

Annexe A. Un résultat sur lesvariétéstoriques lisses

On va démontrer le lemme 5.2. On va utilises tetations introduites dans I'énoncé ainsi que
les notations usuelles concernant la combinatoire des variétés torafyes €xemple [30]) : en
particulier, la lettreM/ désignera le réseau dual e

(a) = (b) Si la limite existe dansX (&), elle appartient & un ouvert affine de la forme
Q. = Spec(C[M N 7V]) pour un certain cone de I'éventail.

Forcémenty est une face de et, puisques est lisse, il existe une basge,. .., e,) de N telle
que:

T=Rie1+---+Rye; et o=Rie;+---+Rjes

avec des entiers < t < n. Pour touta € C*, on peut identifier le pointy(a).z, de
Spec(C[M N 7V]) avec le morphisme additif :

Mnrt’ — C,
a™" simeMnrYNnot,
m ——

0 sinon.
Pour que cela converge dans la vari&té€), quanda tend verds), il est nécessaire et suffisant
que:
(%) vmeMnrVnot, (m,y)>0.
Or, sionnotgles, ..., e!) labase duale dé,...,e,), On trouve que :

™ot =Riel ; + - +Rief +Repp1 + -+ Rej.

La condition(x) équivautdonc & :

(%) vyERe; +--+Res+Ryegrg +--+Ryeq.

Ecrivons~y sous la formeyje; + --- + ye; avecy,...,7s € R et yop1,...,v = 0. Soit
ng:=ej +---+es. C'estun élément de I'intérieur du cémeet, sin >0,on a:

notnyer & (Ltnmer+-+(1+nvs)es +nyssr€str+ - +npe €7
Cela est toujours vérifié, quel que seit 0, pour au moins ury dans l'intervallg0, ¢[. A fortiori
pour un tely, ng + 1y appartient au support d& Ceci démontre le sens=¢ ».
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(a) < (b) Soitng un point de l'intérieur de tel que la condition (b) du lemme soit satisfaite.
Comme le supporf€| est une réunion finie de cones £, il existe un tel cdne et une suite
(nk)ken de réels strictement positifs tels que :

Vk>0, no+mnxy€eT.

En faisant tendré vers I'infini, on s’apercoit que, appartient &. Par conséquent, rencontre
l'intérieur deo ; ce qui n'est possible que siest une face de.

Comme nous l'avons vu dans la démonstration du seas x, pour que la limite er) de
v(a).z, existe dans I'ouver®pec(C[M N 7V]) de X (£), il suffit que :

YmeMnr Nnat, (m,y)>0.

or,simeMnrV¥Not,ona:

(m,no +no7y) = (m,n0) +n0{m,7y) =no(m,7)

carm € ot etng € 0. D’'un autre cotém,ng + noy) =0 carm € 7V etng + 1oy € 7. Ainsi,
puisqueny > 0, on a:{m,~) > 0. Cela achéve la démonstration du lemme 5.2.
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