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SUR LA LAMINARITÉ DE CERTAINS COURANTS
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ABSTRACT. – We show that a sequence of smooth analytic curves of the unit ball of the complex
for which the genus is bounded by the area, converges to a lamination in a weak sense.
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RÉSUMÉ. – Nous montrons qu’une suite de courbes analytiques lisses de la boule unité du plan co
dont le genre croît au plus comme l’aire, converge vers une lamination dans un sens faible.
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Introduction

Dans cet article, on s’intéresse à des limites de courbes analytiques. La question est d
si celles-ci ont conservé un caractère analytique.

Soit Cn une suite de courbes analytiques de la boule unitéB de C2. Si l’aire desCn reste
bornée alors, quitte à extraire,Cn converge vers une courbe analytique. C’est le théorèm
Bishop (voir [3]).

Quand l’aire n’est plus uniformément majorée, on espère créer une lamination comme
desCn. Cependant, un excès de genre peut ôter tout caractère analytique à cette limite
l’exemple de Wermer (voir [6]), une suite de courbes dont le genre augmente plus vite qu
converge vers un compact ne contenant aucun disque holomorphe.

Notre lamination limite sera comprise dans un sens faible, celui de courant laminaire in
par Eric Bedford, Michael Lyubich et John Smillie dans [1]. Un(1,1)-courant positif es
laminaire s’il s’écrit localement comme une intégrale de courants d’intégration sur une f
de disques, hors d’un ensemble négligeable (voir le paragraphe 1 pour plus de détails).

L’objet de cet article est alors de démontrer :

THÉORÈME 1. –Soit Cn une suite de courbes analytiques lisses de la boule unité B de C
2

(s’étendant un peu au-delà de B).
On note An l’aire de Cn, Gn le genre de Cn et on suppose que Tn = [Cn]/An converge vers

un (1,1)-courant positif fermé T de B (toujours possible quitte à extraire).
Alors, si Gn = O(An), T est laminaire.

Cet énoncé est une version locale de résultats précédents, de nature globale dansP
2(C) :

dans [2], Bedford et Smillie montrent que, pour une suite de courbes rationnellesCn deP2(C),
les limites de[Cn]/An sont laminaires. Dans [5], leur résultat a été étendu par Romain Duj
aux courbes algébriques deP2(C) de genre enO(An) à singularités raisonnables.

L’ingrédient principal, dans leur situation, est la formule de Riemann–Hurwitz. Dans
cas, on ne peut pas l’utiliser faute de revêtements au-dessus des directions complexes
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remplacée ici (comme dans [1] et [4]) par la théorie d’Ahlfors qui conduit à une inégalité de
Riemann–Hurwitz approchée.

Signalons enfin l’intérêt du théorème pour l’étude de courants limites de[Cn]/An où Cn est
e
r un
tes
t de

s les

e tandis

rit
es au-

aux

tel :

urants
it

leur

hes au-

uire
ite.
une courbe algébrique lisse deP2(C) (par exempleCn = f−n(L) où f est un endomorphism
holomorphe deP2(C) et L une droite projective générique). En effet, si on sait trouve
ouvert où le genre se concentre peu (enO(An)), on en déduit la laminarité des courants limi
dans celui-ci. On peut par exemple appliquer ce raisonnement pour montrer que le couran
GreenT associé à un endomorphisme holomorphe critiquement fini deP2(C) est laminaire en
dehors du support deT ∧ T . Nous espérons, par la suite, montrer un tel résultat pour tou
endomorphismes holomorphes deP2(C).

Voici le plan de ce texte : dans le premier paragraphe, on donnera le schéma de la preuv
que dans le second on détaillera la démonstration du théorème.

1. Préliminaires

1.1. Courants laminaires

Notre référence pour la laminarité est l’article de Bedford, Lyubich et Smillie (voir [1]).

DÉFINITION 1. – Un courantT est laminé dans un bidisque, si dans celui-ci il s’éc∫
τ
[∆t]dλ(t) ; ici les ∆t sont des graphes, deux à deux disjoints, de fonctions holomorph

dessus d’une des directions du bidisque, etλ une mesure positive portée par une transversale
graphes.

Les courants laminés ont de bonnes propriétés de compacité, par le théorème de Mon

PROPOSITION. – Soit Tn une suite de courants laminés dans un bidisque. Si la masse des
mesures transverses λn reste bornée, alors, quitte à extraire, Tn converge vers un courant T qui
est laminé dans le bidisque.

On pourrait imaginer une définition des courants laminaires comme étant des co
localement laminés. Dans notresituation cette définition serait trop forte : cela nous condu
à une notion plus souple (dite laminarité faible dans [1]) :

DÉFINITION 2. – Un courantT est laminaire, s’il s’écrit comme une somme
∑

Tj avecTj

laminé dansUj , et une compatibilité entre lesTj : quand deux graphes se rencontrent,
intersection est un disque.

La laminarité d’un courant est liée à la présence de graphes de fonctions holomorp
dessus d’une direction complexe dans son support.

Pour montrer qu’une limite deTn = [Cn]/An est laminaire, la méthode sera donc de constr
des graphes dans les courbesCn au-dessus d’une direction complexe, puis de passer à la lim

1.2. Schéma de la preuve

Dans ce paragraphe, on va montrer commentconstruire de bons disques sur les courbesCn

dans un cas modèle.
On commence par se ramener à des courbesCn à géométrie bornée parAn :

Ln + Gn + Bn = O(An),

où :
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Ln = longueur du bord deCn,

Gn = genre deCn,

e à
e

s

r
’îles par

connexe
ntes en
xes

bre
rer le

s que les
Bn = nombre de composantes de bord deCn.

Puis, on se fixe une directionD (qui vérifieπ∗T �= 0, oùπ est la projection orthogonale associé
D), et on quadrille le carréC ⊂ D, centré en0, de côté2, en4k2 carrés égaux. Un tel quadrillag
peut être décomposé en quatre familles dek2 carrés deux à deux disjoints.

On va partir de la familleQ la moins recouverte. Elle vérifie en particulier :

Sn(Q) =
1

aire deQ

∫
Cn∩π−1(Q)

π∗ω � Sn =
1

aire deC

∫
Cn

π∗ω

oùω est la forme kählérienne standard deC.
Le but est de démontrer que les composantes connexes deπ−1(Q) sont majoritairement de

îles (disques dont le bord se projette sur le bord des carrés deQ).
Le nombre d’îles au-dessus deQ est lié à la caractéristique d’Euler deCn − π−1(Q). En

effet, si I désigne l’ensemble des îles deπ−1(Q), on a χ(Cn − π−1(Q)) � χ(Cn) − #I
(enlever une île fait chuter la caractéristique d’Euler de1). En utilisant alors l’hypothèse su
le genre et le nombre de composantes de bord, on obtient une minoration du nombre d
−χ(Cn − π−1(Q))−O(An).

On va majorerχ(Cn − π−1(Q)) pour obtenir une bonne minoration du cardinal deI. Pour
cela, on paveC −Q en croix (voir figure 1).

À partir de là, on construit un graphe où chaque sommet représente une composante
au-dessus d’une croix, et où on met une arête entre deux sommets si les composa
question sont adjacentes. Dans toute la suite, on identifiera sommets et composantes conne
correspondantes.

On obtient alors :

χ
(
Cn − π−1(Q)

)
�

∑
sommets

χ(Σ)− nombre d’arêtes� s− a

oùs est le nombre de sommets eta le nombre d’arêtes.
La combinaison de cette relation avec la précédente nous conduit à une minoration du nom

d’îles para − s − O(An). Il nous reste donc à majorer le nombre de sommets et à mino
nombre d’arêtes.

On va ajouter une hypothèse supplémentaire dans ce paragraphe : nous supposeron
composantes connexes au-dessus des croix sont des graphes au-dessus de celles-ci.

Fig. 1. Pavage en croix. Les carrés font partie de la familleQ. Les croix paventC −Q.
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Le nombre de sommets est alors égal àk2Sn(C −Q) où

1
∫

∗

cela que

mbre
Sn(C −Q) =
aire deC −Q

Cn∩π−1(C−Q)

π ω.

Pour minorer le nombre d’arêtes, on utilise la remarque suivante : siΣ est un sommet etν(Σ) sa
valence (i.e. le nombre d’arêtes qui partent du sommet), on a :

Ln �
∑

sommets

(
4− ν(Σ)

) 1
k

,

c’est-à-dire : ∑
sommets

ν(Σ) � 4k2Sn(C −Q)− kO(An),

ce qui implique :

a � 2k2Sn(C −Q)− kO(An).

Le nombre d’îles au-dessus deQ est alors minoré par :

k2Sn − kO(An) = k2Sn(1− ε),

car la directionD est bien choisie (π∗T �= 0).
Les composantes au-dessus deQ sont donc bien majoritairement des îles.
Dans la réalité on n’aura pas vraiment des graphes au-dessus des croix, c’est pour

l’on utilisera un peu de théorie d’Ahlfors pour minorer le nombre d’arêtes.

1.3. Un peu de théorie d’Ahlfors

Soit f :Σ �−→ Σ0 une application holomorphe entre surfaces de Riemann, etγ une courbe
régulière deΣ0. Un des premiers résultats de la théorie d’Ahlfors permet de comparer le no
moyen de feuillets deΣ au-dessus deΣ0 avec le nombre moyen de feuillets au-dessus deγ. Plus
précisément :

S =
aire def(Σ) comptée avec multiplicité

aire deΣ0
,

L = la longueur du bord relatif deΣ (i.e. la longueur def(∂Σ)− ∂Σ0),

S(γ) =
longueur def(f−1(γ)) comptée avec multiplicité

longueur deγ
.

Alors, on a (voir par exemple [9]) :

THÉORÈME. – Il existe une constante h indépendante de f telle que :

∣∣S − S(γ)
∣∣ � hL.
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2. Démonstration du théorème

2.1. Simplification géométrique des courbesCn

lle
rs que

iée
un
ille

ssus des
cas
te.
soit

it :
Voici comment on se ramène à des courbesCn à géométrie bornée parAn, quitte à rétrécir un
peu la boule de départ :

Considérons les trois boules concentriquesρB, ρ′B etB (oùρ′ est strictement compris entreρ
et1). NotonsC̃n la courbe obtenue en collant les composantes connexes deCn∩ (ρ′B−ρB) qui
touchentρ∂B, àCn∩ (ρB). Par le principe du maximum,̃Cn a son bord inclus dansρ′∂B. Nous
allons voir queC̃n a un nombre de composantes de bord enO(An). En effet, si on coupeCn

suivant cesN composantes de bord, grâce au contrôle du genre, on obtient au moinsN −O(An)
composantes connexesΣ dans l’une ou l’autre des calottes sphériquesB − ρ′B, ρ′B − ρB. Par
construction le bord deΣ doit rencontrer les deux sphèresbordant la calotte dans laquelle e
se trouve. Un argument d’aire s’appuyant sur le théorème de Lelong (voir [7]) montre alo
N −O(An) est unO(An), doncN aussi. De plus, quitte à bouger un peuρ′∂B et à extraire une
sous-suite, on ãLn = O(An) via la formule de coaire (voir [8]).

On s’est donc ramené à une courbẽCn qui vérifie L̃n + G̃n + B̃n = O(An) et qui coïncide
avecCn surρB.

Dans la suite, tous les tildes seront oubliés.

2.2. Mise en place de la preuve

Reprenons la démonstration du paragraphe 1.2 :
On part d’une directionD (qui vérifieπ∗T �= 0, où π est la projection orthogonale assoc

à D). On quadrille le carréC ⊂ D, centré en0, de côté2 en 4k2 carrés égaux (associé à
tel quadrillage, il y a quatre familles dek2 carrés deux à deux disjoints). On part de la fam
Q la moins recouverte (en particulier le nombre moyen de feuilletsSn(Q) au-dessus deQ est
inférieur au nombre moyen de feuilletsSn au-dessus du quadrillage initial). Puis on paveC −Q
en croix comme dans le paragraphe précédent (voir figure 1).

Dans le paragraphe 1.2, on s’était placé dans un modèle où les composantes au-de
croix étaient des graphes. Ici ce n’est plus vrai, mais on va voir que l’on peut se ramener au
où la majorité de ces composantes se projettent sur presque toute la croix correspondan

Si Σ est une composante au-dessus d’une croix, on a plusieurs possibilités. En effetεk

une suite qui tend lentement vers0 (dans ce texte toute suite tendant vers0 sera notéeεk).
Si on notel(Σ) la longueur du bord relatif deΣ et a(Σ) l’aire de π(Σ) comptée avec

multiplicité, on peut avoir :

l(Σ) � εk

k

(on dira queΣ a un bord long), ou :

l(Σ) � εk

k

(on parlera de bord court).
En utilisant l’inégalité isopérimétrique on remarque que, dans le deuxième cas, on a so

a(Σ) � (1− εk)aire de la croix,

soit :

a(Σ) � l(Σ)2.
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Dans notre contexte, ce sont les composantes du dernier type qui sont les plus éloignées de la
situation du paragraphe 1.2 : on veut donc les enlever.

En ôtant ces composantes(c1, . . . , cm), on modifie la courbeCn d’une aire (pourπ∗ω) au
n
,
ntes est

la
’une
le bord

soit

d

il
de

e

ns le

e

e
r

plus égale à
∑m

i=1 l2i � 1
k

∑m
i=1 li. D’après l’hypothèse surLn, on voit que cette modificatio

est inférieure à1
kO(An) (donc négligeable). D’autre part, enutilisant l’inégalité triangulaire

on voit que la longueur relative du bord de la courbe obtenue en enlevant ces composa
majorée par2Ln = O(An). Enfin, cette nouvelle courbe vérifie toujoursGn + Bn = O(An).

Dans la suite, on travaillera avecCn privée de ces composantes, que l’on notera toujoursCn.
Notons I l’ensemble des îles au-dessus deQ. Dans le paragraphe 1.2 on a vu, via

construction du graphe où chaque sommet représente une composante connexe au-dessus d
croix, et où l’on met autant d’arêtes entre deux sommets qu’il y a d’arcs en commun dans
des composantes correspondantes, que le cardinal deI est minoré para− s− O(An) (où s est
le nombre de sommets eta le nombre d’arêtes).

Il nous reste à majorer le nombre de sommets et à minorer le nombre d’arêtes.

2.3. Majoration du nombre de sommets et minoration du nombre d’arêtes

Grâce à notre simplification effectuée au paragraphe précédent, on sait qu’un sommet a
un bord long, soit un bord court et une aire pourπ∗ω supérieure à(1− εk)aire de la croix.

D’après l’hypothèse sur la longueur du bord, il y a au plusk
εk

O(An) sommets avec un bor
long.

Pour les sommets avec une aire supérieure à(1 − εk)aire de la croix, on voit facilement qu’
y en a au plusSn(C − Q) k2

(1−εk) où Sn(C −Q) est le nombre moyen de feuillets au-dessus
C −Q. On obtient alors une majoration des par :

Sn(C −Q)k2(1 + εk) +
k

εk
O(An).

Passons maintenant à la minoration du nombre d’arêtes, par la théorie d’Ahlfors (voir l
paragraphe 1.3).

On se fixe un sommetΣ au-dessus d’une croix. Les côtés de la croix qui ne sont pas da
bord deQ seront notésα1, α2 , α3 etα4.

En appliquant la théorie d’Ahlfors àf = kπ :Σ �→ Σ0, où Σ0 est une croix dont la taille n
dépend plus dek, on obtient :

∣∣S(αi)− S(Σ)
∣∣ � hk l(Σ),

où h est indépendante dek, S(αi) est le nombre moyen de feuillets deπ|Σ au-dessus deαi et
S(Σ) le nombre moyen de feuillets deπ|Σ au-dessus de la croix. D’où,

4∑
i=1

S(αi) � 4S(Σ)− 4hk l(Σ).

Comme on peut supposer, quitte à bouger le quadrillage initial, que lesαi ne contiennent pas d
valeurs critiques deπ|Σ, le nombre de composantes des préimagesπ−1(αi) dansΣ est supérieu

à
∑4

i=1 S(αi). On a donc :ν(Σ) � 4S(Σ) − 4hk l(Σ), où ν(Σ) est la valence du sommetΣ
dans le graphe (voir paragraphe 1.2).
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En considérant maintenant tous les sommets au-dessus de la croix, puis toutes les croix, on
obtient : ∑

2

i

ge

onc au
ourbes

e

et on a

ont

e dans
2a =
sommets

ν(Σ) � 4k Sn(C −Q)− kO(An),

d’où une minoration dea par2k2Sn(C −Q)− kO(An).
On a trouvé une minoration du nombre d’îles au-dessus deQ enSnk2(1 − εk) (carSn(C −

Q) � Sn etπ∗T �= 0).
L’estimée précédente implique queQ était quand même bien recouverte. En particulier, sQ′

est une famille de carrés, on aSn(C − Q′) � (1 − εk)Sn, d’où par ce que l’on a fait, il y a
au moins(1 − εk)k2Sn îles au-dessus deQ′, soit 4(1 − εk)k2Sn îles au-dessus du quadrilla
initial.

De plus un argument d’aire montre que très peu d’entre elles sont ramifiées. On a d
moins4(1− εk)k2Sn bonnes îles (graphes au-dessus des carrés du quadrillage) dans les c
Cn.

L’objet du paragraphe suivant est d’en déduire la laminarité deT .

2.4. Laminarité deT dansB

Soit Tk,n le courant défini parTk,n = 1
An

∑
bonnes îles[Γ] (Tk,n est laminé au-dessus d

chaque carré du quadrillage).
Rappelons queTn = [Cn]/An.
La minoration du paragraphe précédent nous conduit à :

∫
Tk,n ∧ π∗ω � (1− εk)

∫
Tn ∧ π∗ω,

d’où, ∫
(Tn − Tk,n)∧ π∗ω � εk.

En utilisant maintenant la proposition de compacité du paragraphe 1,Tk,n converge vers un
courantTk laminé au-dessus des carrés du quadrillage (quitte à extraire une sous-suite),
toujours l’estimée : ∫

(T − Tk)∧ π∗ω � εk,

avecT − Tk � 0 par construction.
Si on raffine de plus en plus le quadrillage (i.e. sik augmente),Tk croît vers un courantT∞

qui est laminaire (passer deTk àTk′ aveck′ > k revient à rajouter des courants laminés qui s
compatibles entre eux). De plus,T∞ � T

∫
(T − T∞)∧ π∗ω � 0.

Maintenant, si on prend une autre directionD′ générique par rapport àT∞ et telle queπ′
∗T �= 0

(où π′ désigne la projection associée àD′), on construit de même un courantT ′
∞ � T qui est

supérieur àT∞ et qui vérifie
∫

(T − T ′
∞) ∧ π′∗ω = 0.

Alors T = T ′
∞, c’est-à-dire queT est laminaire dansB.
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